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原因 不 仅仅 在 于 学 生 都 
等 ), 还 因为 本 课 
在 这 样 的 基 
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难 ， 教 师 在 授课 时 往 


be 
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程 对 于 严格 性 和 证 
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FE 在 加 州 大 学 洛杉矶 分 校 给 本 科 生 讲授 高 
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普遍 认为 实 分 析 是 最 难 学 的 课程 之 
| 象 的 概念 (上 


Lara 司 > 
等 实 分 


析 
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CE 如 : 拓扑、 极限、 可 测 性 
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日 


日 


的 要 求 较 高 。1 


意识 到 学 习 本 课程 存 


全 


程 的 严格 性 , 让 学 习 变 得 


0 下 两 种 艰难 的 选择 ; 
加 容易 ; 要 么 坚持 本 课程 学 习 中 的 严格 标准 , 但 是 这 样 


要 么 选择 降低 课 


大 部 分 本 科 生 在 阅读 学 习 材料 时 就 会 非常 吃力 ， 包括 那些 既 聪 明 又 有 学 习 热 情 的 


二 
学 生 


退 两 x 


人 的 局 面 


面 对 这 种 进 


,我 党 试 采 用 一 种 和 
照 通 常 的 教学 方法 ， 实 分 析 的 导论 部 分 都 假定 学 生 已 经 
初等 微 积 分 和 集合 论 基 础 等 知识 ,， 并且 


j 不 寻 币 的 方法 来 教授 本 课程 。 按 


法 、 
概念 
部 分 教材 都 不 会 对 这 
出 实数 和 整数 , 并 且 对 它 介 
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预备 知识 进行 详细 


。 正 常情 况 下 ， 当 学 生 学 到 核心 内 容 时 , 教材 会 介 


| 很 快 进入 课程 的 核心 


LE 常 了 解 实数 、 数 学 归纳 
部 分 ,比如 极限 的 


必需 的 预备 知识 , 但 是 大 


MA 


] 进 行 代数 运算 ， 


整数 。 在 我 看 来 ,这 真 的 是 销 


数学 证 明 的 精妙 之 处 。 因 此 ， 


失 了 一 个 非常 好 的 忆 


机 会 , 特别 是 为 我 们 正确 全 面 


著名 的 “ 悖 认 
交换 法 则 , 或 者 和 运算 与 积分 
到 一 些 
然 数 的 定义 ， 


并 要 求 我 们 对 所 


范 雇 的 结论 ， 如 0 = 1。 这 就 启发 我 们 要 回 到 
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有 基 丰 


出 到 


庭 作 业 就 是 (只 利用 皮 ， 


F 诺 公 理 


) i 


任意 的 自然 数 a、b、c，(a 十 0b) - 
台 学 习 本 课程 的 第 一 周 ， 学生 也 必须 利 
过 程 。 在 推导 出 自然 数 的 所 有 基本 性 质 之 后 , 我 们 将 
自然 数 的 形式 差 )。 一 旦 学 生 能 证 明 整 数 的 所 有 基本 性 质 ,我 们 将 
理 数 (有 理 数 最 初 被 定义 为 整数 的 形式 商 )。 然 后 , 我 们 ( 
限 ) 来 学 习 实数 的 相关 知识 。 在 学 习 上 述 内 容 的 同时 , 我 们 也 会 学 习 集合 论 的 一 


便 是 在 内 


= 


义 为 


会 。 实 分 析 、 线 性 代数 和 
数 是 学 生 最 先 学 习 的 三 门 课程 。 通过 对 实 分 析 的 学 习 , 学 生 能 够 真正 地 领悟 至 
这 门 课程 为 我 们 提供 了 一 个 回顾 数学 基础 知识 
掌握 实数 的 本 质 提 
因此 , 本 课程 将 按照 如 下 的 方式 展开 。 
”。 在 这 些 悖 论 中 , 分 析 到 


共 了 良机 。 
一 周 , 我 将 给 出 分 析 理 论 中 一 些 比 较 
E 论 中 的 标准 法 则 (如 : 极限 运算 与 和 运算 的 
运算 的 交换 法 则 ) 按照 不 严格 的 方式 来 应 用 , 就 会 得 
这 门 课程 的 开端 ， 甚 至 回 到 自 
E 论 从 头 进 行 验证 。 例 妇 
E 明 对 所 有 的 自然 数 ， 加 法 结合 和 和 
Fc 二 a 十 (5 十 c) 均 成 立 ， 见习 题 2.2.1)。 所 以 , 即 


的 论述 。 例 如, 虽然 学 生 能 够 直观 地 想象 
但 是 很 少 有 学 生 能 


真正 定义 实数 或 者 
| 象 代 
| 严格 
的 绝 佳 


,给 学 生 的 第 一 个 家 


均 成 立 ( 即 对 


1 


用 数学 归纳 法 写 出 严格 的 证 明 


台 学 习 整 数 (整数 最 初 被 定 
始 学 习 有 
通过 柯 西 序列 的 形式 极 


止 E 
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基础 知识 , 例如 ， 对 实数 不 可 数 性 质 的 阐述 。 只 有 在 学 完 以 上 这 些 内 容 后 〈 大 概 十 
讲 之 后 )， 我 们 才 开 始 学 习 人 们 通常 认为 的 实 分 析 的 核心 部 分 : 极限 、 连 续 性 、 可 


微 性 等 。 


按照 这 样 的 方式 来 学 习 , 学 生 在 整个 学 习 过 程 中 的 反馈 非常 有 趣 。 在 最 初 的 几 


周 中 ,因为 只 需要 掌握 标准 数 系 的 一 些 基本 性 质 , 所 以 学 生 认 为 教材 在 概念 层面 上 
是 非常 简单 的 。 但 是 在 知识 层面 上 , 教材 非常 共有 挑战 性 。 这 是 由 于 为 了 从 数 系 较 


原始 的 属性 中 严格 地 推导 出 更 高 级 的 
有 一 名 学 生 曾 经 告诉 我 ， 他 很 难 向 那 


属性 , 我 们 是 从 最 基础 的 观点 来 分 析 数 系 的 。 
些 没有 学 习 过 高 等 实 分 析 课 程 的 朋友 解释 清 


楚 如 下 两 个 问题 (a) 为 什么 当 自 己 还 在 学 习 如 何 证 明 有 理 数 只 能 为 正 、 负 或 者 零 


(习题 4.2.4) 时 , 那些 学 习 非 高 等 实 分 析 课 程 的 学 生 已 经 在 学 习 如 何 区 分 级 数 的 绝 
对 收敛 和 条 件 收 敛 ; (b) 即便 如 此 , 为 什么 感觉 自己 的 家 庭 作业 要 比 那 些 同学 的 更 


难 。 为 外 一 位 学 生 非 常 百 恼 地 告诉 我 


， 尽管 她 很 清楚 为 什么 一 个 自然 数 除 以 一 


个 正 整数 4 可 以 得 到 一 个 商 a 和 一 个 小 于 g 的 余数 + (习题 2.3.5), 但 是 要 证 明 这 
个 事实 对 她 来 说 非常 困难 , 这 令 她 很 沁 。( 我 告诉 她 在 后 续 课程 中 ， 有 些 命题 的 


正确 性 并 不 是 显而易见 的 , 而 且 她 一 定 能 够 学 会 证 明 这 些 命题 , 但 是 , 她 看 起 来 并 
没有 因为 我 说 的 这 些 而 感到 欣慰 。) 然而 ， 这 些 学 生 仍然 非常 喜欢 做 家 庭 作业 ， 因 


为 他 们 通过 自己 的 不 懈 努 力 , 给 出 了 关于 某 个 直观 事实 的 严格 证 明 , 这 加 强 了 规范 
数学 的 抽象 处 理 与 对 数学 (以 及 现实 世界 ) 的 不 规范 直觉 之 间 的 联系 , 让 他 们 感到 
非常 满足 。 当 被 要 求 给 出 实 分 析 中 令 人 厌恶 的 “= 一 6” 证 明 时 , 他 们 已 经 通过 大 量 


的 练习 形成 了 直观 概念 并 且 已 经 认识 到 数理 逻辑 的 精妙 之 处 (例如 :“ 任 意 ” 和 “ 存 


在 ”两 种 表述 的 区 别 )， 这 样 他 们 就 能 够 轻松 地 过 渡 到 “e - 5” 这 种 证 明 ， 同 时 我 


们 也 能 够 快速 深入 地 开展 课程 。 到 第 十 周 , 我 们 就 已 经 赶 上 非 高 等 实 分 析 课 程 的 进 
度 , 学 生 也 开始 验证 歼 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 的 变量 替换 公式 ， 并 且 证 明 分 段 连续 的 


函数 是 黎 曼 可 积 的 。 到 第 二 十 周 ,本 系列 课程 就 要 结束 的 时 候 , 我 们 已 经 (通过 课 
堂 讲述 和 家 庭 作 业 ) 学 习 了 泰勒 级 数 和 傅 里 叶 级 数 的 收敛 理论 , 以 及 多 元 连续 可 微 


函数 的 反 函 数 和 隐 罗 数 定理 , 并 且 建 


为 了 充分 利用 本 材料 ,很 多 关键 


立 了 勒 贝 格 积 分 的 控制 收敛 定理 。 
性 的 基础 结论 都 作为 家 庭 作 业 留 给 学 生 自 己 


去 证 明 。 事实 上 , 这 是 本 课程 非常 重要 的 一 点 ,因为 这 样 可 以 保证 学 生 真正 掌握 了 
这 些 重要 的 概念 。 这 种 模式 将 保留 在 学 习 本 书 的 整个 过 程 当中 。 绝 大 部 分 的 习题 都 


是 证 明 课 本 中 的 引 理 、 命题 和 定理 。 女 


1 果 你 希望 利用 本 书 来 学 习 实 分 析 , 那么 我 强 


烈 建议 你 尽量 多 做 这 些 习 题 , 包括 那些 结论 看 起 来 “显然 ”成 立 的 习题 。 这 门 课程 
的 精妙 之 处 不 是 通过 单纯 地 阅读 就 可 以 掌握 的 。 本 书 绝 大 部 分 章节 的 最 后 都 给 出 


了 大 量 的 习题 供 大 家 学 习 。 
对 于 专业 的 数学 工作 者 来 说 , 本 


BB 的 节奏 可 能 稍微 有 些 慢 , 特别 是 刚 开 始 的 几 


章 , 着 重 强 调 了 严格 性 (明确 标记 为 “ 非 正式 ”的 讨论 内 容 除外 ), 并 且 对 那些 通常 
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被 认为 显 
出 了 标准 数 系 时 
题 5.4.1), 或 者 任 
这 些 基础 章节 也 强调 


的 知 识 来 证 


吕 雇 


中 均 是 成 立 和 
导出 正 丰 
理 技巧 来 掌 
因为 本 


沿 


的 ) 。 这 相 


开 
县 


然 成 立 、 可 以 一 带 而 过 的 步骤 进行 了 论说 
F 多 “显然 ”成 立 的 怕 
意 给 定 的 两 个 不 相等 的 实数 之 间 一 定 存在 有 到 
了 非 循 环 论 证 。 毛 谓 非 循环 论证 是 指 不 能 
明 前 面 那些 初级 的 理论 。 特别 
是 不 能 被 使 用 的 〈 另 外 ,要 分 别 证 明代 数 运算 法 则 在 
做 是 为 了 让 学 4 
和 的 结论 。 不 断 进 行 这 村 


E。 前 
E 质 , 例如 ， 琴 


几 章 〈 通 过 繁琐 的 证 明 ) 给 


个 正 实 数 之 和 仍然 是 正 的 〈 习 


E 数 (习题 5.4.5) 。 


[=] 普通 


代数 


运 


站 


人 AE 


上 用 后 面 更 加 高 深 
算法 则 , 在 被 推导 出 来 之 前 
然 数 、 整 数 、 有 理 数 、 实 数 


E 学 会 利用 给 定 上 
的 练习 有 助 于 学 生 在 


握 更 加 高 深 的 概念 (如 勒 贝 格 积分 )。 
来 源 于 我 教授 实 分 析 课 程 
F 多 关键 性 的 资料 都 包含 在 习题 当 


时 所 用 的 讲义 ， 


中 。 很 多 悍 


其 有 教 


育 意义 的 证 明 过 程 来 


尺 准 通 俗 抽 象 的 证 明 。 妊 


的 有 限 条 件 进 行 抽象 推理 


E 更 深 


9 、 
Es 


后 期 学 习 中 , 采用 同样 的 扒 


所 以 主要 从 教学 的 角度 展 


4 况 下 ， 我 采用 了 见长 且 乏 味 但 


层次 的 教科 书 中 ， 学 生 


将 会 发 现 这 些 材料 的 篇 
非 严格 性 。 但 


画 变 得 


有 助 于 学 生 在 研究 生 及 
方法 。 
本 书 着 重 强调 了 严格 人 


上 
[ 梧 | 


的 学 习 阶 段 


更 简短 ， 概 念 更 凝练 ,而且 
是 , 我 认为 首先 了 解 如 何 严格 地 “动手 ”进行 分 析 
中 ， 更 好 地 掌握 现代 、 直 观 、 抽 象 


中 更 加 强调 直观 性 而 
因为 这 
的 分 析 


a 


Ei 
F 吊 里 女 ， 


E 和 形式 化 。 但 是 , 这 不 意味 着 采用 本 书 作为 教材 


的 课程 


都 要 按照 这 样 的 方式 来 展 
( 画 一 些 非 规范 的 图 形 并 举 


实 , 我 在 教学 过 程 中 会 


可 学 生 展 示 更 力 的 概念 


上 直观 日 
容 给 出 补 


一 止 c 


具体 的 例子 )， 从 而 对 


充 观 点 。 那 些 被 设置 为 家 寿 作 让 


求学 生 把 直观 形象 和 形式 型 
学 生来 说 是 最 困难 的 任务 ， 


的 习题 是 连接 直观 形象 
LE 解 结合 起 来 , 帮助 学 生 正确 


中 正式 的 授课 内 
和 概念 的 重要 桥梁 , 它们 要 
地 论证 题目 。 我 发 现 这 对 于 


因为 这 要 求学 生 必 须 真 正 理 


住 学 习 内 容 或 者 圆 图 春 训 地 吸收 。 然 而 ,我 从 学 生 那 里 得 到 的 反 
述 原因 ,家庭 作业 对 他 们 来 说 是 有 些 吃 力 , 


是 对 他 们 


解 所 学 的 知识 ,而 不 仅仅 记 
馈 是 : 虽然 基于 上 


也 有 很 大 益处 , 因为 这 些 作 


业 使 他 们 能 够 把 规范 数学 的 抽象 处 理 与 对 基本 概念 (如 数 、 集 合 、 函 数 ) 的 直观 感 


觉 联系 起 来 。 当 然 ， 在 这 个 
关于 考试 


! 分 ,我 建议 采取 如 下 


过 程 5 


Ph, 优秀 助教 


9 帮助 也 非常 重要 。 


丙种 方式 之 


种 是 开卷 考试 , 题 


目 可 以 类 


似 于 本 


在 考试 中 , 我 会 为 学 99 


本 内 容 进行 反刍 式 的 


性 定义 和 定 到 
面 
计 


[学 生 记忆 教材 内 容 的 方式 )， 这 不 仅 


庭 作业 的 形式 
-那些 使 用 教学 1 


的 习题 (题目 内 容 可 以 更 加 简短 , 解 题 的 思路 更 加 常规 ); 另外 一 种 是 家 
庭 作 业 式 的 测验 ， 内 容 应 该 包含 解 题 思路 较为 复杂 的 题目 
内 容 非常 广泛 , 所 以 不 应 该 强迫 学 生 去 记忆 定义 和 定理 。 
考试 , 也 不 建议 采取 那 种 通过 对 了 
E 提 供 一 张 附 页 , 这 张 附 页 会 列 出 与 本 次 考试 内 容 本 
EE ) 将 考试 设置 成 类 似 于 家 
也 复习 和 理解 作业 中 的 问题 〈 相 对 了 


。 因 为 实 分 析 所 包含 的 
因此 , 我 不 建议 采取 闭卷 
改 的 考试 。( 事 实 上 ， 

日 关 的 关键 
， 有 助 于 促进 学 生 认 真 、 全 
F 片 或 者 类 似 的 教学 工具 来 


压缩 而 


仅 有 助 了 


F 学 生 备考 ， 同 时 也 能 帮助 他 们 为 一 


.Vviii. 第 1 版 前 言 


般 的 数学 研究 做 好 准备 。 

本 书 中 的 一 些 材料 相对 于 主题 而 言 是 次 要 的 , 如 果 时 间 有 限 , 可 以 忽略 此 部 分 
内 容 。 例 如 ,集合 论 不 像 数 系 那样 是 分 析 理 论 的 基础 内 容 , 所 以 有 关 集 合 论 的 章节 
(第 3 章 和 第 8 章 ) 可 以 不 那么 严格 地 快速 略 讲 , 或 者 把 这 部 分 内 容 当 作 阅读 资料 。 
附录 中 关于 逻辑 学 和 十 进 制 的 内 容 可 以 作为 选 学 或 者 补充 阅读 内 容 ,不必 在 课 和 痊 
上 讲授 ; 附录 中 的 逻辑 学 部 分 特别 适合 在 讲授 前 几 章 时 作为 阅读 材料 使 用 。 另 外 ， 
第 16 章 (关于 傅 里 叶 级 数 ) 在 本 书 的 其 他 部 分 用 不 到 , 可 以 略 去 。 

鉴于 篇 幅 的 缘故 ,本 书 分 为 两 卷 ”。 第 一 卷 的 篇 幅 稍 长 , 但 是 若 将 那些 次 要 的 
材料 忽略 或 者 删 减 掉 ， 本 卷 可 以 分 为 大 约 30 讲 来 教授 。 第 二 卷 会 不 时 涉及 第 一 卷 
的 内 容 , 但 是 针对 已 经 通过 其 他 资料 学 习 过 分 析 论 入 门 课程 的 学 生 , 可 以 直接 向 他 
们 讲授 第 二 卷 的 内 容 。 第 二 卷 也 分 为 大 约 30 讲 完 成 。 

我 非常 感谢 我 的 学 生 。 他 们 参与 了 整个 实 分 析 课程 的 学 习 , 纠正 了 赖 以 编 成 此 
书 的 讲义 中 许多 错误 的 地 方 , 并 且 给 了 我 非常 宝贵 的 反馈 意见 。 另 外 , 我 非常 感谢 
那些 匿名 审阅 人 ， 他 们 对 本 书 进 行 了 多 次 修正 并 给 出 了 许多 重要 的 修改 意见 。 同 
时 , 我 非常 感谢 Biswaranjan Behera、Tai-Danae Bradley、Brian、Eduardo Buscic- 
chio、 Carlos、 EO、 Florian、 Gokhan Giiclii、 Evangelos Georgiadis、 Ulrich Groh、 Bart 
Kleijngeld、 Erik Koelink、 Wang Kuyyang、 Matthis Lehmkihler、 Percy Li、 Ming 


Li、\ Jason M.、 Manoranjan Maijji、 Geoff Mess、 Pieter Naaijkens、 Vineet Nair、 Cristina 


T 


Pereyra、\ David Radnell\ Tim Reijnders、 Pieter Roffelsen、\ Luke Rogers、Marc School- 
derman、 Kent Van Vels、 Daan Wanrooy、Yandong Xiao、Sam Xu、Luqing Ye。 最 
后 , 对 新 墨西哥 大 学 Math 401/501 和 Math 402/502 班次 的 同学 表示 感谢 , 感谢 他 
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第 2 版 和 第 3 版 前 言 


本 书 第 1 版 发 行 后 ,许多 学 生 和 老师 与 我 联系 ,指出 了 书 中 
提供 了 一 些 修正 意见 。 另 外 ,也 有 人 提出 了 对 本 书 精装 版 的 需求 。 基 于 上 述 原因 ， 


一 些 拼写 错误 并 


出 版 商 和 我 决定 对 第 1 版 进行 修订 并 将 第 2 版 作为 精装 版 发 行 。 新 版 书 的 版 面 编 
排 、 页 面 编号 以 及 索引 都 发 生 了 变动 。 但 是 , 第 2 版 的 章节 和 习题 编号 以 及 数学 知 


识 都 与 第 1 版 相同 , 所 以 ,基于 家 庭 作 业 和 学 习 的 目的 ， 本 了 


以 殖 换 使 用 。 


第 3 版 对 第 2 版 做 了 一 些 修正 ， 


并 且 增 加 了 部 分 新 的 习题 ， 


说 , 与 第 2 版 内 容 相同 。 


第 1 版 和 第 2 版 可 


但 是 从 本 质 上 来 
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1.1 ”什么 是 


本 书 将 介 


分 析 


绍 高 等 实 分 析 ， 


中 


这 是 关 了 


六 实数 、 实 数 序列 、 实 数 级 数 以 及 实 值 函数 的 


分 析 。 虽然 实 分 析 与 复 分 析 、 调 和 分 析 以 及 泛 函 分 析 是 相关 的 , 但 与 它们 又 是 不 同 


的 。 复 分 析 是 关于 复数 和 复 函 数 的 分 析 ; 调和 分 析 是 关于 调和 函数 (振动 ) 的 分 析 ， 
比如 正弦 振动 , 并 研究 这 些 函数 如 何 通过 傅 里 时 变换 构造 其 他 函数 ; 泛 函 分 析 研 究 


的 内 容 主要 集 


析 学 是 对 这 些 对 象 进行 严格 研究 的 学 科 ， 并 且 
和 定量 分 析 。 实 分 析 是 微 积 分 学 的 到 


的 计算 规则 的 


几 个 问题 。 


(1) 什么 是 实数 ? 是 否 存 如 


中 在 函数 -| 


集合 。 


上 《以 及 这 些 函 数 如 何 构造 上 


-着力 


论 基 型 


少 ?《〈 即 : 最 小 


的 了 


上 而 微 积 分 是 我 们 在 处 至 


上 如 向 量 空间 这 样 的 东西 
六 对 这 些 对 象 做 出 准确 的 定性 
函数 时 所 用 到 


[= 
EE 


然 你 


经 基 了 


)。 分 


在 本 书 中 , 我 们 将 对 很 多 概念 进行 研究 , 而 这 些 概念 在 学 习 初 等 微 积分 时 会 学 
到 ,比如 : 数 、 序 列 、 级 数 、 极 限 、 函 数 、 定 积分 、 导 数 等 。 
念 进行 过 大 量 的 运算 , 但 是 现在 我 们 主要 和 


六 这 些 概 


究 这 些 概念 的 基本 理论 。 我 们 关心 如 下 


E 最 大 的 实数 ? “0” 之 后 的 “下 一 个 ”实数 是 多 
E 实 数 是 几 ? ) 是 否 能 够 对 一 个 实数 进行 无 限 次 分 割 ? 为 什么 有 些 


数 〈 比 如 2) 有 平方 根 , 而 有 些 数 (比如 -2) 没有 平方 根 ? 如 果 有 无 穷 多 个 实数 和 
无 穷 多 个 有 理 数 , 那么 为 什么 会 说 实数 比 有 理 数 的 个 数 “ 多 ”? 


(2) 如 何 确定 实数 序列 的 极 
上 一 个 序列 趋向 无 穷 , 这 


在 极限 ? 如 果 
并 且 收 敛 ? 


你 台 已 


父 能 够 阻 


把 无 穷 多 个 实数 相 加 后 得 到 


4 目 


了 理 数 相 力 
变 这 些 数 的 
(3) 中 


后 
排 


否 将 无 限 多 个 函数 相 加 ? 对 函数 序列 取 极 限 会 怎样 ? 
什么 是 求 积 分 ? 如 果 一 个 函数 f(z) 满足 : 当 xz = 0 时 , f(z) 的 值 为 3; 
为 5( 即 f(0) =3 且 f(1) = 5), 那么 xz 若 取 遍 0 和 至 


到 一 个 非 有 到 


村 


E 数 的 1 


限 值 ? 什么 样 的 序列 存 如 


FE 极限, 什么 相 


EF 
十 售 


时 ,f(z) 的 人 


值 ， f(z) 是 否 
如 果 你 上 


也 取 遍 了 3 到 5 之 间 的 所 有 值 ? 为 什么 ? 
也 许 能 够 回答 出 上 述 问题 中 的 几 个 。 但 是 对 于 微 积分 


过 微 积分 课程 ， 


， 上述 这 类 问题 } 


不 是 最 


台 已 三 
能 否 


E 要 的 。 这 类 课程 的 


| 1 


的 序列 不 存 


意味 着 该 序列 最 终 会 停止 变化 
个 有 限 实数 的 情况 是 否 存 在 ? 把 无 穷 多 个 
青 况 是 否 存在 ? 如 果 有 无 穷 多 个 数 相 加 , 那么 改 
列 次 序 , 所 得 到 的 和 是 否 保持 不 变 ? 
| 么 是 函数 ? 函数 是 连续 的 、 可 微 的 、 可 积 的 有 界 的 分 别 是 什么 意思 ?能 
对 无 穷 函 数 级 数 求 微 分 ? 


> 
当 z=1 


之 间 的 所 有 


EE 点 在 于 教会 学 生 如 何 


计算 ， 比 如 计算 函数 zsin(z2) 从 z=0 到 z=1 上 的 积分 。 既 然 现在 你 对 这 些 概 


下 去 理解 这 些 内 容 是 如 何 展开 的 。 


Vy 


1.2 ”为 什么 要 做 分 析 


AI 


人 们 谈论 分 析 理 论 的 


念 已 经 非常 熟悉 了 , 而 且 知 道 如 何 进行 运算 , 那么 我 们 将 


口 


归 到 理论 知识 并 且 和 尝试 


时 候 ， 自 然 会 想到 “为 什么 要 做 分 析 ” 这 个 问题 。 从 后 


学 角度 来 说 ， 认 识 到 事物 为 什么 起 作 
实际 的 人 会 认为 ， 
学 习 入 门 课程 时 ， 
物理 、 人 化学、 生物、 经 济 、 


问题 。 然 而 ， 
使 用 这 些 法 则 有 哪些 


限制 条 件 , 那么 他 将 陷入 困 


用 ， 能 够 带 给 人 
只 需要 了 解 事物 在 解决 实际 问题 时 是 如 何 起 作用 的 就 足够 了 。 在 
尔 曾 经 接受 过 的 微 积 分 训练 , 足以 让 你 可 以 开始 着 手 解决 存在 于 
计算 机 科学 、 金 融 、 工 程 学 或 者 其 他 学 科 中 的 问题 。 而 
且 , 对 于 链 式 法 则 、 洛 必 达 法 则 或 者 分 部 积分 法 等 , 即使 你 3 
起 作用 , 或 者 不 知道 这 些 法 则 是 否 有 例外 的 情况 存在 , 也 不 影响 你 应 
如 果 一 个 人 在 应 用 某 些 法 则 时 并 不 了 解 它们 是 如 何 得 出 的 ， 也 不 知 让 
境 之 中 。 我 来 举 一 些 例子 。 这 些 例 


门 一 定 的 满足 感 。 但 是 , 讲究 


不 了 解 它们 为 什么 会 
用 它们 来 解决 


道 


子 将 告诉 我 们 , 对 于 那些 我 们 熟知 的 法 则 ,如果 不 J 


目地 应 用 它们 , 将 会 导致 灾难 性 的 后 果 。 


例 1.2.1《〈 用 零 做 除数 ) 这 是 大 家 都 非常 熟悉 的 一 个 例子 。 当 c= 0 时 , 消 


律 ac = bc 二 > a =2b 不成立 。 例 如 ,等 式 1x0=2 
盲目 地 消 
出 错误 在 于 


去 0, 那么 将 会 得 到 1 = 2, 这 显然 是 错误 


用 零 做 了 除数 ; 但 是 在 其 他 情况 下 ,错误 可 能 更 加 隐蔽 。 


zs 


有 其 背后 潜在 的 分 析 原 理 而 言 


去 
x 0 是 恒 成 立 的 , 但 是 如 果 有 人 
的 。 在 这 个 例子 中 , 能 够 明显 看 


例 1.2.2 (发 散 级 数 ) 你 也 许 
A 


见 过 如 下 无 穷 和 形式 的 几何 级 数 : 


2 4 8 16 

你 大 概 也 见 过 按照 下 面 的 技巧 求 该 级 数 和 的 方法 : 
端 同时 乘 以 2 得 i 
25S= 二 2 十 1 十 =+4 ts 


十 …: 


令 该 级 数 和 为 5, 那么 将 等 号 两 


:三 人 二 全 


2 
因此 上 述 级 数 和 为 2。 


2 


但 是 , 如 果 按 照 同 样 的 方法 来 计算 级 数 : 


和 | 4 十 8 十 16 


将 得 到 一 个 匾 雇 的 结果 : 


25=2+4+8+16+...=5-1=>5=-l 


二 十 去 十 :一 2 和 1+2 十 4 十 


那么 , 按照 同样 的 计算 方法 , 我 们 得 到 了 1+3+3 


Tas 16 


8 十 …:= -1 两 个 结果 。 为 什么 我 们 
成 立 的 ? 另外 一 个 类 


认为 前 一 个 等 式 是 成 立 的 , 而 第 二 个 等 式 是 不 
以 的 例子 是 关于 下 面 这 个 级 数 的 : 


1.2 为 什么 要 做 分 析 .5 
S=1—-1+1—1+1—1+.. 
该 级 数 可 以 写成 如 下 形式 : 
S=1-(1-1+1-1+.…)=1-9 
于 是 5 = 让 ; 另外 , 我 们 也 可 以 这 样 写 : 
S=(1—1)+(1—1)+(1—1)+.…=0+0+0+… 
于 是 5 = 0 ; 或 者 , 我 们 也 可 以 这 样 写 ; 
5S=1 十 (一 1 十 1) 十 (一 1 十 1) 十 … 二 1 十 0 十 0 二 +…. 


于 是 5 = 1。 那么 上 述 三 个 结果 , 究 竞 哪 一 个 才 是 正确 答案 呢 ?( 管 案 见习 题 7.2.1。) 


例 1.2.3《〈 发 散 序列 ) 在 这 里 , 我 们 对 之 前 的 例子 做 出 一 些小 的 变动 。 x 表示 
一 个 实数 , 工 表示 极限 : 


L= lim xz” 


做 变量 替换 郊 = m ++ 1, 我 们 可 以 得 到 : 
L= lim zx?ti= lim xXx?T=7r lim 7zm 
m++l—o00 m++l—o00 70 十 1 一 oo 


若 你 十 1 一 co 则 有 和 mm 一 co， 因 


lim xX™” = lim xz”= lim x”=L 
m+l1—o00 m—o00 n—o00 
于 是 : 
rrL=L 
此 时 , 消去 工 可 得 ,对 任意 实数 z, 均 有 z = 1。 这 显然 是 非常 亮 雇 的 。 但 是 ，1 
于 我 们 已 经 意识 到 之 前 “用 零 做 除数 ”的 错误 , 此 时 可 以 更 聪明 些 , 并 推导 出 要 么 
z = 1， 要么 二 = 0。 特别 地 ,我们 似乎 已 经 证 明了 这 样 一 个 结论 : 对 任意 的 实数 


zl， 均 有 : 


lim x”=0 
1 


但 是 , 当 x 取 某 些 特 定 值 时 ， 上 述 结 论 是 充 雇 的 。 比 如 , 当 z = 2 时 , 我 们 能 够 推 
导出 序列 1 2,4,8…… 是 收敛 于 0 的 ; 当 z = -1 时 , 序列 1, 一 1,1, 一 1,… 也 是 收 
敛 于 0 的 。 这 些 结论 看 起 来 非常 葛 雇 。 上 述 论 证 出 现 了 什么 样 的 问题 昵 ?( 答 案 见 
习题 6.3.4。) 


例 1.2.4 (函数 的 极限 值 》 对 于 极限 表达 式 lim sin(z), 我 们 做 变量 替换 x 


AI 


2 
[全 


y 十 Tx， 并且 根 据 等 式 sin(y +m) = 一 sin(y) 可 以 得 到 : 
lim sin(x)= lim sin(y+7)= lim (~—sin(y))=— lim sin(y) 
ZX—00 2 十 工 一 co 1 一 co 2 一 co 


上 。 
D : 


又 因为 lim sin(z) = lim sin(), 所 以 得 ! 
2 一 co 4 一 co 


lim sin(x) = — lim sin(z) 
由 一 OO TO0 


因此 : 


lim sin(x)= 0 
如 果 我 们 对 上 式 做 变量 替换 x = 3 十 z，, 那么 根据 sin(3 十 z) = cos(z) 可 得 : 

im cos(Z) 一 0 
分 别 对 上 述 两 个 极限 求 平方 , 然后 将 它们 相 加 可 得 : 

lim (sin? (z) + cos2(z)) =02 十 02=0 

另外 ， 我们 知道 对 任意 的 实数 z，sin2(z) + cos2(z) = 1 和 恒 成 立 。 于 是 , 我 们 得 到 
1=01! 这 里 究竟 存在 什么 样 的 难点 呢 ? 
例 1.2.5(〈 交 换 求 和 次 序 ) 我 们 考虑 有 关 运 算 的 如 下 事实 。 对 任意 的 数值 矩阵 ， 


例如 : 
1 2 
(人 
7 8 9 


计算 该 矩阵 的 每 一 行 元 素 之 和 以 及 每 一 列 元 素 之 和 , 然后 分 别 把 所 有 行 的 和 相 加 、 
所 有 列 的 和 相 加 。 最 后 , 你 会 发 现 上 述 两 种 运算 的 结果 是 相等 的 一 一 都 等 于 矩阵 中 


所 有 元 素 相 加 的 和 ; 123NW 6 
0 15 
7 8 9/ 24 


12 15 18 45 
换言之 , 如 果 你 想 要 将 一 个 m xn 矩阵 中 的 所 有 元 素 相 加 , 那么 不 管 你 是 先 把 每 一 
行 的 元 素 加 起 来 , 还 是 先 把 每 一 列 的 元 素 加 起 来 , 最 后 得 到 的 结果 都 是 一 样 的 。( 在 
计算 机 被 发 明 出 来 之 前 , 会 计 师 和 短 记 员 在 结算 账目 的 时 候 , 都 会 采用 这 种 方法 来 
避免 错误 。) 用 级 数 的 概念 来 描述 以 上 事实 即 为 : 


DD 


i=1 j=1 j=1 i=1 


其 中 , ai; 表示 算 阵 的 第 i 行 第 j 列 元 素 。 
现在 , 有 人 可 能 会 认为 上 述 结论 应 该 很 容易 推广 到 无 穷 级 数 : 


双双 


i=1 j=1 j=1 i=1 


实际 上 , 如 果 你 在 工作 中 很 多 地 方 都 会 用 到 无 穷 级 数 , 那么 你 会 发 现 自己 经 常 像 这 
样 通过 变换 次 序 来 求 和 。 也 就 是 说 , 在 一 个 无 穷 矩 阵 中 , 行 和 相 加 的 结果 与 列 和 相 


1.2 为 什么 要 做 分 析 .7. 


加 的 结果 是 一 样 的 。 然 而, 尽管 这 种 说 法 听 起 来 合理 , 但 它 实际 上 是 错误 的 ! 这 里 
给 出 一 个 反例 : 


1 0 0 0 

—1 1 0 0 
0 一 | 1 0 ， 
0 0 一 | 1 . 
0 


如 果 你 对 该 矩阵 每 一 行 元 素 求 和 ， 然 后 将 得 到 的 所 有 行 和 相 加 ， 那么 你 会 得 到 1。 
日 是 ,如 果 你 对 该 矩阵 每 一 列 元 素 求 和 ， 然后 将 得 到 的 所 有 列 和 相 加 ,那么 你 会 得 
到 01 因此 , 这 是 否 意味 着 对 无 穷 级 数 求 和 不 能 采用 交换 次 序 的 方法 , 而 且 任何 采 
] 交 换 次 序 方法 所 得 到 的 结论 都 是 不 可 信 的 ? (答案 见 定理 8.2.2.。) 

例 1.2.6 (交换 积分 次 序 》 交换 积分 次 序 与 交换 求 和 次 序 一 样 ， 都 是 数学 中 很 
常见 的 运算 技巧 。 假 设 我 们 想 要 计算 某 个 曲面 2 = ftz, 切 之 下 的 体积 (此 处 我 们 
暂时 不 考虑 积分 上 下 限 )。 一 种 方法 是 平行 于 z 轴 进 行 切割 : 对 任意 给 定 的 y, 我 
们 能 够 计算 出 与 之 对 应 的 一 部 分 面积 为 | /ta,)dz， 然 后 我 们 把 这 部 分 以 y 为 变 
量 的 面积 进行 积分 就 得 到 了 要 求 的 体积 ; 


TY 三 Dwaray 
或 者 , 对 于 任意 给 定 的 z, 我 们 也 可 以 平行 于 y 轴 进 行 切割 并且 计算 出 与 z 对 应 
的 一 部 分 面积 为 f(z)ay, 然后 沿 z 轴 对 上 述 面积 进行 积分 ,从 而 得 到 体积 为 : 
从 总 | 7 
交换 积分 号 来 运算 : 
| waray = | fC Wavar 


事实 上 , 因为 有 时 先 对 某 个 变量 进行 积分 要 比 先 对 其 他 变量 进行 积分 更 加 容易 , 所 
以 人 们 往往 采用 交换 积分 号 的 方法 来 运算 。 但 是 , 正如 前 文中 对 无 穷 个 元 素 求 和 有 
时 不 能 交换 求 和 次 序 一 样 , 交换 积分 号 的 运算 有 时 也 会 存在 风险 。 下 面 给 出 一 个 关 
于 被 积 函 数 e-*Y - zye-*Y 的 例子 。 假设 该 积分 是 可 以 交换 积分 号 的 : 


这 似乎 表明 我 们 可 以 通过 


1 roo 


co rl 
| | (e 7 — rye “YY)dydz = | | (e YY — rye YY)drdy (1.1) 
0 0 


0 0 


二 y= 
| (e 有 一 Zge dy = ye 
0 


8， 第 1 章 引言 


所 以 式 (1.1) 的 等 号 左 侧 表达 式 为 | er-zdz = -erz|> = 1。 但 是 , 又 因为 
T=00 0 


w= 

所 以 式 (1.1) 的 等 号 右 侧 表达 式 为 i 0dy = 0。 显 然 1 对 0， 因 此 上 文中 的 某 处 存 

在 错误 ; 然而 你 会 发 现 , 除了 交换 积分 号 这 一 步骤 ， 上 面 的 过 程 并 不 存在 其 他 的 错 

误 。 那么 , 我 们 如 何 判 断 什么 时 候 可 以 放心 地 进行 交换 积分 次 序 的 运算 呢 ?( 定 理 

19.5.1 会 给 出 部 分 答案 。) 
例 1.2.7 (交换 极限 运算 次 序 ) 我 们 考虑 下 面 这 个 看 似 正 确 的 表达 式 : 


2 2 


[ee 
| (e YY— rye Ydr= we YY 
0 


a 9 
因为 我 们 有 2 2 
lim — = 1 
ybrtyp zi02 


所 以 式 (1.2) 等 号 左 侧 表达 式 等 于 1; 另外 , 我 们 知道 
E 2 02 
J 本 02 十 V2 一 
因此 ， 式 (1.2) 等 号 右 侧 表达 式 等 于 0。 由 于 1 显然 不 等 于 0， 所 以 这 表明 了 交换 
极限 运算 次 序 是 不 可 信 的 。 然 而 , 是 否 存在 某 些 情况 , 交换 极限 运算 次 序 能 够 成 立 
呢 ? (习题 14.3.2 给 出 了 部 分 答案 。) 
例 1.2.8〈 再 谈 交 换 极限 运算 次 序 ) 考虑 如 下 貌似 正确 的 表达 式 : 


lim lim zx”= lim lim x” 
rz— 1 nN O00 也 一 Oo To1- 


中 , 记号 xz 一 1- 表示 x 从 1 的 左 侧 趋 向 于 1。 当 zz 在 1 的 左 侧 时 ， ,Jim 2" 一 0， 
此 上 面 等 式 的 左 端 等 于 0。 但 是 对 于 任意 给 定 的 n, 我 们 总 可 以 得 到 lim 2" = 
此 ， 上面 等 式 右 端的 极限 值 为 1。 这 是 否 意味 着 这 种 类 型 的 极限 运算 次 序 交 换 都 
不 可 信 的 ?〈 答 案 见 命题 14.3.3。) 

例 1.2.9 (交换 极限 运算 与 积分 运算 的 次 序 ) 对 任意 的 实数 y, 我 们 有 


了 困 团 壮 


TX 二 O00 


ap 


全 1 
| ry = arctan(Z 一 切 


当 y 一 co 时 取 极 限 , 我 们 可 以 得 到 : 


1 i 1 
EF 


述 论证 出 现 了 什么 问题 ? 是 否 应 该 舍弃 (非常 有 用 的 ) 交换 极限 运算 与 积分 运算 次 
序 的 技巧 ? (定理 14.6.1 给 出 了 部 分 答案 。) 


卫 


1.2 为 什么 要 做 分 析 9. 


例 1.2.10 Ts ed 观察 可 知 , 如 果 = > 0, 则 有 
于 (a2 + ww2) — 274 
(ae2 十 Z2)2 
特别 地 ， 
d x3 _0 
dz E2 十 02 二 
当 s 一 0 时 取 极 限 ， 我 们 期 望 得 到 : 
d 2Z3 
a =0 
dz (3s) z=0 
但 是 该 式 左 端 为 : 名 x = 1。 那么 , 这 是 否 表明 交换 极限 运算 与 求 导 运 算 的 次 序 总 
是 错误 的 ?〈 答 案 见 定理 14.7.1。) 
例 1.2.11 (交换 求 导 次 序 ) 定义 ”f(z,y) 为 下 列 函 数 : f(z,y) := 如 Gz。 分 
析 理 论 中 常用 的 一 个 策略 是 交换 两 个 偏 导数 的 次 序 ， 从 而 我 们 期 望 得 到 : 
oF 0,0) = 3 7 0,0 
但 是 根据 商 的 求 导 法 则 , 我 们 得 到 : 
0f | je 37y? 223/4 
WY + + 
特别 地 ， 97 
0 0 
于 是 : 
8 7/ 
本 如 0 ,0)=0 
男 外 ,同样 根据 商 的 求 导 法 则 可 以 得 到 : 
of 23 22273 
Pa) Z2 十 V (22 十 22)2 
进而 有 时 
2 
可 DY 
因此 : ， 
of 
Q@ 可 能 有 人 提出 这 样 的 质疑 , 函数 f(z,y) 在 (x,y) = (0,0) 处 没有 定义 ,但 是 如 果 我 们 规定 f(0, 0) := 
0, 那么 该 函数 对 任意 的 (z,&) 都 是 连续 且 可 微 的 ; 并 且 事 实 上 , 偏 导 数 中 与 中 对 任意 的 (z,%) 也 是 连 
续 且 可 微 的 ! 


过 


10， 1 章 引 言 


f= 二 个 结论 


于 工 坟 0， 所 以 我 们 似乎 已 经 推出 了 这 检 论 : 交换 求 导 次 序 是 不 可 信 的 。 
然而 ， 是 否 存 在 某 些 其 他 情况 使 得 交换 求 导 次 序 可 以 成 立 ? (定理 17.3.8 和 习题 
17.3.3 给 出 了 一 些 回答 。) 
例 1.2.12( 洛 必 达 法 则 〉 我 们 都 很 熟悉 简洁 优美 的 洛 必 达 法 则 : 

lim a lim 了 人) 


zz0 g(T) v70 (7) 
但 是 如 果 不 正确 应 用 该 法 则 , 仍旧 会 导致 错误 出 现 。 例 如 , 当 f(x) := zx, g(x) := 
1 十 x 以 及 zo := 0 时 , 应 用 洛 必 达 法 则 可 以 得 到 : 


区 
z 


lim 二 lim- 二 1 
zz 一 0 十 民 2 一 0 1 


但 是 ， 因 为 imi 告 = 到 5 = 0， 所 以 这 个 结果 是 不 正确 的 。 显 然 ， 只 有 当 z 一 
zo， f(x) 和 g(x) 均 趋 向 于 0 时 , 洛 必 达 法 则 才 适 用 , 而 上 面 的 这 个 例子 却 没 有 满 
足 该 条 件 。 但 是 即便 当 z 一 xo, f(z) 和 9(z) 均 趋向 于 0 时 , 仍然 存在 出 现 错误 结 
果 的 可 能 。 例如 ,考虑 如 下 极限 : 


Z2sin(Z 一 4) 

Zr 一 0 Tr 

因为 当 x 一 0 时 , 分子 和 分 母 都 趋向 于 0, 所 以 该 极限 似乎 可 以 放心 地 使 用 洛 必 达 
法 则 ， 从 而 得 到 : 


Z2sin(Z 一 4) 本 到 2z sin(Z-4) 一 47-3cos(Z 一 人 


2 一 0 这 Z 一 0 1 


= lim 2zsin(z- 人 一 lim 4r 3cos(r 4) 


根据 夹 通 定理 可 知 ， 第 一 个 极限 收敛 于 0 (因为 函数 2z sin(zx-4) 有 上 界 2|z| 和 
下 界 -2|z|， 并且 当 x 一 0 时 , 2|z| 和 -2lz| 都 是 趋向 于 0 的 )， 但 是 第 二 个 极 
限 却 是 发 散 的 (因为 当 xz 一 0 时 ，z-3 趋向 于 无 穷 且 cos(zx-) 不 趋向 于 0)。 因 
此 , 极限 lim 衬 加 各 一 ee 下) 发散。 于是， 有 人 可 能 会 根据 洛 必 达 法 则 推出 
i J ) 也 是 发 散 的 。 但 是 我 们 可 以 聪明 地 把 这 个 极限 改写 成 lim zsin(zx Se) 
靳 么 根据 夹带 定 再， 当 z 一 0 时 , 该 极限 是 趋向 于 0 的 。 这 并 非 说 明 洛 必 达 法 则 
不 可 信 (事实 上 , 洛 必 达 法 则 是 非常 严格 的 ， 见 10.5 节 ), 而 是 告诉 我 们 在 使 用 它 的 
时 候 需 要 更 加 小 心 。 

例 1.2.13 (极限 和 长 度 ) 当 你 学 习 积分 以 及 积分 与 一 条 曲线 下 方面 积 之 间 关 
的 时 候 , 将 会 有 一 幅 图 形 展现 在 你 的 眼前 。 在 这 幅 图 形 中 , 某 条 曲线 下 方 的 区 域 
将 由 许多 算 形 来 通 近 ,而且 这 部 分 矩形 的 面积 由 歼 曼 和 给 出 。 然 后 我 们 可 以 通过 
“ 取 极 限 ” 的 方式 把 上 述 黎 曼 和 用 积分 代替 , 那么 得 到 的 这 个 积分 值 就 被 近似 看 作 


灌 


1.2 为 什么 要 做 分 析 .11. 


该 曲线 下 方 区 域 的 实际 面积 。 之 后 不 久 , 你 将 学 会 采用 类 似 的 方法 求 出 一 条 曲线 的 
长 度 _ 用 许多 线段 来 逼近 一 条 曲线 , 计算 出 所 有 线段 长 度 之 和 , 进而 通过 取 极 限 
得 到 该 曲线 的 长 度 。 

然而 ,你 现在 不 难 想到 如 果 没 有 正确 地 运用 上 述 方法 ,也 会 导致 芋 雇 的 结果 。 
考虑 顶点 为 (0,0)、(1,0) 和 (0,1) 的 直角 三 角形 , 并 且 假设 我 们 希望 求 出 该 三 角形 
斜 边 的 长 度 。 利 用 匀 股 定理 ,我们 能 够 计算 出 斜 边 的 长 度 为 V5。 然而 ,假设 由 于 
某 些 原因 我 们 并 不 知道 匀 股 定理 , 并 且 希 望 通过 微 积分 的 方法 求 出 斜 边 的 长 度 。 屠 
么 ,一 种 方法 就 是 利用 水 平 边 和 垂直 边 来 逼近 斜 边 。 取 定 一 个 较 大 的 数字 N, 然后 
构造 出 一 个 “阶梯 ”来 逼近 斜 边 。 这 个 “阶梯 "有 N 个 长 度 相等 的 水 平 边 , 并 且 这 
些 水 平 边 与 N 个 长 度 相同 的 垂直 边 交 蔡 排列。 显然 , 所 有 边 的 长 度 均 为 1/N， 屠 
么 这 个 阶梯 的 总 长 度 为 2N/N = 2。 如 果 令 N 趋向 于 无 穷 , 那么 显然 该 阶梯 趋 近 
于 斜 边 。 因 此 ,在 极限 概念 下 ,我 们 应 该 可 以 得 到 斜 边 的 长 度 。 但 是 ,， 当 N 一 oo 
时 , 2N/N 的 极限 值 为 2, 而 非 V5, 所 以 我 们 得 到 的 斜 边 长 度 是 错误 的 。 这 种 状况 
是 如 何 发 生 的 ? 
本 书 中 的 分 析 理论 将 帮助 你 解决 以 上 这 些 问 题 , 并 且 会 让 你 了 解 这 些 法 则 (以 
及 其 他 的 法 则 ) 在 什么 情况 下 是 适用 的 , 在 什么 情况 下 是 不 能 使 用 的 ,从 而 把 这 些 
法 则 有 益 的 应 用 与 刻 论 隔离 开 来 。 所 以 , 分 析 理论 可 以 避免 你 犯错 , 并且 有 助 于 你 
在 更 广泛 的 领域 中 应 用 这 些 法 则 。 此 外 , 在 你 不 断 深入 学 习 分 析 理 论 的 同时 会 培 
一 种 “分 析 的 思维 方式 ”。 当 涉及 数学 中 一 些 新 的 法 则 或 者 处 理 某 些 标准 法 则 无 法 
应 用 的 情况 时 , 这 种 思维 方式 将 对 你 有 所 帮助 。 例 如 ,如 果 函 数 是 复 值 的 而 不 是 实 
值 的 , 将 会 发 生 什 么 样 的 情况 ? 假如 你 现在 处 理 的 是 一 个 球面 而 不 是 平面 , 情况 会 
如 何 ? 如 果 你 面 对 的 函数 不 是 连续 的 ,而 是 类 似 于 和 矩形 波 和 5 函数 之 类 的 函数 , 那 
应 该 是 什么 样 的 情况 ? 车 你 处 理 的 函数 、 积 分 上 下 限 或 者 求 和 上 下 限 偶尔 成 为 无 穷 
的 ,情况 将 如 何 ? 你 将 会 感知 到 为 什么 某 个 数学 法 则 (如 链 式 法 则 ) 能 够 起 作用 ， 
如 何 把 该 法 则 应 用 到 其 他 新 的 情况 中 , 该 法 则 的 使 用 有 哪些 限制 条 件 (如 果 存在 限 
制 条 件 的 话 ); 这 会 让 你 更 加 自信 地 、 准 确 地 使 用 已 经 学 到 的 数学 知识 。 
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在 本 书 中 , 我 们 将 回顾 曾 在 高 中 以 及 初等 微 积分 课程 上 学 过 的 那些 知识 , 但 是 
我 们 会 按照 尽 可 能 严格 的 要 求 来 进行 。 为 此 ， 我们 将 不 得 不 从 最 基础 的 内 容 开始 
学 习 。 事实 上 , 我 们 要 追溯 到 数 的 概念 以 及 数 有 哪些 性 质 。 不 可 否认 , 你 已 经 与 数 
字 打 交道 十 余年 了 , 并 且 了 解 如 何 利 用 代数 法 则 化 简 含有 数字 的 表达 式 。 但 是 , 现 
在 我 们 将 转向 考虑 一 个 更 加 基础 的 问题 , 那 就 是 : 为 什么 代数 法 则 总 是 起 作用 ? 例 
如 ， 对 于 任意 三 个 数 a、b、c, 为 什么 a(5 十 c) 等 于 qb 十 ac 总 是 成 立 ? 这 种 运算 法 
则 并 不 是 随意 给 出 的 , 它 能 够 从 数 系 更 为 原始 也 更 为 基本 的 性 质 中 推导 出 来 。 这 将 
教会 你 一 种 新 的 技能 一 一 利用 较为 简单 的 性 质证 明 复 杂 的 性 质 。 你 会 发 现 , 虽然 某 
个 命题 可 能 是 “显然 的 ” 但 是 要 证 明 它 却 好 像 并 不 是 那么 容易 。 本 书 中 将 给 出 大 
量 这 样 的 练习 , 另外 在 这 个 过 程 当 中 , 你 会 被 引导 着 思考 为 什么 一 个 显然 成 立 的 命 
题 的 确 是 显然 的 。 这 里 你 将 掌握 的 一 个 技能 是 使 用 数学 归纳 法 。 数学 归纳 法 是 很 多 
数学 领域 中 都 会 用 到 的 一 种 基本 的 证 明 工具 。 
因此 ， 在 本 书 的 前 几 章 中 ， 我 们 将 让 你 重新 认识 一 下 实 分 析 中 用 到 的 各 种 数 
系 。 随 着 复杂 程度 的 不 断 提高 , 这 些 数 系 分 别 是 自然 数 系 N、 整 数 系 Z、 有 理 数 系 
Q 以 及 实数 系 R。( 还 存在 其 他 的 数 系 , 如 复数 系 C, 但 在 15.6 节 之 前 , 对 它们 不 
做 研究 。) 自然 数 系 {0,1,2,…} 是 所 有 数 系 中 最 原始 的 一 个 , 但 是 自然 数 被 用 来 构 
造 整数 , 然后 整数 又 被 用 来 构造 有 理 数 。 更 进一步 , 有 理 数 被 用 来 构造 实数 ,而 实 
数 被 用 来 构造 复数 。 于是, 要 想 从 最 初 的 内 容 开 始 , 我 们 必须 考察 自然 数 。 我 们 将 
考虑 如 下 问题 : 人 们 如 何 真正 地 定义 自然 数 ?( 这 与 如 何 使 用 自然 数 是 完全 不 同 的 
两 个 问题 , 显然 , 使 用 自然 数 是 你 非常 擅长 的 事情 。 这 就 好 比 知道 如 何 使 用 一 台 计 
算 机 与 知道 如 何 组 装 一 台 计 算 机 是 完全 不 同 的 两 码 事 。) 
对 这 个 问题 的 回答 要 比 看 起 来 难得 多 。 根本 的 问题 在 于 , 你 使 用 自然 数 已 经 很 
久 了 ，, 以 至 于 自然 数 在 你 的 数学 思维 中 根深 带 固 , 你 会 无 意识 地 对 自然 数 做 出 各 种 
隐 含 的 假设 (例如, a 十 b 总 是 等 于 5 二 a)。 男 外 , 像 第 一 次 见 到 自然 数 系 那 样 去 
考察 它 是 非常 困难 的 。 因此 ,下 面 我 将 让 你 完成 一 个 难度 相当 大 的 任务 : 尝试 把 你 
所 了 解 的 所 有 关于 自然 数 的 知识 暂时 放 在 一 边 , 同时 忘记 如 何 计数 、 求 和 、 求 乘积 
以 及 如 何 使 用 代数 法 则 等 。 我们 会 尝试 逐个 地 引入 这 些 概念 并 且 在 学 习 过 程 中 明 
确 地 标识 出 我 们 的 假设 都 有 哪些 。 此 外 , 在 真正 地 证 明 出 那些 更 加 “高 级 ”的 技巧 
《比如 代数 法 则 ) 之 前 , 我 们 都 不 能 使 用 这 些 技巧 。 这 看 起 来 可 能 是 一 个 令 人 烦 忆 
的 限制 , 特别 是 当 我 们 需要 花费 大 量 时 间 去 证 明 那 些 “ 显 然 ” 的 命题 时 , 但 这 种 
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2.1 上皮 亚 诺 公理 .13. 


已 知事 实 暂时 放 在 一 边 的 做 法 对 于 避免 循环 论证 〈 例 如 , 用 高 等 的 知识 去 证 明 较 初 


等 的 理论 ， 然 后 又 用 该 初等 理论 去 证 明之 前 的 高 等 知识 ) 是 非常 有 必要 的 。 同 时 ， 


程 进展 到 更 加 高 深 的 概念 ， 
对 证 明和 抽象 思维 能 力 的 j 


这 种 训练 也 是 夯实 数学 基础 知识 的 一 种 非常 好 的 方式 。 更 进一步 来 说 , 当 我 们 的 课 


如 实数 、 函 数 、 序 列 和 级 数 、 微 分 以 及 积分 等 时 ， 这 里 
| 练 将 对 你 有 很 大 的 帮助 。 总 之 , 此 处 所 阐述 的 结果 看 起 


来 好 像 是 无 关 紧要 的 ， 但 是 目前 对 于 我 们 来 说 ， 过 程 比 结果 更 重要 。( 一 旦 构造 出 
合适 的 数 系 , 我 们 就 可 以 重新 使 用 代数 法 则 等 , 而 不 需要 在 每 次 使 用 它们 之 前 都 进 


行 重新 推导 。) 


我 们 也 要 生 掉 所 了 解 的 十 进 于 
为 便捷 的 方法 , 但 对 于 什么 是 数 这 个 问题 而 言 ,十 进 制 并 不 是 最 基本 的 内 容 。( 例 
如 ,人 们 可 以 使 用 八进制 或 者 二 进 制 , 甚至 罗马 数字 系统 来 代替 十 进 制 ,而 且 这 些 
进 制 所 得 到 的 数 的 集合 是 完全 相同 的 。) 另外 ,尝试 去 彻底 地 解释 什么 是 十 进 制 并 


= 
o 


虽然 十 进 制 是 我 们 处 理 数 时 所 采用 的 一 种 极 


非 你 想象 中 那么 自然 。 为 什么 00423 与 423 表示 的 是 同一 个 数 , 而 32400 与 324 
所 表示 的 却 不 是 同一 个 数 ? 为 什么 123.4444.… 是 一 个 实数 ， 但 … 444.321 却 不 
是 实数 ? 当 数 相 加 或 者 相 乘 的 时 候 ， 我 们 为 什么 要 进位 ? 为 什么 说 0.999.… 与 1 


表示 的 是 同一 个 数 ? 最 小 正 实数 是 多 少 ? 它 是 不 是 0.00…001? 因此 ,为 了 暂 不 涉 
及 这 些 问题 , 我们 不 会 给 1 


关于 十 进 制 相关 知识 的 任何 假设 。 然 而 ， 对 数 的 描述 


我 们 将 继续 沿用 熟悉 的 数字 符号 , 如 1,2,3 等 , 而 不 去 使 用 其 他 诸如 I,II,III 或 者 
0 十 十 , (0 十 十 ) 十 十 ,((0 十 十 ) 十 十 ) 十 十 (参见 下 文 ) 等 没 必要 的 人 工 记 号 。 为 了 保证 


完整 性 , 在 附录 B 中 我 们 会 对 十 进 制 进行 回顾 。 


2.1 上皮 亚 诺 公 理 


现在 我 们 根据 皮 亚 诺 公理 给 出 定义 自然 数 的 一 种 标准 方法 ， 其 中 皮 亚 诺 公 理 


是 由 朱 塞 佩 ” 皮 亚 诺 (1858 


比如 , 另 一 种 方法 是 通过 讨论 有 限 集合 的 势 给 出 的 。 比 方 说 , 给 定 一 个 含有 五 个 元 


素 的 集合 , 我 们 可 以 定义 5 


一 1932) 首次 提出 的 。 但 这 并 非 定 义 自然 数 的 唯一 方法 。 


来 表示 这 个 集合 中 含有 的 元 素 个 数 。 在 3.6 节 中 , 我 们 


将 对 这 种 定义 自然 数 的 方法 进行 讨论 。 但 现在 我 们 继续 讨论 根据 皮 亚 诺 公理 定义 


自然 数 的 方法 。 


如 何 来 定义 什么 是 自然 数 呢 ? 我 们 可 以 通俗 地 说 ， 


定义 2.1.1 ( 非 正式 的 


) 自然 数 是 集合 


N := {0,1,2,3,4,...} 


的 元 素 。 其中, 集合 N 是 


从 0 开始 , 无 休止 地 往 前 进行 计数 所 得 到 的 所 有 元 素 


构成 的 集合 。 我 们 称 N 为 自然 数 集 。 
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注 2.1.2 在 有 些 教材 中 ， 上 自然 数 被 定义 为 从 1 开始 , 而 非 从 0 开始 , 但 这 仅 
仅 是 一 种 符号 约定 而 已 。 在 本 书 中 , 我 们 定义 集合 {1,2,3,……} 为 正 整 数 集 并 记 作 
Z+， 而 不 是 自然 数 集 。 自 然 数 有 时 也 被 称 为 完整 数 (whole number)。 
述 定 义 给 出 了 什么 是 自然 数 这 个 问题 的 答案 : 自然 数 是 
个 定义 并 非 真 的 那么 令 人 满意 , 因为 它 带 来 了 一 个 新 的 


从 菏 种 意义 上 来 说 ,上 
集合 ”N 中 的 元 素 。 然而 这 


问题 : N 是 什么 ?“ 从 0 开始 , 无 休止 地 进行 计数 ”看 起 来 好 像 是 对 N 的 一 个 足 
不 能 被 人 们 
现 循环 回 到 0 的 情况 ? 


够 直观 的 定义 , 但 是 这 种 叙 
接受 。 例如: 如何 确 定 我 们 
你 应 该 如 何 进行 诸如 加 法 、 
首先 , 我 们 可 以 回答 第 


运算 。 指 数 运算 只 不 过 是 重复 地 进行 乘法 运算 : 53 就 是 把 3 个 5 乘 在 一 起 。 乘 法 
运算 只 不 过 是 重复 地 进行 加 法 运算 : 5 x 3 就 是 把 3 个 5 加 在 一 起 。( 


能 够 无 休止 地 进行 计数 而 不 会 HH 


述 带 来 很 多 尚未 回答 的 问题 , 因此 它 3 


乘法 以 及 指数 运算 这 样 的 运算 ? 


完全 


二 个 问题 : 我 们 能 够 利用 较为 简单 的 运算 来 定义 复杂 六 


于 减法 和 


除法 运算 不 是 完全 适用 于 自然 数 的 运算 , 因此 这 里 不 对 它们 做 论述 ; 具有 当 我 们 学 


到 整数 和 有 理 数 的 时 候 , 才 会 分 别 对 减法 和 除法 进行 讨论 。) 那么 加 法 又 是 妇 
义 的 呢 ? 它 不 过 是 重复 地 往 前 进行 计数 或 不 断 增 长 的 运算 。 如果 你 把 5 加 上 


1 何 定 
3， 那 


么 你 所 做 的 就 是 让 5 增长 了 三 次 。 另 外 , 增长 看 起 来 是 一 个 基本 运算 , 它 无 法 简化 


为 更 加 简单 的 运算 ; 事实 上 , 增长 是 人 们 在 学 习 数 时 首 匈 


现在 学 习 加 法 运算 之 前 。 


接触 到 的 运算 , 它 甚 至 出 


于 是 , 为 了 定义 自然 数 , 我 们 将 使 用 如 下 两 个 基本 概念 : 数 0 和 增 量 运算 。 为 


了 与 现代 计算 机 语言 相 一 致 , 我 们 用 ”十 + 来 表示 n 的 增 量 或 紧 跟 在 nn 之 后 的 数 ， 
F 二 5 等 。 这 与 n 十 十 在 计算 机 语言 中 的 用 法 稍 有 不 


例如 ，3 十 十 = 4，(3 十 十 ) 


同 。 例 如 , 在 C 语言 中 n+ 十 实际 上 是 


巴 羡 重新 赋值 为 紧 跟 在 n 之 后 的 那个 数 。 


但 是 在 数学 中 , 我 们 在 任何 情况 下 对 一 个 变量 仅 定 义 一 次 , 这 是 因为 如 果 对 一 个 变 


对 于 该 变量 新 的 赋值 而 言 就 会 变 成 假 的 , 反之 亦 然 。 


因此 , 这 看 起 来 貌似 我 


量 定义 多 次 经 常会 发 生 混 清 的 状况 ; 很 多 命题 可 能 对 某 变量 原 有 的 赋值 为 真 , 但 是 


们 要 说 N 是 由 0 以 及 所 有 能 通过 增 量 运算 由 0 得 到 的 


数 构 成 的 : N 应 该 由 如 下 这 些 对 象 构成 : 


入 十 


(0 十 十 ) 十 十 ((0 H 十 ) 十 十 ， 


+) gn 
如 果 我 们 把 自然 数 用 上 述 对 象 来 表述 , 那么 将 得 到 如 下 关于 0 和 增 量 运 算 ++ 的 


公理 。 


公理 2.1 0 是 一 个 自然 数 。 
公理 2.2 如 果 是 一 个 自然 数 , 那么 n 十 十 也 是 一 个 自然 数 。 


@ 严格 来 说 , 这 个 非 正式 的 定 
在 本 章 剩余 的 部 分 中 , 除了 有 关 非 了 


义 存在 男 外 一 个 问题 : 我 们 尚未 定义 “集合 ”以 及 “元 素 ” 的 概念 。 因 此 ， 


E 式 的 讨论 内 容 , 我 们 将 尽量 避免 涉及 集合 以 及 集合 中 的 元 素 。 


2.1 ”上皮 亚 诺 公理 .15. 


于 是 , 举例 来 说 , 我 们 利用 一 次 公理 2.1 和 两 次 公理 2.2, 能 够 推 得 (0 十 十 ) 十 十 

是 一 个 自然 数 。 显然 这 个 记号 将 变 得 越 来 越 不 灵 便 , 因此 我 们 共同 约定 采用 

的 记号 来 表示 这 些 数 。 
定义 2.1.3 我 们 定义 1 为数 0 十 , 2 为 数 (0 十 十 ) 十 十 ,3 为 数 ((0 十 十 ) 十 十 ) 十 十 ， 

等 等 。( 换 言 之 , 1 := 0 十 十 , 2 := 1 十 十 , 3 :二 2 十 十 , 等 等 。 在 本 书 中 , 我 用 “zx := y” 

来 表示 命题 “ 令 z 的 值 等 于 y”。) 

于 是 , 举例 来 说 , 我 们 有 : 

命题 2.1.4 3 是 一 个 自然 数 。 


证 明 : 根据 公理 2.1 可 知 , 0 是 一 个 自然 数 。 根 据 公 理 2.2, 0 十 十 = 1 是 一 个 
自然 数 。 又 根据 公理 2.2 可 得 , 1++ = 2 也 是 一 个 自然 数 。 再 次 利用 公理 2.2 就 可 
以 得 到 , 2 填 十 二 3 是 一 个 自然 数 。 

目前 看 来 我 们 似乎 已 经 对 自然 数 进行 了 充分 的 描述 , 但 是 还 没有 彻底 弄 清楚 
N 的 特性 。 

例 2.1.5 考察 一 个 由 数 0、1、2、3 所 构成 的 数 系 。 在 这 个 数 系 中 , 增 量 运算 将 
从 3 绕 回 到 0。 用 更 加 准确 的 语言 来 描述 就 是 , 0 十 十 等 于 1, 1 十 十 等 于 2, 2 十 十 
等 于 3, 但 是 3 二 十 等 于 0 (通过 给 出 数 4 的 定义 , 可 以 得 到 3 十 十 也 等 于 4)。 当 
人 们 尝试 在 计算 机 中 存储 一 个 自然 数 的 时 候 , 这 种 “ 绕 回 ”的 状况 在 现实 生活 中 也 
会 发 生 : 如 果 我 们 从 0 开始 反复 运行 增 量 运算 , 最 终 计 算 机 内 存 将 溢出 并 且 数 将 归 
为 0 〈 尽 管 导 致 这 种 状况 发 生 所 需要 运行 的 增 量 运算 的 次 数 可 能 会 非常 庞大 ， 比 
如 只 有 在 运行 65536 次 增 量 运算 之 后 , 一 个 整数 的 双 字 节 表 示 才 会 绕 回 到 0)。 我 
们 注意 到 这 种 类 型 的 数 系 遵守 公理 2.1 和 公理 2.2, 尽管 这 显然 与 我 们 赁 直觉 所 感 
知 的 自然 数 应 该 具备 的 特性 并 不 一 致 。 

为 了 防止 出 现 这 种 “ 绕 回 状况 ”, 我 们 将 引入 男 一 个 公理 。 

公理 2.3 0 不 紧 跟 在 任何 自然 数 之 后 ,换言之 , 对 任意 一 个 自然 数 n, n+ 十 冯 0 
均 成 立 。 

现在 我 们 可 以 证 明 某 些 绕 回 状况 不 会 发 生 , 比如 利用 下 述 命题 , 我 们 可 以 阻止 
例 2.1.5 中 绕 回 状况 的 发 生 。 

命题 2.1.6 4 不 等 于 0。 

不 要 笑 ! 因为 我 们 是 按照 这 样 的 方式 来 定义 4 的 一 一 4 是 把 0 增长 、 增 长 、 增 
长 、 再 增长 之 后 得 到 的 , 所 以 数字 4 与 0 不 是 同一 个 数 这 个 先 验 命题 (a priori) 并 
不 一 定 为 真 ， 尽管 该 命题 为 真是 “显然 的 ”。(a priori 是 beforehand 的 拉丁 语 , 指 
人 们 在 开始 进行 证 明 或 论述 之 前 , 就 已 经 知道 或 假定 其 为 真 的 命题 。 它 的 反义词 是 


Ci 
说 


从 头 


a posteriori， 表 示人 们 通过 证 明 或 论述 后 ， 才 看 
然 数 的 标准 双 字 节 计 算 机 表示 中 ， 以 65 536 
的 定义 , 65 536 表示 把 0 运行 65 536 次 


情况 , 4 实际 上 是 等 于 0 
为 例 ， 


因此 根据 公理 2.3 可 得 ， 


它 是 等 于 0 的 (根据 我 们 对 65 536 
增 量 运算 之 后 得 到 的 结果 )。 
证 明 : 由 定义 知 , 4= 3 十 十 。 根 据 公 到 


其 为 真 的 命题 。) 在 例 2.1.5 中 的 


的 , 并 且 在 自 


HE 


EE 2.1 和 公理 2.2 可 知 , 3 是 一 个 自然 数 。 
3 十 十 关 0, 即 4 关 0。 
他 的 病态 特性 。 


然而 , 即便 现在 有 了 新 公理 , 我 们 的 数 系 仍然 可 能 表现 出 井 
0、1、2、3、4 这 五 个 数 构成 的 数 系 ,在 这 个 数 系 中 , 增 量 运算 在 


例 2.1.7 考虑 
数 4 处 碰 到 了 “天 花 板 ”。 


更 准确 地 说 , 令 01 


4， 从 而 6 


但 令 4+ 十 =4 (换言之 有 5 


理 2.2 以 及 公理 2.3 并 不 矛盾 。 有 类 似 问题 的 另外 一 个 数 系 是 这 样 的 : 它 的 增 量 运 
同样 存在 绕 回 状况 , 但 并 不 是 绕 回 到 0, 例如 , 令 4 二 十 = 二 1( 那 么 可 以 得 到 5 


进而 6 = 2， 等 等 ) 。 


上 一 1 1 上 + 一 2,，2 十 十 二 3，3 4， 
4, 7 = 4， 等 等 )。 这 与 公理 2.1、 公 
算 


三 :二 


有 许多 方法 可 以 阻止 上 述 情况 的 发 生 , 但 是 最 简单 的 方法 之 一 是 假定 下 面 这 


个 公理 成 立 。 


公理 2.4 对 于 不 同 的 自然 数 而 言 ， 紧 跟 在 它们 之 后 的 数字 也 一 定 是 不 同 的 。 
也 就 是 说 , 如 果 n 和 mm 都 是 自然 数 ,3 
为 ,如 果 nn 十 十 二 mm 十 二， 那么 一 定 有 n= m。 


， 并 日 


举例 来 说 , 我 们 得 到 : 
命题 2.1.8 6 不 等 于 2。 
证 明 : 为 了 推出 矛盾 , 不 妨 假设 6=2 成 立 。 那么 有 5 十 十 二 1 十 十 ， 故 根据 公 


n 关 mm,， 那么 n+ 


。 等 价 说 法 


上 天 7 十 -| 


理 2.4 可 得 ， 


的 。 但 是 现在 仍然 存在 这 权 
能 够 确信 0, 1, 2,3,…: 


我 们 


5 二 1, 进而 有 4 十 十 二 0 十 十 。] 
然 与 之 前 的 命题 2.1.6 相 矛 盾 。 


正如 我 们 从 该 命题 9 


FP 看 到 的 那样 ， 看 起 来 好 像 所 有 的 


再次 利 


用 公理 2.4, 我 们 有 4 = 0, 这 显 


Ea 


然 数 都 是 两 两 不 相等 


一 个 问题 : 虽然 根据 公理 (特别 是 公理 2.1 和 公理 2.2) 


是 N 中 的 不 同 元 素 , 但 是 仍旧 


人 问题 , 那 就 是 可 


存在 一 


能 还 有 另外 的 不 是 上 述 形式 的 “流氓 ”元 素 存在 于 我 们 的 数 系 当 中 。 


例 2.1.9《〈 非 正式 的 ) 假设 我 们 的 数 系 N 是 | 


构成 的 : 


如 下 所 示 的 整数 和 半 整 数 共同 


N := {0, 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5,.…} 


Q@ 这 是 一 个 用 这 
如 果 冯 = my， 那么 nn 二 二 =m 


十 十 ; 这 就 是 被 应 


:重新 闻 述 原 命题 涵义 的 例子 ， 更 多 的 细节 见 A.2 节 。 从 命题 的 逆向 来 考虑 ， 
到 十 十 运算 上 的 替换 公理 ( 见 A.7 节 )。 


2.1 上皮 亚 诺 公理 .17. 


(这 个 例子 之 所 以 被 标注 为 “ 非 正式 的 ”是 因为 我 们 在 这 里 使 用 了 实数 , 但 是 目前 
我 们 不 应 该 使 用 实数 。) 我 们 能 够 验证 该 集合 仍旧 满足 公理 2.1~ 公 理 2.4。 

我 们 希望 得 到 一 个 这 样 的 公理 ， 它 告诉 我 们 N 中 所 有 的 元 素 都 可 以 通过 对 0 
进行 增 量 运 算得 到 ， 从 而 能 够 从 N 中 排除 像 0.5 这 样 的 元 素 。 但是， 若 不 利用 我 
们 正 尝 试 去 定义 的 自然 数 , 想 要 把 我 们 所 说 的 “通过 ……… 得 到 ”这 人 句 话 量 化 地 解 
释 清 楚 是 有 困难 的 。 幸 运 的 是 , 存在 一 种 巧妙 的 方案 试 着 去 处 理 此 事 。 

公理 2.5〈 数 学 归纳 法 原理 ) 令 P(n) 表示 自然 数 ”的 任意 一 个 性 质 ， 如 果 
P(0) 为 真 且 P(n) 为 真 时 一 定 有 P(n 十 十 ) 也 为 真 , 那么 对 于 任意 自然 数 n，P(n) 
一 定 为 真 。 

注 2.1.10 ”此 处 的 “性 质 ” 到 底 指 的 是 什么 , 我 们 还 不 太 清 楚 。 但 是 P(n) 有 
如 下 一 些 例子 :“n 是 偶数 ”“n 等 于 3”“n 是 方程 (nw 十 1 = 宫 十 2n 十 1 的 解 ”， 
等 等 。 当然 , 我 们 还 没有 定义 其 中 的 许多 概念 , 但 是 当 我 们 给 出 定义 后 , 公理 2.5 将 
能 够 应 用 到 这 些 性 质 中 。 [一 个 逻辑 上 的 备注 : 由 于 这 个 公理 不 仅 涉及 变量 , 同时 也 
涉及 性 质 ， 所 以 它 在 本 质 上 与 其 他 四 个 公理 是 不 同 的 。 事实 上 ,公理 2.5 严格 来 说 
应 该 被 称 为 公理 模式 而 非 公理 一 一 它 是 一 个 模板 而 不 是 一 个 独立 的 公理 ， 在 这 个 
模板 上 可 以 构造 出 很 多 个 (无 穷 多 个 ) 公理 。 进一步 讨论 其 中 的 区 别 将 远 远 超出 本 
书 的 范围 , 而 且 这 种 讨论 会 涉及 逻辑 学 的 相关 内 容 。] 

隐藏 在 这 个 公理 背后 的 通俗 的 直观 说 明 如 下 。 假设 P(n) 满足 如 下 条 件 : P(0) 
为 真 , 且 P(n) 为 真 时 ，P(m 十 二) 一 定 为 真 。 那 么 由 于 P(0) 为 真 , 所 以 P(0 二 十 ) = 
P(1) 为 真 。 又 因为 P(1) 为 真 , 所 以 P(L+ 二 ) = P(2) 也 为 真 。 通 过 不 断 重 复 这 个 过 
程 ， 我 们 可 以 得 到 P(0), P(1), P(2), P(3),… 全 为 真 。 然而 根据 上 述 推导 过 程 ， 以 
P(0.5) 为 例 , 我 们 永远 得 不 出 P(0.5) 为 真 。 因此 , 对 于 包含 如 0.5 这 样 “ 非 必要 ” 
元 素 的 数 系 ， 公 理 2.5 将 失效 。( 实 际 上 , 我 们 能 够 给 出 关于 这 个 事实 的 “证 明 ”。 
把 公理 2.5 应 用 到 具有 如 下 性 质 的 P(n) 中 :“n 不 是 一 个 半 整 数 ”， 即 n 不 是 一 个 
整数 加 上 0.5。 于 是 可 以 推出 P(0) 为 真 , 且 当 P(n) 为 真 时 P(n 二 十 ) 一 定 为 真 。 那 
么 , 公理 2.5 说 明了 对 任意 自然 数 wp，P(m) 均 为 真 。 换言之 , 所 有 自然 数 都 不 是 半 
整数 。 特别 地 , 0.5 不 可 能 是 自然 数 。 由 于 我 们 尚未 定义 诸如 “整数 ”“ 半 整数 ”以 
及 “0.5” 这 类 的 概念 ， 因 此 这 个 “证 明 ” 并 非 真 正 意义 上 的 证 明 。 但 是 关于 归纳 法 
原理 是 如 何 将 所 有 不 是 “ 真 ” 自 然 数 的 数 排除 在 N 之 外 的 , 该 证 明 应 该 给 了 你 一 
些 启示 。) 

归纳 法 原理 为 我 们 提供 了 一 种 证 明 某 性 质 P(n) 对 任意 的 自然 数 ” 均 为 真 从 
方法 。 因此 在 本 书 剩余 部 分 中 , 我 们 将 看 到 许多 具有 如 下 形式 的 证 明 过 程 。 

命题 2.1.11 对 任意 的 自然 数 n, 某 性 质 P(n) 恒 为 真 。 


证 明 : 我 们 利 


用 归纳 法 来 证 明 。 首 先 证 明 最 基本 


的 n= 0 时 的 情况 ， 


结论 成 


御 


立 ， 也 就 是 证 明 P(0) 为 真 。( 此 处 插入 关于 P(0) 为 真 的 证 明 。) 现在 归纳 性 地 假 


设 n 是 一 个 自然 数 , 同时 P(n) 已 经 被 证 明 为 真 。 接 下 来 我 们 证 明 P(n 十 


真 


纳 过 程 就 结束 了 ， 


因而 对 所 有 的 自然 数 mw，P(m) 


当然 ， 
序 来 展开 
还 将 过 到 
(参见 命题 


我 们 没 必要 严格 地 按照 上 述 证 明 过 程 


一 些 其 


他 的 归纳 法 变 


中 
公理 2.1 和 ~ 公理 2.5 被 称 为 关于 自 
可 信 , 于 是 我 们 给 出 下 面 这 个 假设 。 


假设 2.6〈 非 正式 的 ) 存在 一 个 数 系 N, 我 们 


公理 2.1 和 ~ 公理 2.5 对 N 均 成 立 。 


假设 做 出 更 精确 的 描述 。 


注 2.1.12 我 们 把 这 个 数 系 N 称 为 自然 数 系 。 当 然 ， 我 们 会 考虑 到 这 样 一 种 
比如 ,印度 -阿拉 伯 数 系 {0,1,2,3,…} 和 罗马 数 


可 能 的 情况 : 存在 多 个 自然 数 系 ， 


在 下 一 章 中 , 一 旦 规定 了 在 集合 与 函数 中 所 使 


系 {0O,LIL,IILIV,V,VL:…}, 而 
的 数 系 。 但是， 这 些 数 系 


显然 是 完全 等 价 的 (用 专业 语言 来 


十 


也 为 


的 模板 、 措 辞 以 及 语句 | 


如 果 不 嫌 麻烦 的 话 ， 我 们 可 以 


称 N 中 的 元 素 为 自 


用 的 记号 , 我 们 将 进 


然 数 ， 而 且 


因为 我 们 


果 把 2 对 应 到 II， 那么 2 十 十 将 对 应 到 开 十 十 )。 对 这 甩 
的 表述 , 参见 习题 3.5.13。 
同 的 自 


还 


果 持 了 ] 


可 以 构造 出 一 一 对 应 关系 : 0 必 0, 1 I 2 TI， 等 等 ,这 个 映射 把 印 
度 -阿拉 伯 数 系 中 的 零 对 应 到 罗马 数 系 中 的 零 ， 并 且 ) 


邓 它 们 看 作 不 同 
述 是 同 构 的 )， 这 是 


泗 量 运算 (例如 ， 


真 。( 在 已 知 P(n) 为 真 的 前 提 下 , 插入 关于 P(n+ 十 ) 为 真 的 证 明 。) 到 这 里 整个 归 
恒 为 真 。 
"所 采用 
证 明 , 但 是 利用 归纳 法 做 出 的 证 明 一 般 都 与 上 面 
本 ， 例 如 ， 逆 向 归纳 法 


员 


这 种 形式 相同 。 后 面 我 们 
(参见 习题 2.2.6)、 强 归纳 法 
2.2.14) 和 超 限 归 纳 法 (参见 引 理 8.5.15)。 
然 数 的 皮 亚 诺 公 理 。 这 几 个 公民 


看 起 来 非常 


步 对 这 个 


如 


中 类 型 的 等 价 关 系 更 加 精 古 
因为 自然 数 系 的 所 有 变形 都 是 等 价 的 , 所 以 认为 存在 不 
然 数 系 是 毫 无 意义 的 ,并 且 我 们 只 使 用 单独 一 个 自然 数 系 去 做 数学 研究 。 


对 于 假设 2.6, 我 们 将 不 做 证 明 (尽管 最 终 我 们 会 把 它 包 含 在 有 关 集 合 论 的 公 


理 中 , 参见 公理 3.7), 并 且 它 是 我 们 做 出 的 唯 


中 非常 引 人 注 目的 一 个 成 就 是 ， 只 从 上 述 五 个 非常 基本 的 公理 
附加 公理 出 发 , 就 能 够 构造 出 其 他 所 有 的 数 系 、 生 成 函数 ， 


全 部 代数 和 微 积分 研究 。 
注 2.1.13( 非 正式 的 ) 自然 数 系 有 


个 关于 数 系 


都 是 有 穷 的 , 但 是 


2 


穷 大 的 


个 非常 有 趣 的 特点 : 尽管 每 
自然 数 所 构成 的 集合 却 是 无 穷 大 的 ; 也 就 是 说 , 虽然 N 是 无 
穷 大 的 , 但 是 N 是 由 各 个 有 穷 的 元 素 构 成 的 (整体 大 于 它 的 任意 部 分 )。 


的 假设 , 现代 分 析 论 
和 集合 论 中 的 某 些 


并 进行 我 们 通常 所 做 的 


然 数 ; 倘 阁 比较 熟悉 有 和 穷 和 无 穷 的 概念 ,那么 我 们 可 以 利 | 


2.1 


皮 亚 诺 公理 :19. 


明 这 种 说 法 。( 显 然 0 是 有 穷 的 。 男 外 ,如 果 n 是 有 穷 的 , 那么 n 十 十 自然 也 是 有 
穷 的 。 因此 , 根据 公理 2.5 可 知 , 所 有 的 自然 数 都 是 有 穷 的 。) 这 样 看 来 


自然 数 系 


能 够 趋向 于 无 穷 大 , 但 是 它 不 可 能 真 的 取 到 无 穷 大; 无 穷 大 不 是 自然 数 。( 存 在 其 


他 的 数 系 , 使得“ 无穷 大 ”是 该 数 系 中 的 元 素 , 例如 : 基数 系 、 


系 , 然而 它们 并 不 遵循 归纳 法 原理 , 而 且 完 全 不 在 本 书 的 讨论 范围 之 内 。) 


序数 系 以 及 p 进 数 


注 2.1.14 注意 , 我 们 对 自然 数 的 定义 是 公理 化 的 而 非 构造 性 的 。 我 们 还 没 


有 告诉 你 什么 是 自然 数 (为 此 ,我 们 不 提出 下 面 这 样 的 问题 : 


数 是 由 什么 组 成 的 ， 


它们 是 物理 对 象 吗 ， 它 们 度量 的 对 象 是 什么 ， 等 等 )。 我 们 上 只 列 出 一 些 你 利用 自然 


数 可 以 做 的 事情 〈 事 实 上 ， 目 前 我 们 已 经 定义 过 的 自然 数 上 的 


运算 只 有 增 量 运算 ) 


以 及 自然 数 所 具备 的 一 些 性 质 。 数学 研究 就 是 这 样 进行 的 : 将 研究 对 象 进行 抽象 处 


理 , 只 关心 研究 对 象 具备 什么 样 的 性 质 , 并 不 在 乎 研究 对 象 是 什么 或 者 它们 意味 着 


什么 。 如果 人 们 想 做 数学 研究 , 那么 一 个 自然 数 是 否 表示 算盘 珠子 的 某 种 排列 , 或 


者 计算 机 内 存 中 字 节 的 某 种 编排 ， 又 或 者 某 些 不 具备 物理 形态 的 更 加 抽象 的 概念 ， 


这 都 无 关 紧 要 。 只 要 你 能 让 它们 增长 , 能 够 判断 它们 中 的 任意 两 个 是 否 相 等 , 并且 


对 它们 可 以 做 相 加 和 相 乘 这 样 的 算术 运算 , 那么 从 数学 研究 的 


目标 来 说 , 它们 就 是 


真正 的 数 〈 当 然 ， 前 提 是 它们 能 够 满足 那些 必要 的 公理 )。 从 其 他 的 数学 对 象 出 发 


来 构造 自然 数 也 是 有 可 能 的 。 例如 ,从 集合 出 发 来 构造 自然 数 。 然而 有 多 种 方法 构 


造 一 个 自然 数 系 的 有 效 模型 可 以 ， 而 争论 到 底 哪个 模型 是 “ 真 


”的 ,至 少 对 一 个 数 


学 家 来 说 是 毫 无 意义 的 。 只 要 它 满足 所 有 的 公理 , 并 且 能 够 正确 地 运作 , 那么 对 于 


数学 研究 来 说 , 它 就 是 足够 好 的 模型 。 


注 2.1.15 从 历史 的 角度 来 说 ,实现 对 数 的 公理 化 处 理 是 近代 才 发 生 的 事 


et 


二 
局 > 


距 今 具有 一 百 多 年 。 在 那 之 前 ， 数 一 般 被 认为 不 可 避免 地 与 某 些 外 部 概念 密切 关 
联 ， 例 如 : 计算 集合 的 势 、 测 量 线段 的 长 度 或 者 计算 物体 的 质量 等 。 在 人 们 的 认 


知 不 得 不 从 一 个 数 系 转向 另 一 个 数 系 之 前 ， 上 面 这 种 对 数 的 理 


解 是 合理 且 有 效 的 。 


比如 ， 通 过 数 珠子 的 方式 去 理解 数 ， 对 数 的 概念 化 是 很 有 好 处 的 《例如 通过 数 珠 


子 很 容易 就 形成 3 和 5 的 概念 ) ,但 是 对 于 -3、、V2 或 3 


十 和 这 样 的 数 来 说 ， 


数 珠子 的 方法 就 不 怎么 起 作用 了 。 因 此 ， 数 论 中 每 一 次 伟大 的 进步 一 一 负数 、 无 
理 数 、 复 数 其 至 是 数字 0 都 会 带 来 大 量 不 必要 的 哲理 烦恼 。 数 可 以 通过 公理 
来 抽象 地 理解 而 不 需要 借助 任何 实物 模型 , 这 是 19 世纪 后 期 的 一 个 伟大 发 现 。 当 


然 , 在 方便 的 情况 下 , 数学 家 可 以 使 用 任何 实物 模型 来 帮助 自己 更 好 地 展现 直观 认 


识 并 加 深 理解 ,但 是 当 这 些 模型 开始 对 研究 造成 阻碍 的 时 候 ， 
抛弃 。 


它们 也 会 被 轻易 地 


根据 前 面 这 些 公理 ， 可 以 得 到 这 样 一 个 结论 : 现在 我 们 能 够 递归 地 定义 序列 。 


假设 我 们 希望 通过 下 列 方 式 来 构造 一 个 数列 a0, al oa，，…: 首 


E 定 义 ao 的 基 值 , 例 


.20. 第 2 从 头 开 始 : 自然 数 
如 ao := e, 其 中 ec 是 某 个 固定 的 数 。 然 后 令 ai 为 关于 ao 的 某 个 函数 , ai := fo(a0)， 


令 aa 是 关于 al 的 某 个 函数 ，as := 及 (a1)， 以 此 类 推 。 
中 访 是 某 个 从 N 到 的 函数 。 利 用 前 面 所 有 的 公理 能 够 


个 单 


fnlan), 


意 给 定 的 自然 数 n， 上 述 过 程 将 对 数列 中 的 元 素 an 给 出 


说 : 


命题 2.1.16 (递归 定义 ) 


然 数 系 的 函数 i : N 一 N, 令 c 为 某 
自然 数 ay, 使 得 ao = c 以 及 an 
纳 法 来 证 明 。 首 先 
EE 2.3 可 知 ， 无 论 an + 
内 性 地 假设 上 述 过 程 对 a。 赋予 了 单一 的 值 ， 那 么 


能 够 确定 唯一 的 
证 明 : 〈 非 正式 的 ) 利用 归 
了 单一 的 值 ， 即 c。( 根 据 公 到 


不 能 改变 ao 的 值 。) 现在 归 旨 


假设 对 任意 自 


般 地 ， 我 们 记 作 Q7m 十 十 :一 


出， 对 


任 


必定 也 对 an+ + 赋予 了 8 
他 am := f(am) 是 如 
束 了 ， 从 而 对 于 任意 的 自 
的 值 。 


类 型 


ES 


的 绕 回 状况 , 那么 递归 定 


注意 所 有 的 公理 在 这 个 过 程 中 是 如 


个 


然 数 mw， 都 存在 某 个 从 自然 数 系 到 
固定 的 自然 数 。 那 么 对 任意 自然 数 n， 都 
二 fn(an) 恒 成 立 。 

观察 可 知 ， 上 述 过 程 对 ao 赋予 


的 值 ， 即 ay := 所 (an)。( 由 公 弄 
何 定义 的 ， 均 不 能 改变 on++ 的 值 。) 到 此 归纳 


ti 不 适 


可 被 应 用 的 。 在 一 个 数 系 中 , 如 果 存 在 某 种 


的 值 。 更 准确 地 


自 


i 


已 


EE 2.4 可 知 ， 无 论 其 
过 程 就 结 


然 数 w%， an 都 被 定义 了 , 并且 每 一 个 un 都 被 赋予 了 单一 


于 该 数 系 。 这 是 因 


为 序列 中 的 某 些 元 素 将 


所 


会 连续 不 断 地 被 重新 定义 。 例 如 , 在 例 2.1.5 中 ,因为 3 二 十 = 0, 所 以 ao 〈 至 少 ) 


存在 两 种 相 矛 盾 的 定义 , c 或 者 f3(a3)。 在 一 个 含有 多 


元 素 ao5 将 永远 不 会 被 定义 。 
递归 
就 开始 学 习 这 部 分 内 容 。 


2.2 ”加 法 


目前 来 说 ,自然 数 系 非常 简单 ,我们 所 知道 
少数 公理 。 但 是 现在 我 们 可 以 构造 出 更 
Ll 体 的 做 法 如 下 : 5 加 上 3 与 对 5 进行 3 次 增 量 运算 是 一 样 


并 


余 元 素 (比如 0.5) 


的 数 系 中 ， 


定义 是 非常 强大 的 。 例 如 , 我 们 能 够 利用 它 去 定义 加 法 和 乘法 , 现在 我 们 


增 


的 


只 有 一 利 
加 复杂 的 运算 ， 如 加 法 运算 


运算 : 


日 


的 , 这 比 5 加 上 2 


多 进行 了 一 次 增 量 运算 ; 而 5 加 上 2 又 比 5 加 上 1 多 进行 了 一 次 增 量 运算 ; 5 加 


上 1 又 比 5 加 上 0 多 进行 了 一 次 增 量 运算 , 而 5 加 上 0 的 结果 应 该 恰好 
门 给 出 加 法 的 如 下 递归 定义 。 


是 我 


@ 严格 


电 说 ,该 命题 需要 定义 函数 的 概念 。 在 下 一 章 中 , 我 们 将 给 出 


证 , 原因 在 于 定义 函数 的 概念 不 需要 
参见 习题 3.5.12。 


到 皮 亚 诺 公 


是 :5 于 


函数 的 定义 。 然 而 这 并 非 循 环 论 


理 。 命 题 2.1.16 可 以 


合 论 的 语言 来 描述 得 更 加 严格 ; 


2.2 加 法 .21. 


今 


定义 2.2.1 (自然 数 的 加 法 ) 


mm 


上 0 为 


为 一 个 自然 数 ， 我 们 定义 m 加 


0 十 m := m。 现在 归纳 的 假设 我 们 已 经 定义 了 如 何 把 m 加 上 ”那么 我 们 把 m 加 


上 ni 


于 是 0 十 m 束 是 m, 1 十 m = (0 十 十 ) 


F 十 定义 为 (mn 十 十 ) 十 m := (Nn 十 m) 十 十 。 


Fm 就 是 mm 十 十 ;, 2 十 m= 二 (1 十 十 ) 十 m= 
二 3 三 (3 十 十 ) 二 4 十 十 = 5。 从 上 


(m 十 十 ) 十 十 ， 以 此 类 推 。 例 如, 我 们 有 2 
一 节 关于 递归 的 讨论 中 可 以 看 


,对 任意 的 自然 数 n, 我 们 已 经 定义 了 n 十 m。 现 
在 我 们 把 之 前 一 般 性 的 讨论 特殊 化 为 on = nn 十 m 和 所 (an) = an 十 十 的 1 


音 形 。 六 


意 这 个 定义 是 不 对 称 的 : 3 十 5 表示 把 5 增长 了 3 次 , 而 5 十 3 表示 把 3 增长 了 5 


量 


次 。 当 然 ， 它们 生成 的 值 是 一 样 
和 5, a 十 5 二 0 十 a 均 成 立 (我 们 
看 出 。 
注意 , 利用 公理 2.1、 公理 2.2 以 及 归 
然 数 的 和 仍旧 是 自然 数 。( 为 什么 ? ) 
此 刻 , 我 们 只 知 
主意 的 是 , 这 已 经 足以 用 来 
的 引 理 ”开始 。 


值得 六 
引 理 2.2.2 对 


将 简短 


: 


已 LU 


们 从 一 些 基本 日 


| 


有 a+t+b 


b14 


证 明 : 采 上 
一 个 自然 数 , 所 以 我 们 能 


Qo 


归纳 法 来 


人 


F 明 。 医 


上 | 


又 根据 ”+0=m 可 以 推导 


的 ， 都 是 8。 更 一 般 地 , 习 


也 给 日 


为 0 十 m= m 对 和 有 
导 到 最 基本 的 情况 0+0 = 0。 现在 归纳 怕 
成 立 。 我 们 希望 证 明 (n 二 十) 十 0 = n 二 十。 根据 加 法 的 定义 , (n 十 二 +) 二 0 = (n 填 0) 


二 


有 实 上 对 任意 的 自然 数 a 
不 能 马上 从 定义 中 


A 


已 也 


8 证明)， 尽 


理 2.5), 我 们 很 容易 证 明 两 个 自 


道 关 于 加 法 的 两 个 事实 : 0+m = mm 和 (nz 十 十) 二 mm = (十 mm) 十 十 。 
我 人 


] 所 知道 的 关于 加 法 的 其 他 任何 事情 。 我 


E 意 的 自然 数 n,n 十 0==n 恒 成 立 。 
注意 , 不 能 根据 0 十 m = m 立即 推导 出 该 结论 ， 这 


是 


因为 目前 我 们 还 不 知道 


E 意 上 自然数 m 均 成 立 并 


FE 地 假设 ni1 


0 是 


FO0O=n 


1 9 


7 十 十 。 至 此 整个 归纳 过 程 就 结束 了 。 


(7 十 0) 


上 2 


引 理 2.2.3 ”对 和 有 
羊 ， 因 为 目前 我 们 还 不 知道 有 a 十 
中 推导 出 本 结论 。 
证 明 : 将 m 设 为 定 值 , 对 n 采 月 
我 们 必须 证 明 0+(m 十 二) = (0 十 m) 


命题 、 定 


@ 从 逻辑 学 的 角度 来 说 , 引 理 、 


E 意 的 自然 数 n 和 m, 有 nn 


日 归纳 法 。 首 
|-。 根据 加 法 的 定义 可 得 , 0 


理 和 推论 


成 立 。 


F) 十 mm = 


(m 


b = 二 了 十 a， 所 以 不 能 从 (n+ 


最 基本 的 情况 , n = 0。 此 时 
( 


E 考 上 


Mm 十 十 ) 二 m4 


并 没有 什么 不 同 它们 都 是 有 待 验证 上 


间 


论述 。 然 而, 我 介 


这 些 术语 是 为 了 说 明 不 同 论述 在 


E 和 困难 程度 上 的 不 同 。 引 理 很 容易 被 证 


重 


其 他 的 命题 和 定理 , 但 是 单独 一 个 
比 命题 更 重要 。 定理 是 对 古 
的 努力 。 推论 是 能 


4 
少 
， 而 
付出 更 多 


有 助 于 进 
值得 研究 
题 或 者 


的 
理 


究 对 象 权 威 性 
够 从 目前 已 经 被 i 


Ee 


马 


理 通 常 不 会 特别 引起 人 们 的 关注 。 单独 一 个 
的 描述 , 而 且 证 明 一 个 定理 需要 比 证 明 
命题 或 者 定理 中 立即 推导 出 的 结论 。 


本 、 


日 


上 


明 的 


正 


.22. 第 2 从 头 开 始 : 自然 数 

以 及 0 十 m = mm。 所 以 ， 要 证 明 等 式 的 两 端 均 与 m + 二 相等 ， 进 而 该 等 式 两 端 
相等 。 现 在 归纳 性 地 假定 nw 十 (m 十 十 ) = (rw 十 m) 十 十 成立， 那么 我 们 必须 证 
明 (mn 十 十 ) 十 (m 十 十 ) = ((r 十 十 ) 十 m) 十 十 。 根据 加 法 的 定义 ， 上 式 无 端 等 于 
(ni 十 (m 十 十 )) 十 十 ; 又 由 归纳 假设 可 得 (n 十 (m 十 十 )) 十 十 二 ((n 十 m) 十 十 ) 十 十 。 类 
似 地 , 根据 加 法 的 定义 可 得 ， (nw 十 十 ) 十 m= (ni 十 m) 十 十 ， 从 而 等 式 的 右 端 也 等 于 
(2 +) 十 二 ) 十 十 。 因 此 我 们 证 明了 等 式 左 端 等 于 右 端 ,从 而 整个 归纳 过 程 到 这 里 
就 结束 了 。 

作为 引 理 2.2.2 与 引 理 2.2.3 的 一 个 特别 推论 , 我 们 得 到 nn 十 十 二 nn 十 1。( 为 什 
么 ? ) 


如 之 前 承诺 的 , 现在 我 们 记 
命题 2.2.4〈 加 法 是 可 交换 的 ) 对 牺 


证 明 : 将 mm 设 为 定 值 


F 明 a+b=b+a。 
目 然 数 n 和 m， 有 n+ 


E 意 的 


， 对 n 玉 


用 归 


纳 法 。 首先 证 


明 当 n= 二 0 时 


70 一 710 十 多 


结论 成 立 , 也 就 是 


证 明 0+m = m+0。 一 方面 , 根据 加 法 的 定义 可 以 推出 0+m = m; 男 一 方面 , 根据 引 


理 2.2.2 可 得 m+4+0=m。 于 是 n=0 时 
成 立 ， 那么 我 们 要 证 明 (m” 十 


义 ; (nn 十 十 ) 十 m = (nn 十 m) 十 十 ; 根据 引 理 2.2.3, m 十 (n 十 十 ) = (m 十 nn) 十 十 ; 但 由 归纳 
假设 n+m = m+n 可 知 (mm 十 加 十 十 = (nn 十 m) 十 十 。 因此 (rn 十 十 ) 十 m= mm 十 (2 十 十 )， 
进而 归纳 过 程 结束 。 


命题 2.2.5〔 加 法 是 可 结合 的 ) 对 作 


二 +) 十 mm 三 m 十 (nn 十 十 


结论 成 立 。 现 


在 归纳 性 地 假设 nm = m++n 


) 来 完成 归纳 。 根 据 加 法 的 定 


十 (5 十 Cc) 成 立 。 


[ 意 三 个 


/E\ 


然 数 a、b、c， 有 (a 二) 十 c= 


证 明 : 参见 习题 2.2.1。 

正 是 因为 有 了 这 条 结合 律 , 我 们 可 以 把 a、5、c 的 和 写成 w+p+ec 的 形式 , 而 
无 需 顾虑 它们 是 按照 什么 样 的 次 序 加 起 来 的 。 

下 面 , 我 们 给 出 消去 律 。 

命题 2.2.6 (消去 律 ) 令 a、b、c 为 任意 三 个 自然 数 并 且 满 足 a+5b=a+c, 那 
么 b= 二 c 成立 。 

注意 , 由 于 目前 我 们 还 没有 给 出 减法 和 负数 的 概念 , 所 以 这 里 不 能 利用 减法 或 
者 负数 对 该 命题 进行 证 明 。 事 实 上 , 消去 律 对 于 后 面 我 们 定义 减法 (和 整数 ) 的 概 
念 至 关 重 要 ,因为 在 正式 定义 减法 之 前 , 消去 律 就 涉及 一 种 “虚拟 减法 ”。 

证 明 : 我 们 通过 对 a 进行 归纳 来 证 明 该 命题 。 首 先 考虑 最 基本 的 情况 a = 0， 
我 们 有 0 十 b= 0 十 c， 那么 根据 加 法 的 定义 , 由 0+b= 0 二 c 可 以 得 到 b= c， 故 


2.2 加 法 .23. 


当 a = 0 时 结论 得 证 。 现在 归纳 性 假设 关于 a 的 消去 和 


EE 成 并 (进而 从 a 二 b=a+ic 


中 可 以 得 到 b = c)， 接 下 来 我 们 要 证 明 关 于 a 十 十 的 消去 律 也 成 立 。 换 言 之 ,就 
是 在 假设 (e+ +)+b = (a 十 十 ) 十 c 成 立时 ,去 证 明 5 = e 成 立 。 根据 加 法 的 定 


义 , 我们 有 (a 十 十 ) 十 656== (ae 十 人 十 ] 
(a 十 0) 十 十 。 根据 公理 2.4, 我 们 进一步 
已 知 关于 a 的 消去 律 成 立 , 所 以 有 5 =c 成立， 结论 得 证 。 至 此 归纳 法 结束 。 


(a 二 十 十 = 


现在 我 们 讨论 加 法 与 正 性 是 如 何 相互 作用 的 。 
定义 2.2.7( 正 自然 数 ) 称 一 个 自然 数 ”是 正 的 ,， 当 


命题 2.2.8 如 果 au 是 1 
题 2.2.4 可 知 , 5 十 a 也 是 正 的 )。 


上 和 (a 十 十 ) 十 c= (4a 十 十 十 ， 从 而 可 以 得 到 


导 到 a 十 b= 二 a 十 c。 


内 为 我 们 


日 仅 当 它 不 等 于 0。 


E 的 并 且 5 是 自然 数 ,， 那么 a 十 b 是 正 的 (从 而 根据 命 


证 明 : 我 们 通过 对 b 进行 归纳 来 证 明 该 命题 。 如 果 ! = 0, 那么 a+b=a+0=a 


显然 是 正 的 ， 从 而 5= 0 时 的 结论 得 证 。 现 在 归 


据 公理 2.3 可 知 , a 十 (6+ 


此 归纳 法 结束 。 


推论 2.2.9 如 果 a 和 5。 是 自然 数 并 目 》 


a 关 0 或 6 承 0 成立。 如 果 a 冯 0, 那么 a 是 
E 的 , 这 显然 与 已 知 条 件 a 十 5= 0 相 矛 盾 。 类似 地 ， 


证 明 : 假设 结论 的 反面 


根据 命题 2.2.8 可 知 , a 十 b 是 了 


如 果 5 关 0, 那么 是正 的 ， 
相 了 矛盾 。 


引 理 2.2.10 


全 


证 明 : 参见 习题 2.2.2。 


定义 2.2.11 ( 


等 于 m, 并 且 记 作 n zm 或 者 mn， 当 


们 称 n 严格 大 于 mm， 并 
于 是 , 例如 1 
旦 页 


> Nn; 


于 8=5+3 并 
因此 不 存在 最 大 的 自然 数 n, 这 是 
命题 2.2.12 自然数 的 序 的 基本 性 质 ) 令 a、b、c 为 任意 自然 数 ， 那么 : 
a) 〈 序 是 自 反 的 ) a > a。 

( 序 是 可 传递 的 ) 如 果 a 这 并且 
c) ( 序 是 反对 称 的 ) 如 果 a >。b 并 


满足 w+T2D=0, 那么 a==0 


纳 性 地 假设 e+ 是 正 的 。 那么 根 
) = (a 十 中 十 十 不 等 于 零 ， 从 而 二 (十 十 ) 是 正 的 。 至 


且 5=0。 
E 的 , 从 而 


同样 根据 命题 2.2.8 可 知 , a+b 是 正 的 , 这 与 a4+b=0 


于 是 a 和 5 必须 同时 为 0。 


令 a 表示 一 个 正 自然 数 , 那么 恰 存 在 一 个 自然 数 b 使 得 6+ 十 = a。 


旦 有 了 加 法 的 概念 , 我 们 就 可 以 开始 定义 序 的 概念 。 
自然 数 的 序 ) 令 n 和 m 表示 任意 两 个 自然 数 。 我 们 称 ”大 于 


仅 当 存在 自然 数 a 使 得 n= ma。 我 


且 记 作 n>m 或 者 m<n, 当日 仅 当 nm 和 且 nm。 
8 关 5, 所 以 8 > 5。 男 外 注意 , 对 任意 的 nn 均 


因为 下 一 个 数 nn 十 十 总 是 更 大 。 


Lb 宕 c, 那么 wC>eco 
上 且 2>o, 那么 a=5b。 


.24. 第 2 章 


从 头 开始 : 自然 数 


(d) 《加 法 保持 序 不 变 ) a > 5, 当 且 仅 当 a 二 c>b+ ce。 
5b， 当日 仅 当 a 十 二 <<。b。 


(e) a< 
({) a< 


b， 当 且 仅 当 存 在 


EF 自然 数 gd 使 得 65= a+d。 


证 明 : 参见 习题 2.2.3。 
命题 2.2.13〔 自 然 数 的 序 的 三 收 性 ) 令 a 和 表示 任意 两 个 自然 数 ， 那么 在 


下 面 三 种 表述 


证 明 : 这 里 只 给 出 一 个 证 明 


首先 我 们 


中 恰 有 一 种 表述 为 真 : a <b, a=b, a >b。 


的 框架 , 缺少 的 部 分 将 在 习题 2.2.4 中 补充 。 


证 明 a <05、a==b 以 及 a >5， 这 三 种 表述 中 同时 为 真 的 表述 个 数 不 


超过 一 个 。 如果 a < 5。, 那么 根据 定义 可 知 a 关 5; 同样 , 如果 a > 5b, 根据 定义 可 知 


a 关 b。 如 果 a 


> 并 且 a <5, 那么 根据 命题 2.2.12 可 知 a==b, 这 显然 与 a 关 b5 相 
矛盾 。 因 此 同时 为 真 的 表述 个 数 
现在 我 们 证 明 至 少 有 一 个 表述 为 真 ,保持 5 固定 不 变 , 对 a 进行 归纳 。 当 w=0 


不 超过 一 个 。 


时 , 对 所 有 的 5 均 有 0<5, (为 什么 ?) 因此 我 们 得 到 0 = 或 者 0< 凡 从 而 ac=0 
。 现 在 我 们 假设 命题 对 于 a 已 经 被 证 明 是 成 立 的 ， 下 面 我 们 要 证 明 
a 十 十 也 同样 成 立 。 从 关于 a 的 三 歧 性 中 可 知 ， 存在 三 种 可 能 的 情 
况 : a <b、a==5 以 及 a >b。 如 果 a>&b，, 那么 有 a+t+ 十 >5。( 为 什么 ?) 如 果 a=5b， 
那么 a 十 十 >5。( 为 什么 ? ) 现在 假设 a < 六 那么 根据 命题 2.2.12 可 知 a 十 十 < b。 


时 的 结论 得 证 
的 是 该 命题 对 


于 是 我 们 得 到 要 么 e+ 
求 。 至 此 归纳 法 结束 。 


序 的 这 些 性 质 让 我 们 得 到 归 
命题 2.2.14( 强 归纳 法 原理 ) 令 mo 表示 一 个 自然 数 ，P(m) 表示 与 任意 自然 


数 m 有 关 的 怕 


= 六 要么 a 二 十 <5b, 其 中 任何 一 种 情况 都 符合 我 们 的 要 


纳 法 原理 的 一 个 更 强 的 形式 。 


E 质 。 假设 对 任意 满足 m > mo 的 自然 数 m, 均 有 如 下 内 容 成 立 : 若 


P(m/) 对 任意 满足 mo < m/ < m 的 自然 数 m' 均 为 真 , 那么 P(m) 也 为 真 。 (特别 
P(mo) 为 真 ， 因为 当 m = mo 时 , 前 提 中 的 m/ 取 值 范围 为 空 。) 于 
是 我 们 能 够 断定 , 对 于 任意 满足 
在 应 用 强 归 纳 法 原理 的 时 候 , 我 们 通常 令 mo = 0 或 者 mo = 1。 
证 明 : 参见 习题 2.2.5。 


地 ， 这 意味 着 


注 2.2.15 


m > mo 的 自然 数 m,P(m) 为 真 。 


习 题 


2.2.1 ”证 明 命题 2.2.5。( 提 示 : 固定 两 个 变量 , 对 第 三 个 变量 进行 归纳 。) 


2.2.2 ”证 明 引 到 


2.2.3 ”证 明 命题 2.2.12。( 提 示 : 你 ; 


! 2.2.10。( 提 示 : 利 


归纳 法 。) 


任用 到 前 面 的 许多 命题 、 推 论 和 引 理 。) 


2.3 乘法 .25. 


2.2.4 ”证明 在 命题 2.2.13 证 明 中 标注 了 (为 什么 ? ) 的 那 三 个 命题 。 


2.2.5 证明 命题 2.2.14。( 提 示 : 定义 Q(n) 是 关于 n 的 一 个 如 下 | 
mo < mn 的 m 均 为 真 ; 注意 , 当 n < no 时 , Q(n) 为 真 ， 因 为 此 时 m 的 取 值 范 


于 为 空 。) 


2.2.6 ” 令 n 表示 一 个 自然 数 , 令 P(m) 是 关于 自然 数 的 一 个 性 质 并 且 满 足 : 只 要 P(m 


为 真 ，P(m) 就 为 真 。 假 设 P(n) 也 为 真 , 证 明 : P(m) 对 任意 满足 m < nn 的 自 


生 质 : P(m) 对 任意 满足 


十 十 ) 
然 数 


m 均 为 真 ; 这 被 称 为 逆向 归纳 法 原理 。( 提 示 : 对 变量 ”使 用 归纳 法 。) 


2.3 乘 ; 


在 上 一 节 中 , 我 们 已 经 证 明了 所 知道 的 所 有 关于 加 法 和 序 的 基本 事实 。 为 


省 篇 幅 以 及 避免 费 述 那些 显然 的 事情 ， 接 下 来 我 们 将 允许 使 用 所 熟悉 的 关于 


和 序 的 代数 法 则 , 而 不 加 进一步 的 说 明 。 于 是 我 们 可 以 写 出 a+b+c=c+b 十 


算 一 样 , 乘法 是 重复 的 加 法 运算 。 


样 的 内 容 , 不 需要 进一步 解释 说 明 。 现在 我 们 引入 乘法 。 正如 加 法 是 重复 的 增 


了 节 
加 法 
a 这 


四 .、\ 一 


量 运 


定义 2.3.1 (自然 数 的 乘法 ) 令 m 表示 任意 一 个 自然 数 。 我 们 定义 0xm :=0 
来 表示 把 0 乘 到 m 上 。 现 在 归纳 性 地 假设 已 经 定义 了 如 何 把 ” 乘 到 mm 上 , 那么 


我 们 可 以 通过 定义 (n 二 十 ) xm:=(nxm) 十 m 把 nn 十 十 


因此 有 0xm=0,1xm=0++m;2xm=0++m+ 
易 证 明 任 意 两 个 自然 数 的 乘积 仍然 是 自然 数 。 


乘 到 mm 上 。 
712， 等 等 。 1 用 归纳 


引 理 2.3.2 (乘法 是 可 交换 的 ) 令 n 和 m 表示 任意 两 个 自然 数 ， 那 么 


nxm 二 mxn 成立 。 


证 明 : 参见 习题 2.3.1。 


我 们 将 把 nx m 简写 为 nm, 而 且 按照 惯例 , 乘法 运算 优先 于 加 法 运算 。 


壁 如 ab 十 c 就 意味 着 (a x 0) 十 c, 而 不 是 a x (5 十 c)。 [我 


法 容 


= 


门 也 将 利用 其 他 算术 运 


优先 级 的 符号 惯例 〈 在 它们 被 定义 之 后 ) 来 避免 总 是 使 用 


引 理 2.3.3〈 正 目 然 数 没有 零 因 子 ) 设 n、m 为 上 自然数, 那么 nxm = 0,， 当 且 


昼 括 号 。|] 


仅 当 n 和 mm 中 至 少 有 一 个 为 零 。 特别 地 ， 如果 n 和 m 均 为 正 的 , 那么 nm 


正 的 。 
证 明 : 参见 习题 2.3.2。 


于 是 ， 
去 入 


也 是 


命题 2.3.4 (分配 律 ) 对 于 任意 自然 数 a、b、c, a(b+c) = ap+ac 和 (0 十 cj)a = 


ba 十 ca De 


. 26 . 


从 头 


证 明 : 由 于 乘法 是 可 交换 的 ， 
固定 a 和 5b, 并 对 c 进行 归纳 。 我 们 来 证 明 最 
(5 十 0) = ab 十 a0。 等 式 左 
时 结论 的 证 明 。 现在 我 们 归 


立即 可 。 
是 证 明 a 
对 c=0 


为 


端 


因此 只 需要 训 


纳 怕 


基本 的 c= 
ab， 而 右 端 是 ab 十 0 = ab， 


证 明 的 是 a(b 
同时 根据 归 
结束 了 。 


(c 十 十 )) = ab+4 
内 假设 可 知 , 右 端 为 a - 


命题 2.3.5〈 乘 法 是 可 结 


均 成 立 。 
证 明 : 参见 习题 2.3.3。 


命题 2.3.6 (乘法 保持 序 不 变 ) 如 果 a、b 是 满足 a <b 的 自然 数 , 并 


的 ,那么 cc < be。 

证 明 : 
以 c, 然后 利 
正 的 。 于 是 得 到 ac < be。 


推论 2.3.7( 消 去 律 ) 设 a、b、c 是 自 


a =b。 


0 


E 明 第 一 个 等 式 a(5 十 c) = ab 十 ac 成 
时 的 结论 , 也 就 
因此 我 们 完成 了 
FE 地 假设 a(5 十 c) = ab 十 ac 成 立 , 接 下 来 要 


a(c 十 十 )。 等 式 左 端 为 a((0 十 0) 十 十 ) = a(b 二 Cc) +a) 


合 的 ) 对 任意 


下 


因为 a < 5b, 所 以 存在 某 个 正 自 


必 分 配 律 可 知 , be = ac 十 dc。 


Fac+a 二 a(b 十 c) 十 a, 那么 到 这 里 归纳 过 程 


就 


然 数 a、b、c, (axb)xc=ax(bxo) 


然 数 , 满足 ac = bc 


C 不 为 零 ， 导 


注 2.3.8 正如 命题 2.2.6 提 到 “虚拟 减法 ”一 样 , 该 推论 给 
其 中 “虚拟 减法 ”使 我 们 最 终 定义 了 真正 的 减法 , 而 且 在 以 后 定义 真正 的 除法 时 我 


们 将 会 用 到 “虚拟 除法 ”。 
证 明 : 利用 序 下 

a > bp。 首先 假 

a > 局 时 能 够 


设 a <5, 那么 根据 


的 三 歧 性 (命题 2.2.13) ， 我 介 


命题 


利用 这 些 命题 很 容易 推导 
例子 参见 习题 2.3.4。 
既然 我 


被 淘汰 , 并 且 从 现在 开始 我 们 会 将 很 少 再 见 到 这 个 概念 。 由 于 n+ 
在 任何 情况 下 总 是 用 加 法 运算 来 描述 增 量 运算 。 
命题 2.3.9〈 欧 几 里 得 算法 ) 设 nn 是 一 个 自然 数 ,g 表示 一 个 
存在 自然 数 m 和 7 使 得 0<r<g 并 且 n=mg+r7。 
注 2.3.10 也 就 是 说 , 我 们 可 以 用 一 个 正 自然 数 g 去 除 
到 商 m( 男 一 个 自然 数 ) 和 余数 +( 比 g 小 )。 该 算法 标志 着 数论 的 开始 。 数论 


上 了 “虚拟 除法 ”。 


J 有 如 下 三 种 情况 : a < 5b、a==b。 和 
2.3.6 可 得 , ac < be, 这 与 已 知 条 件 了 矛盾。 


E 出 类 似 矛 盾 , 于 是 唯一 可 能 的 情况 是 a = b, 结论 得 
出 大 家 熟知 的 所 有 包含 加 法 和 乘法 在 内 的 代数 法 则 ， 


门 有 了 熟悉 的 加 法 和 乘法 运算 ， 增 长 这 个 相对 更 原始 的 概念 将 会 


证 。 


个 自然 数 n, 从 而 得 


是 一 


然 数 d 使 得 b= ac+ d。 等 式 两 端 同时 乘 
于 4 是 正 的 且 e 也 是 正 的 , 所 以 de 是 


b 么 


?9 


当 


逐渐 


EE 自然数 ,那么 


2.3 乘法 .27. 


门 优 美 且 重要 的 课程 , 但 是 它 超出 了 本 书 的 范围 。 

证 明 : 参见 习题 2.3.5。 

正如 我 们 可 以 用 增 量 运算 递归 地 定义 加 法 运算 以 及 用 加 法 运算 递归 地 定义 乘 
法 运算 一 样 ,我 们 也 可 以 用 乘法 运算 递归 地 定义 指数 运算 。 

定义 2.3.11 (自然 数 的 指数 运算 ) 设 m 是 一 个 自然 数 。 我们 定义 mo := 工 来 
表示 把 m 升 到 0 次 寡 ; 特别 地 ， 定 义 00 := 1。 现 在 递归 地 假设 对 于 某 个 自然 数 
n; mm? 已 经 被 定义 了 ,那么 我 们 定义 m?1+ := mm" x mo。 

例 2.3.12 于 是 壁 如 x1 = x xzxz=1xzxz=7x, x=7rlx7r=7xXxr, r= 
x2 xzx=xxzxzx, 以 此 类 推 。 根据 归纳 法 可 知 , 这 种 递归 的 定义 把 所 有 自然 数 n 
所 对 应 的 x* 都 定义 了 。 

这 里 我 们 不 对 指数 运算 的 理论 进行 深入 研究 ， 而 要 等 到 定义 了 整数 和 和 有理数 
的 概念 之 后 再 说 , 参见 命题 4.3.10。 


习 题 
2.3.1 证 明 引 理 2.3.2。( 提 示 : 修改 引 理 2.2.2、 引 理 2.2.3 以 及 命题 2.2.4 的 证 明 。) 
2.3.2 ”证 明 引 理 2.3.3。( 提 示 : 首先 证 明 第 二 个 命题 。) 
2.3.3 ”证 明 命 题 2.3.5。( 提 示 : 修改 命题 2.2.5 的 证 明 并 利用 分 配 律 。) 
2.3.4 ”证 明 等 式 (a 十 0)? = ao2 十 2ab 十 中 对 任意 自然 数 a 和 5 均 成 立 。 
2.3.5 ”证 明 命 题 2.3.9。( 提 示 : 固定 g 并 对 n 进行 归纳 。) 


第 3 章 集 合 论 


同 绝 大 多 数 现 代数 学 分 文理 论 一 样 ， 现代 分 析 理 论 与 数 、 集 合 以 及 几何 有 关 。 


我 们 已 经 介绍 了 一 种 数 系 , 即 自然 数 系 。 稍 后 我 们 将 介绍 其 他 数 系 ， 


但 现在 我 们 暂 


且 介 绍 集合 论 中 的 一 些 概 念 和 符号 ， 因为 它们 在 后 面 儿童 中 将 频繁 


用 到 。( 在 本 书 


中 , 我 们 不 追求 对 欧 几 里 得 几何 的 严格 叙述 。 我 们 关注 的 是 借助 笛 


FEF 儿 坐 标 系 , 使 


月 实数 系 的 语言 来 描述 欧 几 里 得 几何 。) 


里 然 集合 论 不 是 本 书 的 核心 内 容 ， 但 是 几乎 其 他 的 数学 分 文理 论 都 将 集合 论 


作为 其 基础 的 一 部 分 , 因此 在 涉足 其 他 高 级 的 数学 领域 之 前 , 学 习 集合 论 的 一 些 基 


位 


到 二 


性 知识 是 非常 重要 的 。 在 本 章 中 , 我 们 将 给 出 公理 集合 论 中 较为 初等 的 内 容 , 诸 


精妙 之 处 的 全 面 研究 将 大 大 超出 本 书 的 范围 


3.1 ”基础 知识 


等 
如 无 穷 集合 以 及 选择 公理 这 样 较 高 级 的 课题 将 留 到 第 8 章 。 遗 憾 的 是 ， 对 集合 论 


在 本 节 中 , 我 们 会 像 学 习 自 然 数 系 那 样 , 给 出 一 些 有 关 集 合 的 公理 。 基 于 教学 


的 原因 , 一些 公理 会 被 用 来 推导 其 他 的 公理 , 在 这 种 意义 上 , 虽然 我 们 将 使 用 稍微 
偏 多 的 集合 论 公理 ,但 这 并 不 会 产生 真正 的 危害 。 我 们 首先 非 正式 地 描述 什么 是 


集合 。 


定义 3.1.1( 非 正式 的 ) 我 们 把 集合 4 定义 为 任意 一 堆 没 有 次 序 的 对 象 ， 例 
如 , {3,8,5,2} 是 一 个 集合 。 如 果 xz 是 这 堆 对 象 中 的 一 个 , 那么 我 们 称 x 是 A 中 的 
元 素 , 记 作 z e 4; 否则 , 记 作 x 4。 例如, 3 e {1,2,3,4,5}, 但 是 7 4 {1,2,3,4,5}。 


这 个 定义 相当 直观 , 但 是 它 无 法 回答 诸如 下 面 这 些 问 题 : 什么 检 
以 被 看 作 集合 ? 什么 样 的 集合 与 另外 的 集合 相等 ? 如 何 定义 集合 上 


的 一 堆 对 象 可 
的 运算 ， 比 如 并 


集 、 交集 等 ? 同时 , 我 们 还 没有 给 出 关于 集合 或 者 集合 中 元 素 的 公理 。 本 节 剩 余 内 


容 的 主要 目的 就 是 给 出 这 些 公理 并 定义 集合 上 的 运算 。 
首先 阐明 一 个 观点 : 我 们 把 集合 本 身 看 作 一 类 对 象 。 


公理 3.1 (集合 是 对 象 ) 如 果 4 是 一 个 集合 , 那么 4 也 是 一 个 对 象 。 特 别 地 ， 


给 定 两 个 集合 4 和 B, 问 4 是 不 是 B 中 的 元 素 是 有 意义 的 。 


例 3.1.2〈 非 正式 的 ) 集合 {3, {3,4},4} 是 由 三 个 不 同 元 素 构成 的 集合 , 其 中 


一 个 元 素 恰好 是 含有 两 个 元 素 的 集合 。 这 个 例子 更 正式 的 形式 参见 


例 3.1.10。 然 而 


3.1 ”基础 知识 


. 29 . 


并 非 所 有 的 对 象 都 是 集合 ， 一 个 典型 的 例子 是 我 们 不 会 把 上 自 


和 


个 集合 。( 更 准 


地 说 ， 


见 3.6 节 。) 


pa 


自然 数 可 以 作为 集合 的 基数 , 而 不 需要 其 


什 公 


论 有 


注 3.1.3 


“纯粹 集合 论 ”。 个 


号 


如， 


然 数 (比如 3) 看 作 一 
身 就 是 集合 。 参 


种 特殊 情形 ， 即 所 有 的 对 象 都 是 集合 ， 这 种 情形 被 称 为 


数字 0 可 以 等 价 于 空 集 g = {}， 数 字 1 可 以 等 价 于 {0} = 
{D}， 数 字 2 可 以 等 价 于 {0,1} = {0,{0]}， 以 此 类 推 。 从 逻辑 学 角度 来 看 ， 纯 


粹 集合 论 是 一 利 


论 


的 ， 因 


日 三 


A 


更 加 简 语 
对 象 ， 然 而 从 概念 层面 来 说 ， 对 非 纯 粹 集合 
中 ， 有 些 对 象 不 被 看 作 集合 。 从 数学 研究 的 目的 来 说 ， 这 两 
此 对 于 是 


目前 为 止 , 总 的 来 说 , 在 数学 


是 无 意义 的 ， 


的 


个 


E 论 ， 因 为 人 们 只 需要 对 集合 进行 处 型 


论 的 处 到 


所 有 的 对 象 都 是 集合 这 个 问题 ， 


口 


学 到 的 所 有 对 和 象 当 


可 以 认为 P 


另外 ，{3, 8,5,2} 与 {3,8,5,2,1} 是 两 


不 重要 ， 


更 加 容易 些 ， 在 非 名 
种 类 型 的 理论 差 不 
我 们 将 秉持 不 可 知 的 


为 一 个 集合 
同一 个 集合 。 
的 一 个 元 素 不 包含 在 前 者 


是 不 同 的 集合 。 我 


也 误 
也 


二 


可 
旦 


六 4。 


到 
yy 


完全 市 
是 无 天 紧要 的 ， 因 


下 


的 元 素 ” 这 利 


例 3.1.5 那么 壁 如 


门 把 这 前 

定义 3.1.4 (集合 的 相等 ) 称 办 
当 4 中 的 每 个 元 素 都 是 B 中 的 元 素 并 |] 
是 说 ， 4 一 B, 当 且 


仅 


全 ,2,3,4,5} 和 {3,4,2,1,5} 是 同一 个 集合 ， 
日 同 的 元 素 。( 集 合 {3,3,1,5,2,4,2} 也 等 于 {1,2,3,4,5}; 3 和 2 的 习 


有 E， 即 元 素 1。 基于 类 似 的 原 


分 内 容 作 为 一 个 定义 。 


当 4 中 的 人 


[一 元 素 > 


为 这 3 


我 们 很 容易 证 明 这 利 
根据 定义 3.1.4 观察 可 知 ， 
关系 遵守 替换 公理 


二: 


上 


没 


jr 


日 等 | 


的 概念 是 自 反 的 、 对 称 的 
I 果 xe A 并 日 4=B, 那么 xe€B。 于 


(参见 A.7 市 )。 正 因 如 此 ,只 


义 在 集合 上 的 新 运算 仅 月 
对 于 本 节 中 剩 下 的 定义 ， 人 尾 


使 用 集合 


因为 后 者 


[一 元 素 


因为 它们 含有 
E 复 出 现 
步 改变 2 和 3 作为 该 集合 元 素 的 状态 。) 


以 及 可 传递 的 (习题 3.1.1)。 


人 ~、 
的 语言 来 


了 况 就 是 这 样 。( 为 外 ,在 良好 的 定义 方式 


“第 一 个 ”或 者 “最 后 一 个 ”元 素 这 村 


的 概念 ， 因为 这 将 违 


E。 例 妇 
Ph， 我 们 不 


而 不 需要 处 理 
E 粹 集合 


PF, 有 些 对 象 恰 好 是 集合 。 
个 对 象 ，4 是 一 个 集合 , 那么 x € 4 要 么 为 真 , 要么 为 假 。( 如 
4 不 是 集合 ， 则 我 们 认为 ze 4 是 无 定义 的 。 例如 ,3 < 4 既 非 真 也 非 假 ， 该 
因为 4 不 是 一 个 集合 。) 

接 下 来 我 们 定义 相等 的 概念 : 什么 情况 下 
Pb 元 素 的 次 序 # 


四 


个 


命题 


天 个 集合 是 相等 的 ? 我 们 认 
因此 我 们 把 集合 {3,8,5,2} 与 {2,3,5,8} 看 作 
个 不 同 的 集合 , 这 是 
因 ,，{3,8,5,2} 与 {3,8,5} 也 


中 


个 集合 4 和 B 是 相等 的 , 即 4 = 成 ,， 当 且 仅 
日 B 中 的 每 一 个 元 素 也 都 是 4 中 的 元 素 。 
属于 B, 同时 B 中 的 人 


y 


要 我 们 能 够 把 定 
述 ,这 个 新 运算 就 会 遵守 替换 公 到 


背 替换 公理 。 


论 
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例如 ， 虽然 集合 全 ,2,3,4,5} 与 {3,4,2,1,5} 表示 同 


元 素 是 不 一 样 的 。) 


个 信人 
三 雪人 写 ， 


但 是 它们 的 第 一 个 


下 面 我 们 来 讨论 到 底 什 么 样 的 对 象 是 集合 , 什么 样 的 对 象 不 是 集合 。 这 与 上 一 


章 中 我 们 如 何 定义 自 


然 数 相 类 似 。 我 们 从 六 
中 构造 出 更 多 的 数 。 这 里 我 们 将 尝试 做 类 似 的 事 避 


个 的 自然 数 0 开始 , 利用 增 


三 


里 


运算 从 0 


9， 从 单个 集合 ( 空 集 ) 开始 , 利 


用 各 种 运算 从 空 集中 构 


出 更 多 的 集合 。 我 们 首先 假定 空 集 的 存在 性 。 


公理 3.2 〈 空 集 ) 存在 一 个 集合 g,， 被 称 为 空 集 ， 它 不 包含 任何 元 素 。 也 就 是 
说 , 对 于 任意 的 对 象 z 均 有 zx。 

空 集 也 记 作 们 。 注意 只 能 有 一 个 空 集 , 如 果 存 在 两 个 集合 g 和 &g' 都 是 空 集 ， 
那么 根据 定义 3.1.4 可 知 , 它们 必定 相等 。( 为 什么 ? ) 

如 果 一 个 集合 不 等 于 空 集 ,， 那么 称 该 集合 是 非 空 的 。 下 面 这 个 命题 非常 简单 ， 
却 值 得 叙述 。 

引 理 3.1.6 〈 单 个 选取 ) 设 4 是 一 个 非 空 集合 ， 那 么 存在 一 个 对 象 z 使 得 
ZE4。 


证 明 : 我 们 


个 对 象 z 而 言 , 有 zx & 4。 另 外 根据 公 到 


两 个 命题 


空 集合 ” 相 韦 盾 。 


注 3.1.7 上 述 引 理 断言 , 给 定 全 
一 个 元 素 z， 以 此 来 证 实 4 的 非 
定 的 任意 有 限 多 个 非 空 集合 41,… , 4， 能 够 从 每 
,Zn， 这 称 作 “有 限 选 取 ”。 但 是 妇 


出 一 个 元 素 z1 


AN 


用 反 证 法 来 证 明 。 假设 不 存在 任何 对 象 x 使 得 zx e 4, 那么 对 任意 一 
E 3.2 可 知 :z 和 Co。 于 是 ze4< 人 zecg( 这 
均 为 假 ), 进而 根据 定义 3.1.4 有 4 = &g, 显然 这 与 已 知 条 件 “4 是 一 个 非 


F 意 一 个 非 空 集合 4, 我 们 可 以 “选取 ”4 中 的 
性 。 后 面 (在 引 理 3.5.12 中 ) 我 们 将 证 明 对 于 给 


个 集合 41,… ,An 中 分 别 选取 


1 果 想 要 从 无 穷 多 个 集合 中 选取 


元 素 , 我 们 就 需要 另 一 个 公理 ， 即 选择 公理 。 关 于 选择 公理 的 讨论 将 留 到 8.4 节 。 


注 3.1.8 注意 空 集 与 自然 数 0 


是 真 
其 


全 


人 


人 


的 基数 为 0 的 ® 


如 果 公 理 


个 公 习 


,那么 集合 论 必然 相当 乏味 ， 


富 可 用 集合 的 种 类 。 


公理 3.3 (单元 素 集 与 双 元 素 集 ) 如 
个 元 素 就 是 a。 也 就 是 说 ， 对 于 任意 一 个 对 象 y， 我们 有 
仅 当 y = a; 我 们 称 {a} 是 元 素 为 a 的 单元 素 集 。 更 进一步 地 ， 如 
该 集合 的 元 素 只 有 a 和 5。 换 言 


并 
weE {a},， 当日 


日 该 集合 中 唯一 的 


四 


| 


并 不 相同 。 一 个 是 集合 ， 
的 , 参见 3.6 节 。 
3.2 是 集合 论 中 唯 


种 情况 下 , 只 有 唯一 一 个 集合 存在 , 那 就 是 空 集 。 现 在 我 们 给 出 更 深层 次 


月 .3 


大 


个 是 数 。 但 


的 公理 来 


个 对 象 , 那么 存在 一 


不 QQ 丰 


a 和 5 都 是 对 象 ,那么 存在 一 个 集合 {a,0},， 并 上 


个 集合 {a} 


四 
个 


3.1 基础 知识 :31 
之 ,对 任意 一 个 对 象 有 ye fa 村 当 且 仪 当 w = a 或 y =。; 我 们 称 该 集合 是 由 


a 和 构成 的 双 元 素 集 。 


注 3.1.9 了 
单元 素 集 
叭 二 二 = 从 


岂 只 有 一 个 。( 为 什么 ? ) 类 似 地 
a 和: 构成 的 双 元 素 集 。 同 检 


E 如 只 存在 唯一 一 个 空 集 那 村 


#， 根 据 定义 3.1.4 可 知 , 元 素 为 a 的 
， 给 定 任意 两 个 对 象 a 和 b, 那么 只 存在 
也 能 确保 {a,5} = {0,a} (为 


什么 ? ) 以 及 {a,a} = {a} (为 什么 ?)。 于 
它 是 从 双 元 素 集 公理 中 推导 出 的 
公理 以 及 后 面 的 两 身 集 公 局 
们 不 继续 构造 三 元 素 集 公理 、 四 元 素 集 公 
并 集 公 理 ， 就 没有 必要 再 去 构造 这 些 公理 

是 一 个 集合 ( 因 


[se 


2 
日 


个 结论 


E 推 出 (参见 引 弄 


， 定义 3.1.4 

是 , 单元 素 集 公 理事 实 上 是 多 余 的 , 因为 

。 反 过 来 , 双 元 素 集 公理 可 以 由 单元 素 集 
里 3.1.13)。 人 们 可 能 会 问 为 什么 我 

理 等 ; 然而 , 一 旦 我 们 引入 下 面 的 两 集合 

ys 


天 


例 3.1.10 因为 & 


而 它 是 一 个 对 象 ), 所 以 单元 素 集 {g}, 即 


口 


Pa 


含 唯一 元 素 & 的 集合 , 是 一 个 集合 。 [并 ] 


合 互 不 相等 (习题 3.1.2)。 


正如 上 述 例子 所 示 , 现在 我 们 可 以 构 i 


集合 依然 相当 小 ( 目 
个 )。 接 下 来 这 个 公理 将 让 我 们 能 够 构造 
公理 3.4〔 两 集合 并 集 〉 给 定 任意 两 


称 为 4 和 B 的 并 集 , 该 集合 的 元 素 由 属 了 


B 的 所 有 元 素 共同 构成 。 换 言 之, 对 伯 


eAUB<—( 


2 
上 忌 、 


日 它 
什么 ? ) ] 类 似 地 , 单元 素 集 {{2c}} 和 双 元 素 集 {c,{2}} 也 都 是 集合 。 上 述 三 个 集 


前 为 止 , 我 们 构造 的 每 一 个 集合 所 包含 的 元 素 个 数 都 不 超过 协 


与 g 不 是 同一 个 集合 , 即 {@} 关 儿 。( 为 


全 L 
EL 


上 相当 多 的 集合 , 但 是 我 们 所 能 构造 的 


上 比 之 前 稍 大 一 些 的 集合 。 
个 集合 4 和 B, 存在 一 个 集合 A4UB 被 
六 4 的 或 者 属于 B 的 或 者 同时 属于 4 和 


的 对 象 必 ， 
rE A 或 zx€ B) 


回忆 一 下 , “或 ”在 数学 中 默认 表示 包含 , 也 可 以 说 “X 或 Y 为 真 ”是 指 “ 要 


天 


真 , 要 


么 和 为 真 , 要 么 Y 为 真 ， 

例 3.1.11 集合 {1,2}U 
或 者 同时 
1、2 和 3。 


届 于 这 两 个 集合 的 一 切 元 素 共 


么 X 和 Y 都 为 真 ”。 参见 A.1 节 。 

{2,3} 中 的 元 素 是 由 属于 {1,2} 的 或 者 
同 构 成 的 ; 换言之 ， 这 个 集合 的 元 素 就 是 
因此 , 我 们 把 该 集合 记 作 {1,2} 


属于 {2,3} 的 


U {2,3} = {1,2, 3}。 


注 3.1.12 如 果 4、 和 4' 都 是 集合 并 且 4 等 于 A， 那么 AU B 等 于 
A'UB。( 为 什么 ? 需要 利用 公理 3.4 和 定义 3.1.4) 类 似 地 , 如 果 B' 是 与 B 相等 好 
集合 , 那么 AUB 等 于 AU B'。 因此, 求 并 运算 遵守 替换 公理 ， 从 而 该 运算 在 集合 

现在 我 们 给 出 并 集 的 一 些 基 本 性 质 。 


引 理 3.1.13 ”如果 a 和 都 是 对 象 ， 


那么 {a, 中 = {a}jU{ 中 }。 如 果 A、B 和 C 


小 


. 32. 3 章 集 


i 人 


合 论 


都 是 集合 , 那么 求 并 运算 是 可 交换 的 ( 即 A4U B= BU4), 而 且 
UB)UC= AU(BUC))。 男 外 , 我 们 有 AUA= 4 


证 明 : 我 们 只 证 明 结 合 律 (4U B)UC = 4u 


(A 


3.1.3。 根据 定义 3. 
合 4U(BUO) 中 


素 , 那么 根据 公理 3.4 可 知 , 这 意味 着 ze 4 
4 况 来 讨论 。 如 果 ze C， 则 根据 公 到 
用 公理 3.4 可 得 ,ze 4U(BUC)。 现 在 假设 ze AUB, 那么 
或 ze 卫 。 一 方面 , 如 果 ze A， 从 公 弄 
果 ze B, 通过 连续 应 用 公理 3.4 可 得 zeBUC, 进而 有 x 
(4UB)UC 中 的 每 一 个 元 素 均 包含 在 AU(B 
EE 可 以 推出 AU (BUC) 中 的 每 一 个 元 素 也 都 包含 在 (A4U B)UC 中 ， 
明了 (AUB)UC= AU(BUO), 
EE， 我 们 就 不 需要 利用 括号 
如 , 我 们 可 以 用 A4U BUC 来 代替 (4AU 
集合 求 并 , 我 们 可 以 写成 4UB 

注 3.1.14 尽管 求 并 的 运算 与 加 法 运算 有 


我 们 分 两 种 性 


们 得 至 
中 。 同 到 
我 们 证 
因为 有 了 上 面 


同 


并 不 完全 相同 。 壁 如， 


意义 的 (加 法 是 关于 数 的 运算 ,而 不 是 关于 


小 在 所 有 可 能 的 情况 中 ， 


这 个 纪 | 开 


EB 3.4 9 


B) 


U (BU 


也 是 可 结合 的 ( 即 
UG=CU4=4。 


C)， 剩 下 的 部 分 留 作 习 


题 


1.4 可 知 , 我 们 需要 证 明 (4UB)UC 中 的 任意 一 个 元 素 
的 元 素 , 反之 亦 然 。 于 是 ， 


首先 


段 设 + 是 (4UB)uUC 中 


2Z 都 是 全 
的 一 个 元 


滤 


UB 和 we0C 中 至 少 有 
E 3.4 可 知 zxeBU 


个 为 真 。 现在 
C, 进而 再 次 利 


4uU( 


公理 3.4 可知 ze4 
可 得 ze AU (BUO); 另 一 方面 , 如 


因此 我 
UC) 


于 是 


BUC)。 


来 表示 多 个 并 
UC 和 AU(BUC)。 类 
UCOUD, 等 等 。 


集运 算 了 。 例 
以 地 ， 对 于 四 个 


些 相 似 的 地 方 , 但 


运算 是 关于 集 


这 个 公理 使 得 我 们 可 以 定义 三 元 素 集 、 


四 元 素 集 ， 以 此 类 推 。 


是 这 两 种 运算 


虽然 有 {2}U {3} = {2,3} 和 2+3=5， 然而 {2} 十 {3} 是 无 
集合 的 运算 ), 2U3 也 毫 无 意义 ( 求 并 
合 的 运算 , 而 不 是 关于 数 的 运算 )。 


如 果 a、 b、 c 是 


三 个 对 象 , 那么 定义 {a,b,c} := {a}U {0} Uf{c}; 如 果 a、b、c、d 是 四 个 对 象 , 那么 


定义 {a,b,c,d} := {a} U {5} U {c}U {qj}, 以 出 


我 们 目前 尚 无 法 定义 1 


而 次 迁 代 的 概念 还 没有 被 严格 定义 ， 基于 类 似 的 原 


多 个 对 象 所 构成 的 集合 概念 , 因 
前 能 否 确保 整个 过 程 的 严谨 


n 个 对 和 象 构成 的 集合 ; 这 需要 把 上 述 结构 碗 代 “ 


因 , 我 们 还 无 法 定义 由 


2 


显然 » 某 些 全 


子 集 的 概念 。 


定义 3.1.15( 子 集 ) 设 4 和 B 都 是 集合 , 我 们 称 4 是 B 的 子 集 ， 
个 元 素 都 是 B 中 的 元 素 , 即 
F 意 的 对 象 x, zeE A 一 >rEB 
4 是 B 的 真子 集 


A CB, 当日 仪 当 


如 果 ACB 并 且 Az 


4 的 每 一 


对 人 
BB, 为 


够 构造 出 人 有 
起 来 比 其 他 集合 要 大 。1 


了 么 我 们 称 


为 这 需要 对 两 集合 并 得 
性 尚 不 清楚 


集 公理 办 代 无 


类 推 。 另 外 , 对 任意 给 


定 的 自然 数 w， 
Nn 次 ”， 然 
无 穷 
目 


穷 多 次 , 而 


楚 。 后 面 我 们 会 介绍 集合 论 的 一 些 其 


E 意 大 的 


J 


至 是 无 穷 大 的 集合 。 


E 式 建立 这 种 概念 的 


他 公理 ， 


一 种 方法 是 引入 


并 记 作 


， 记 作 AGB。 


3.1 基础 知识 :33. 


注 3.1.16 因为 上 面 的 定义 中 只 包含 了 相等 的 概念 以 及 “是 ……… 的 元 素 ” 的 
关系 ， 而 这 两 者 都 遵守 替换 公理 ， 所 以 子 集 的 概念 也 自动 地 遵守 蔡 换 公理 。 于 是 ， 


璧 如若 A4C B 并 且 4 = A', 那么 


ACB, 


例 3.1.17 我 们 有 {1,2,4} C {1,2,3,4,5}, 这 是 因为 {1,2,4} 中 的 每 一 个 元 素 


都 是 {1,2,3,4,5} 中 的 元 素 。 事实 上 , 我 们 也 可 以 得 到 {1,2,4} CS {1,2,3,4,5},， 因 


为 集合 {1,2,4} 与 {1,2,3,4,5} 不 相等 。 给 定 任意 一 个 集合 4, 我 们 总 有 4 C 4 (为 


什么 ?) 和 gg CAC 为 什么 ? )。 


正如 下 面 这 个 命题 所 描述 的 那样 ， 


合 论 中 的 子 集 概念 类 似 于 数 系 中 “小 于 或 


等 于 ”的 概念 “更 精确 的 表述 参见 定义 8.5.1)。 


命题 3.1.18 (集合 的 包含 关系 使 集合 是 
AcCcB 并 HH BCO, 那么 ACO。 如果 ACB 并 日 BC A, 那么 4A = B。 最 后 ， 


如 果 ACB 并 且 BCC, 那么 4 


证 明 : 我 们 只 证 明 第 一 个 结论 。1 


EGO. 


偏 序 的 ) 设 A4、B、C 是 集合 。 如 果 


段 设 4C 好 并 且 BcC。 为 了 证 明 4C C， 


我 们 必须 证 明 4 中 的 每 一 个 元 素 都 是 C 中 的 元 素 。 那 么 取 4 中 任意 一 个 元 素 z， 


因为 4 cB, 所 以 zx 一 定 是 B 中 


的 元 素 。 又 


因此 4 中 的 每 一 个 元 素 实际 上 都 是 C 中 的 元 素 , 结论 得 证 。 


因为 BCC, 所 以 xz 是 C 中 的 元 素 。 


注 3.1.19 子 集 和 并 集 之 间 存 在 一 种 关系 ,参见 习题 3.1.7。 
注 3.1.20 子 集 关 系 CGC 和 小 于 关系 < 之 间 存 在 一 个 重要 的 区 别 。 给 定 任意 两 


个 不 同 的 自然 数 mn 和 m， 我 们 知道 其 中 一 个 会 比 男 外 一 个 小 (命题 2.2.13); 但 是 
给 定 两 个 不 同 的 集合 , 说 其 中 一 个 是 另外 一 个 集合 的 子 集 这 种 命题 通常 不 为 真 。 例 


如 , 令 4 := {2n :neN} 是 由 所 有 介 


自然 数 构成 的 集合 , 令 B := {2n 十 1:neN} 


是 由 所 有 奇 自然 数 构 成 的 集合 , 那么 4 和 B 彼此 互 不 为 对 方 的 子 集 。 这 就 是 我 们 
为 什么 说 集合 仅仅 是 偏 序 的 , 而 自然 数 却 是 全 序 的 (参见 定义 8.5.1 和 定义 8.5.3)。 


注 3.1.21 我 们 也 应 该 注意 到 子 集 关系 < 与 元 素 的 属于 关系 e 是 不 一 样 的 。 
数字 2 是 集合 位 ,2,3} 中 的 一 个 元 素 , 而 不 是 它 的 一 个 子 集 , 因此 2 se {1,2,3}, 但 


是 2 {1,2,3}。 事实 上 , 2 本 身 就 不 是 一 个 集合 。 反 过 来 ，{2} 是 集合 {1,2,3} 的 


个 子 集 , 而 不 是 元 素 , 所 以 {2} C {1,2,3}, 但 是 {2} 9 {1,2,3}。 这 里 的 关键 在 于 


数字 2 和 集合 {2} 是 不 同 的 对 象 。 把 集合 与 集合 中 的 元 素 区 分 开 来 非常 重要 ， 基 


为 集合 和 元 素 具 有 不 同 的 性 质 。 辟 如 ,能够 找到 一 个 含有 无 穷 多 个 元 素 的 集合 , 其 


中 每 一 个 元 素 都 是 有 人 穷 数 字 〈 自 然 数 集 N 就 


集合 , 它 的 元 素 个 数 是 有 限 的 ,但 


i 是 这 样 的 例子 ), 也 能 够 找到 这 样 一 个 


是 每 个 元 素 都 是 由 无 穷 多 个 元 素 构成 的 集合 〈 例 


如 ,考虑 集合 {TN,Z,Q,R}, 该 集合 共有 四 个 元 素 且 每 一 个 元 素 都 是 由 无 穷 多 个 元 


素 构 成 的 集合 )。 
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现在 我 们 给 出 一 个 公理 , 它 能 够 让 我 们 轻松 地 构造 出 一 个 较 大 集合 的 子 集 。 
公理 3.5 (分 类 公理 ) 设 4 是 一 个 集合 , 对 任意 的 zs 4, 令 P(z) 表示 关于 
2 的 一 个 性 质 ( 即 P(x) 要 么 是 真 命题 , 要 么 是 假 命题 )。 那 么 存在 一 个 集合 ,， 记 作 
{Zz € A : P(x) 为 真 } (或 者 简 记 为 {zx es 4: P(xz)}), 该 集合 恰好 是 由 4 中 那些 使 
得 P(x) 为 真 的 元 素 z 构成 的 。 换言之 , 对 任意 的 对 象 y， 
y€ {rE 4A:P(z) 为 真 } < (y€ 4 并 且 P(y) 为 真 ) 
这 个 公理 也 被 称 为 分 离 公理 。 注意 , {z e 4 : P(x) 为 真 } 一 定 是 集合 4 的 一 个 
子 集 , (为 什么 ? ) 尽管 它 可 能 与 4 一 样 大 , 也 可 能 与 空 集 一 样 小 。 我 们 能 够 证 明 蔡 
换 公 理 适用 于 分 类 , 所 以 如 果 4= 4, 则 有 {xe A:P(zx)} = {xe€ A :P(z)}。( 为 
什么 ? ) 
例 3.1.22 令 5 := {112,3,45}， 那 么 集合 {ne53S:m<4 是 5 中 满足 
n < 4 为 真 的 元 素 ”构成 的 集合 , 即 {n e 5S :m < 4} = {1,2,3}。 类 似 地 ,集合 
{ne5S:n<7} 是 与 5S 自身 完全 相同 的 集合 , 而 {ne 5 :n<1} 是 空 集 。 
有 时 我 们 用 {z es 4|P(z)} 来 代替 {x se 4 : P(x)}, 当 用 冒号 “: ”表示 其 他 含 
义 时 , 这 种 新 写法 就 有 用 了 。 例如 , 用 冒号 来 表示 一 个 函数 f : 关 一 Y 的 值 域 和 定 
义 域 。 
我 们 可 以 利用 分 类 公理 去 进一步 定义 集合 上 的 一 些 运算 ， 即 求 交 集 和 差 集 。 
定义 3.1.23〈 交 集 ) 两 个 集合 的 交集 Sn 52 被 定义 为 下 面 这 样 一 个 集合 : 
Si1NMS2 := {% € S51:7€ S52} 
即 Sn 5s 是 由 所 有 同时 属于 S51 和 5 的 元 素 构成 的 。 于 是 对 任意 的 对 象 z， 
rESNMS rEeSHresS, 


注 3.1.24 注意 ， 这 个 定义 是 明确 的 〈 也 就 是 说 ， 该 定义 遵守 替换 公理 ， 参 
见 A.7 太 ), 因为 它 是 用 那些 更 加 原始 的 运算 来 定义 的 , 并 且 我 们 已 经 知道 这 些 更 原 
始 的 运算 遵守 替换 公理 。 类 似 的 注释 适用 于 本 章 后 面 的 定义 , 而 且 通 常 将 不 再 明 胡 
提 及 。 

例 3.1.25 我 们 有 {1,2,4} {2,3,4} = {2,4}, {1,2}n{3,4} = 2, {2,3}Ug = 
{2,3} 以 及 {2,3}ng= 8。 

注 3.1.26 顺便 提 一 下 ,对 于 词语 中 的 “和 ”我 们 要 小 心 使 用 。 根据 上 下 文 ， 
它 有 时 候 表 示 并 集 , 而 有 时 候 表示 交集 ,非常 容易 混淆 。 例 如 ,如果 有 人 谈 到 “ 男 
孩 和 女孩 ”的 集合 , 那么 他 的 意思 是 男孩 组 成 的 集合 与 女孩 组 成 的 集合 的 并 集 , 但 
是 如 果 有 人 提 到 同时 满足 单身 和 男性 这 两 个 条 件 的 人 组 成 的 集合 ， 那么 他 的 意思 
就 是 单身 人 士 组 成 的 集合 与 男性 组 成 的 集合 的 交集 。( 你 能 否 弄 清楚 决定 什么 时 候 


LU 


3.1 基础 知识 .35， 


“和 ”表示 并 集 以 及 什么 时 候 “ 和 ”表示 交集 的 语法 规则 ? ) 另 一 个 问题 是 “和 ”也 


表示 相 加 , 例如, 我 们 可 以 说 “2 与 3 
合 {3} 的 元 素 构成 了 


这 确实 容易 混淆! 原因 之 一 在 于 我 们 


Ar 呈 站 目 . 台 


符号 总 是 能 够 准确 清晰 地 表述 意 


的 和 是 5” 也 可 以 说 “集合 {2} 的 元 素 和 集 


集合 {2,3}”, 还 有 “在 {2} 和 {3} 中 的 元 素 构成 了 集合 g”。 


币 数 学 符号 来 代替 像 “ 和 ”这 样 的 词语 。 数 学 


型 


而 想 要 真正 了 解 某 个 词语 所 表达 的 涵义 , 我 们 


必须 非常 仔细 地 阅读 上 下 文才 行 。 
如 果 4n B= &, 那么 称 集合 4 和 B 是 不 相交 的 。 注 意 ， 这 个 概念 与 不 相等 
( 即 和 4 关 B) 是 下 


个 不 同 的 概念 。 例 如, 集合 {1,2,3} 和 {2,3,4} 是 不 相等 的 (存在 


元 素 属 于 其 中 一 个 集合 , 但 不 属于 另 
为 它们 的 交集 是 非 空 集合 )。 同时 , & 与 g 是 不 相交 的 , 但 并 非 是 不 相等 的 。( 为 什 


人 么 ? ) 


外 一 个 集合 ), 但 是 它们 并 非 是 不 相交 的 ( 因 


定义 3.1.27 ( 差 集 ) 给 定 两 个 集合 4 和 B, 我 们 定义 集合 4 一 B 或 4\B 是 


须 如 此 。 


4 中 所 有 不 


下 


属于 B 的 元 素 组 成 的 集合 。 


A\B:={rxeA:r¢B} 
例如 ，{1,2,3,4} \ {2,4,6} = 全 ,3}。 在 很 多 情况 下 , B 是 4 的 一 个 子 集 , 但 并 非 必 


现在 我 们 给 出 并 集 、 交 集 和 差 集 
命题 3.1.28 (集合 构成 布尔 代数 ) 设 4、B、C 都 是 集合 ， 令 X 表示 包含 
4A、B、C 作为 其 子 集 的 集合 。 


rt 
So 


WO 
[en 


) (最 大 元 ) 我 人 


) “交换 律 ) 我 人 


(结合 得 


(AUB)N(AUC)., 
(g) (分 拆 法 ) 我 们 有 AU(X\A4A)=X 和 AN(X\A4)=%。 


(h) ( 德 ”摩根 定 和 


(X\A)U(X\B). 


注 3.1.29 德 摩根 定 得 


的 名 字 来 命名 的 , 他 把 这 些 定 律 确定 
证 明 : 参见 习题 3.1.6。 


注 3.1.30 


读者 可 能 会 注意 到 如 


的 一 些 基本 性 质 。 


a) 〈 最 小 元 ) 我 位 有 4UZg=4 和 4ng= 2。 
] 有 4UX=X 和 4nX=4。 
c) (恒等式 ) 我 人 有 4n4=4 和 4uU4=4。 
J 有 AUB=BUA 和 ANB=BNA。 
) EE) 我 们 有 (A4UB)UC = AU(BUOC) 和 (A4NB)NC= 4n(BncC)。 
) “分 配 律 ) 我 位 有 4n(Bu 


0)= (4NBU(ANC) 和 AU(BNC)= 


EE) 我 们 有 X\(A4UB)=(X\A)N(X\B) 和 X\(ANB)= 


是 以 逻辑 学 家 奥 古 斯 塔 斯 德 摩根 (1806 一 1871) 


为 集合 论 的 基本 定律 之 一 。 


E 上 面 这 些 定律 中 , U 和 之 间 以 及 和 和 人 包 
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之 间 存 在 一 定 的 对 称 性 。 这 是 关于 对 偶 性 的 一 个 例子 。 所 谓 对 偶 性 是 指 两 种 不 同 
的 性 质 或 者 两 个 不 同 的 对 象 彼此 对 偶 。 在 现在 这 种 情况 下 , 对 偶 性 表现 为 互补 关系 
4rXN\4; 德 摩根 定律 确定 这 种 关系 是 把 并 集 转 换 为 交集 ， 且 反之 亦 然 〈 同 
样 , 它 也 对 X 和 gg 做 这 样 的 转换 )。 上 面 这 些 定律 被 统称 为 布尔 代数 定律 ， 该 定 
律 是 以 数学 家 乔治 ”布尔 (1815 一 1864) 的 名 字 来 命名 的 。 另 外 ， 这 个 定律 也 可 以 
应 用 到 除了 集合 之 外 的 许多 其 他 对 象 上 , 它 在 逻辑 学 中 有 着 特别 重要 的 作用 。 

虽然 现在 我 们 已 经 积累 了 有 关 集 合 的 大 量 公 理 和 结果 , 但 是 还 有 许多 事情 没 
办 法 做 到 。 关 于 和 集合， 我们 想 要 做 的 一 件 最 基本 的 事 就 是 取出 集合 中 的 每 一 个 元 
素 ， 并 按照 革 种 方式 把 每 个 元 素 都 转换 成 另外 的 新 对 象 。 例 如 ， 我 们 希望 从 一 
个 数 集 {3,5,9} 开始 ， 把 该 集合 中 的 每 个 元 素 进行 增长 ， 从 而 构造 出 一 个 新 集合 
{4, 6,10}。 直 接 利 用 之 前 学 过 的 公理 是 无 法 做 到 这 件 事 的 ， 因 此 我 们 需要 一 个 新 


公理 。 
公理 3.6〈 蔡 代 ) 设 4 是 一 个 集合 , 对 任意 的 ze 4 和 任意 的 一 个 对 象 y, 假 
设 存在 一 个 关于 x 和 y 的 命题 P(z,y) 使 得 对 任意 的 z e 4， 最 多 能 够 找到 一 个 
y 使 得 P(x,y) 为 真 。 那 么 存在 一 个 集合 {y : P(z,y) 对 某 ze 4 为 真 } 使 得 对 任意 
的 对 象 >， 
z €E {fy :P(x,y) 对 某 xe 4 为 真 } < 对 某 ze 4，P(z,z) 为 真 
例 3.1.31 令 4 := {3,5,9}, 并 且 设 P(x,y) 表示 命题 y = z++， 即 y 是 紧 
跟 在 x 之 后 的 那个 数 。 观察 可 知 , 对 任意 一 个 ze 4, 只 有 一 个 y 使 得 P(x,y) 为 
真 。 具体 地 ， 就 是 紧 跟 在 z 之 后 的 那个 数 。 于 是 ， 上 面 的 公理 断定 集合 {y : y = 
Zz 十 十 对 某 x € {3,5,9} 为 真 } 是 存在 的 。 此 时 ， 上 述 集 合 显 然 就 是 {4,6,10}。( 为 
什么 ?) 


例 3.1.32 令 4 := {3,5,9}, 设 P(x,y) 表示 命题 y= 1。 那 么 同样 , 对 任意 的 
ZE 4, 只 有 一 个 y 使 得 P(x,y) 为 真 ,具体 地 , 就 是 数字 1。 此 时 , {y :yy= 工 对 某 z < 
{3,5,9} 为 真 } 就 是 单元 素 集 {1}, 我 们 已 经 把 原始 集合 4 中 的 每 一 Dt 5、9 
都 用 同一 个 元 素 1 来 代替 。 因 此 , 这 个 相当 无 聊 的 例子 告诉 我 们 , 通过 上 述 公 理 得 
到 的 集合 可 以 比 原始 集合 更 “小 ”。 

我 们 经 常 把 形 如 


{y: 对 某 x € A 有 wy = f(x)} 
的 集合 简写 为 {f(z) : ze 4} 或 者 {f(z)|z e 4}。 例如， 车 4 = {3,5,9}， 那 么 
{Zz 十 十 :xz € 4A} 就 是 集合 {4,6,10}。 我 们 当然 可 以 把 替代 公理 和 分 类 公理 合并 在 
一 起 使 用 。 例 如 , 按照 下 面 的 过 程 构造 类 似 于 {f(z) : x €e 4 是 P(x) 为 真 } 的 集合 。 
从 集合 4 开始 , 利用 分 类 公理 构造 集合 {x e 4 : P(x) 为 真 }， 然 后 使 用 替代 公理 
构造 出 集合 {f(x) :ze4 且 P(z) 为 真 }。 于 是 壁 如 有 {fn 十 十 :ne {3,5,9} Hn < 


3.1 基础 知识 .37.， 


6} = {4,6}。 
在 我 们 的 许多 例子 中 , 都 隐 舍 地 假设 了 自然 数 实际 上 就 是 对 象 。 对 此 我 们 给 出 
下 面 的 正式 叙述 。 
公理 3.7 (无穷 大 ) 存在 一 个 集合 N, 它 的 元 素 被 称 为 自然 数 。 对 象 0 在 N 中 ， 
且 由 每 一 个 自然 数 n e N 所 指定 的 满足 皮 亚 诺 公理 (公理 2.1~2.5) 的 对 象 见 十 十 
也 在 N 中 。 
这 是 假设 2.6 更 加 正式 的 表述 。 它 被 称 为 无 穷 大 公理 , 因为 它 引 入 了 无 穷 大 集 
合 一 个 最 基本 的 例子 , 也 就 是 自然 数 集 N (我 们 将 在 3.6 节 正 式 曾 述 有 穷 大 和 无 穷 
大 的 意思 )。 我 们 从 无 穷 大 公理 中 能 够 看 出 , 像 3、5、7 等 这 样 的 数 确实 是 集合 论 
中 的 对 象 ,从 而 (根据 双 元 素 集 公理 和 两 集合 并 集 公 理 ) 我 们 的 确 可 以 合法 地 构造 
如 {3,5,9} 这 样 的 集合 ， 就 像 在 之 前 的 例子 中 我 们 做 过 的 那样 。 
我 们 必须 区 分 清楚 “集合 ”的 概念 以 及 “集合 中 元 素 ” 的 概念 。 例 如 ， 集 合 
{十 3:nE€EN,0 <n<5} 与 表达 式 或 函数 n 十 3 并 不 相同 。 我 们 通过 下 面 的 例子 
来 强调 这 一 点 。 
例 3.1.33《〈 非 正式 的 ) 这 个 例子 需要 用 到 减法 的 概念 , 但 是 目前 我 们 还 没有 
正式 介绍 减法 。 下 面 两 个 命题 
{n+i+3:neEN,0<ng<5}={8—n:neEN,0<n<5} (3.1) 
成 立 ( 见 下 文 ), 尽管 对 任意 的 自然 数 n, 表达 式 n +3 和 8 一 n 都 绝 不 可 能 相等 。 
所 以 当 你 谈论 集合 时 ， 记 住 要 使 用 大 括号 {}， 这 可 以 避免 你 偶然 地 把 集合 与 其 元 
素 混 淆 。 这 种 反 直 观 情形 的 原因 之 一 是 字母 n 在 式 (3.1) 的 两 端 是 以 两 种 不 同 的 方 
式 来 使 用 的 。 为 了 阐明 这 种 情形 ， 我 们 把 字母 ”替换 成 字母 m 来 重新 书写 集合 
{8 一 n:neEN,0<n<5}, 于 是 我 们 得 到 {8 一 m :meN,0 < m5}。 它 与 之 前 
的 集合 完全 相等 , (为 什么 ? ) 因此 我 们 能 够 把 式 (3.1) 重新 写成 : 
{n+3:nEN,0<ng<5}={8—m:méeEN,0<m < 5} 
现在 很 容易 看 出 (利用 定义 3.1.4) 为 什么 该 等 式 为 真 : 每 一 个 形 如 n 二 3 的 数 (其 
中 nn 表示 0 与 5 之 间 的 自然 数 ) 也 可 以 写成 8 一 m 的 形式 , 其 中 mm := 5 一 n ( 注 
意 m 也 是 0 到 5 之 间 的 自然 数 )。 反 过 来 , 每 一 个 形 如 8 一 m 的 数 (其 中 mm 表示 
0 与 5 之 间 的 自然 数 ) 也 可 以 写成 n+3 的 形式 , 其 中 := 5 一 m (注意 nn 也 是 
0 到 5 之 间 的 自然 数 )。 观 察 一 下 ,如果 我 们 没有 事先 把 n 蔡 换 成 m，, 那么 上 面 对 
式 (3.1) 的 解释 将 会 更 加 让 人 困惑 ! 


习 题 


3.1.1 证 明定 义 3.1.4 中 “相等 ” 的 定义 是 自 反 的 、 对 称 的 和 可 传递 的 。 
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3.1.2 ”只 利用 定义 3.1.4、 公 理 3.1、 公 理 3.2 和 公理 3.3 证 明 集 合 g、{g}、{{8}} 和 
{2,{c}} 是 互 不 相同 的 集合 ( 即 任意 两 个 集合 彼此 互 不 相等 )。 
3.1.3 ”证 明 引 理 3.1.13 剩 ] 


3.1.4 ”证 明 命 题 3.1.18 剩 下 的 论述 。 
3.1.5 设 A 和 B 是 集合 , 证 明 命题 A4CB、AUB=B 和 ANB= A 在 逻辑 上 是 等 价 的 


(其 中 任意 一 个 命题 都 蕴涵 着 其 余 两 个 命题 )。 

3.1.6 ”证 明 命 题 3.1.28。( 提 示 : 我 们 可 以 用 其 中 的 一 些 论述 去 证 明 另 一 些 论述 。 有 些 论述 曾 

在 引 理 3.1.13 中 出 现 过 。) 

3.1.7 设 4、B、C 都 是 集合 , 证 明 ANnBCA 和 ANBCB。 更 进一步 地 , 证 明 CCA 

C CB, 当 目 仅 当 C C ANB。 类似 地 , 证明 A4CAUB 和 BCAUB, 有 Hi 
步 证 明 ACC 且 BCO, 当日 仅 当 AUBCCO.， 

3.1.8 ” 设 A 和 B 是 集合 , 证 明 吸收 率 4n(4uB)=4 和 4u(4nEB)= 4。 

3.1.9 令 A、B、X 表示 集合 , 并且 它们 满足 4UB=X 和 4n 刀 =gG。 证 明 4=XNB 
和 B=X\ 4。 

3.1.10” 设 A 和 B 是 集合 , 证 明 三 个 集合 A\ B、ANB 和 B\ A 是 不 相交 的 , 并 且 它 们 的 

并 集 是 AUB。 

3.1.11 证 明 替 代 公 理 能 够 推导 出 分 类 公理 。 


3.2 “罗素 悖 论 〈 选 学 ) 


上 一 节 中 介绍 的 许多 公理 有 一 个 相似 的 特点 : 都 让 我 们 能 够 把 具有 某 个 特征 
的 全 体 元 素 组 成 一 个 集合 。 这 些 公理 看 起 来 都 可 信 , 而 且 有 人 可 能 认为 它们 可 以 被 
统一 起 来 。 例如 通过 引入 下 面 的 公理 统一 起 来 。 

公理 3.8 (万 有 分 类 ) (和 危险 !) 假设 对 任意 的 对 象 z， 存 在 关于 x 的 性 质 
P(x) (于 是 对 每 一 个 zx，P(z) 要 么 是 真 命题 , 要 么 是 假 命题 )。 那 么 存在 一 个 集合 
{x : P(x) 为 真 } 使 得 对 任意 的 对 象 y， 
ye {zx : P(z) 为 真 } > P(y) 为 真 

这 个 公理 也 被 称 作 概 括 公 理 。 它 断定 每 一 个 性 质 都 对 应 一 个 集合 。 如 果 承 认 了 
这 个 公理 , 我 们 就 能 够 谈论 一 切 蓝 色 物 体 所 构成 的 集合 、 全 体 自 然 数 所 构成 的 集合 
以 及 一 切 集合 所 构成 的 集合 , 等 等 。 这 个 公理 同时 也 蕴涵 了 上 一 节 中 的 大 部 分 公理 
(习题 3.2.1)。 遗憾 的 是 这 个 公理 不 能 被 引入 到 集合 论 中 , 因为 它 导 致 了 一 个 逻辑 上 
的 矛盾 , 即 罗 素 悖 论 , 这 个 悖 论 是 由 哲学 家 和 逻辑 学 家 伯 特 兰 “” 罗 素 (1872 一 1970) 
在 1901 年 发 现 的 。 该 悖 论 如 下 。 令 P(z) 表示 下 述 命题 : 

Pl(z) “7z 是 一 个 集合 , 并 且 z gz2” 

也 就 是 说 ,只 有 当 z 是 一 个 不 包含 自身 的 集合 时 ，P(z) 才 为 真 。 例 如, P({2,3,4}) 
为 真 ， 因 为 集合 {2,3,4} 不 是 {2,3,4} 所 包含 的 三 个 元 素 2、3、4 中 的 任何 一 个 。 
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此 外 ， 如 果 令 3 表示 由 所 有 和 集合 构成 的 集合 (根据 万 有 分 类 公理 可 知 ，S 是 存在 
的 ), 由 于 3 自身 就 是 一 个 集合 , 那么 它 就 是 5 中 的 一 个 元 素 ， 从 而 得 到 P(5) 为 
假 。 现在 利用 万 有 分 类 公理 来 构造 这 样 一 个 集合 : 

Q := {zx : P(x) 为 真 } = {x :x 是 一 个 集合 , 日 x 4 xz} 

即 由 所 有 不 包含 自身 的 集合 构成 的 集合 。 现 在 问 一 个 问题 : Q 是 否 包含 自身 ? 也 
就 是 说 , Q e Q 是 否 成 立 ? 如 果 Q 包含 自身 ,那么 根据 定义 可 知 ， 这 意味 着 P(O) 
为 真 , 即 9 是 一 个 集合 且 Q & QQ。 另外 ,如果 Q 不 包含 自身 ， 那 么 P(0) 将 会 关 
真 , 从 而 Qe Q。 因 此 无 论 是 哪 一 种 情况 , 我 们 都 能 得 到 Q e 9 和 Q gq 9, 这 是 荒 


上 述 公理 存在 的 问题 是 它 构 造 的 集合 都 “过 大 ”。 例如 , 我 们 可 以 利用 该 公理 
去 谈论 由 一 切 对 象 所 构成 的 集合 〈 即 所 谓 的 “万 有 集 ”) 。 因 为 集合 本 身 就 是 对 象 
(公理 3.1), 所 以 这 意味 着 集合 可 以 包含 自身 , 这 种 说 法 就 有 些 没 头 脑 了 。 非 正式 
地 解决 此 事 的 一 种 方法 是 , 考虑 把 对 象 按照 一 定 的 层次 结构 进行 排列 。 在 层次 结构 
最 底层 的 是 原始 对 象 一 一 那些 不 是 集合 的 对 象 ”， 如 自然 数 37。 在 层次 结构 下 一 级 
中 存在 一 些 集合 , 这些 集 合 的 元 素 只 能 是 原始 对 象 , 如 {3,4,7} 或 空 集 g; 目前 我 
们 和 暂且 称 这 些 集合 为 “原始 集合 ”。 然 后 就 是 那些 上 只 能 由 原始 对 象 和 原始 集合 来 构 
成 的 集合 ， 如 {3,4,7,{3,4,7}}。 接 下 来 我 们 可 以 进一步 地 利用 这 些 对 象 来 构造 集 
合 , 以 此 类 推 。 关键 是 在 层次 结构 的 每 一 个 层级 中 , 我 们 只 能 看 到 那些 由 更 低层 级 
的 对 象 构造 出 的 集合 , 因此 无 论 在 哪个 层级 中 我 们 都 无 法 构造 出 包含 自身 的 集合 。 

对 上 述 对 象 层级 结构 的 直观 感觉 进行 正式 的 描述 是 非常 复杂 的 ， 在 这 里 我 们 
不 展开 。 我 们 将 简单 给 出 一 个 公理 ， 这 个 公理 将 确保 像 罗 素 悖 论 这 样 的 悖 论 不 会 
出 现 。 

公理 3.9《〈 正 则 性 ) 如 果 4 是 一 个 非 空 集合 , 那么 4 中 至 少 存在 一 个 元 素 z 
满足 : z 要 么 不 是 集合 , 要 么 与 4 不 相交 。 

这 个 公理 (也 被 称 作 基 础 公理 ) 的 要 点 在 于 它 断 定 了 4 中 至 少 有 一 个 元 素 位 
于 对 象 层级 结构 中 非常 低 的 层级 ， 以 至 于 该 元 素 不 包含 4 中 的 其 他 任何 元 素 。 例 
如 , 若 4 = {{3,4}, {3,4, 人, 分 入 ,那么 元 素 {3,4} e 4 但 不 包含 4 中 其 他 任何 元 素 
(3 不 在 4 中 , 4 也 不 在 4 中 ), 尽管 位 于 层次 结构 中 更 高 层级 的 元 素 {3,4, {3, 4}} 
的 确 包含 了 4 中 的 元 素 {3,4}。 由 该 公理 推出 的 一 个 结论 是 集合 不 能 包含 自身 ( 习 
题 3.2.2)。 

人 们 有 理由 提出 这 样 一 个 问题 : 在 集合 论 中 , 我 们 是 否 真 的 需要 这 个 公理 ? 因 
为 它 的 确 不 如 我 们 学 过 的 其 他 公理 直观 。 从 分 析 研 究 的 目的 来 说 , 这 个 公理 事实 上 
完全 没有 必要 。 在 分 析 理 论 中 , 我 们 所 考察 的 一 切 集合 都 位 于 对 象 层次 结构 非常 低 


@ 在 纯粹 集合 论 中 , 不 存在 原始 对 象 , 但 是 在 层次 结构 的 下 一 级 中 存在 一 个 原始 集合 必 。 
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域 Y 上 确定 的 函数 f : X 一 了 为 下 述 事物 。 对 卫 


象 。 因 


个 万 有 集合 , 那么 公 玫 


丰 


3.8 前 


公理 。 
.2.2 术 


S 
AN 


) 注意 ， 如 果 存 
日 矛盾 。 


切 对 象 所 构成 的 “万 有 集合 ”Q ( 即 对 
公理 3.8 为 真 ， 那么 就 存在 一 个 万 有 集合 ; 反之 ， 
为 真 。( 这 或 许 就 解释 了 为 


i 
ER 个 


十 么 公理 3.8 被 称 


yp 


外 


八 


年 王 个 为 
因此 , 基础 公理 


有 


二 人 
人 和 口 o 


E 式 地 说 , 从 集合 


合 2， 那么 利用 


3.1 可 知 De 9， 


公 二 


信人 


明确 排除 了 万 有 分 类 公理 。 


日 , 我 们 还 需要 从 一 个 集合 
X 到 集合 Y 的 一 个 函数 请: 和 一 并 


2 都 指定 了 集合 Y 中 的 一 个 单个 的 元 
7” ) f(x) 与 之 对 应 的 运算 。 在 前 一 章 中 讨论 自然 数 的 时 候 ， 我 们 已 经 
正式 的 定义 如 下 。 


令 P(x,y) 表示 关于 对 象 ze X 和 对 


P(z,y) 满足 对 于 任意 的 z eX, 恰好 存在 一 个 ye Y 


Y 与 


对 应 ， 并 且 f(x) 


F 给 定 的 任意 输入 ze X，f 指定 
是 使 得 P(z, f(x)) 为 真 的 唯一 一 个 对 


y= jz) < P(z,y) 为 真 


根据 上 下 文 , 函数 也 被 称 为 映射 或 者 变换 。 有 了 时候 函 数 也 被 称 为 态 射 , 虽然 按 


照 更 精确 的 说 法 ， 态 射 涉及 的 是 更 加 一 般 的 
数 , 也 可 能 不 相当 于 函数 , 这 要 依据 上 下 文 来 决定 。 

例 3.3.2 令 X=N, 工 =N,， 并 且 令 P(x,y) 表示 性 质 y= zz 十 十。 那么 对 任 
意 一 个 ze N, 恰好 存在 一 个 y 使 得 P(x,y) 为 真 , 即 有 yy = 十 十 。 于 是 我 们 可 以 
定义 与 该 性 质 有 关 的 一 个 函数 f :N 一 N, 使 得 对 任意 的 x 有 f(x) = zz 十 十 ; 这 就 
是 定义 在 N 上 的 增长 函数 , 它 把 一 个 自然 数 作为 输入 , 然后 返回 它 增长 之 后 的 数 
字 并 输出 。 例如, f(4) = 5, f(2n 十 3) = 2n 十 4, 以 此 类 推 。 人 们 或 许 还 希望 定义 一 
个 与 性 质 P(z,y)(P(z,y) 被 定义 为 y 十 十 = z) 有 关 的 减少 函数 g:N 一 N, 也 就 
是 说 , g(z) 是 经 过 增长 之 后 输出 值 为 x 的 数 。 遗憾 的 是 , 这 无 法 定义 一 个 函数 , 原 


类 对 象 ， 它们 实际 上 可 能 相当 于 函 


因 在 于 当 x = 0 时 , 不 存在 自然 数 y 使 得 y 增长 之 后 的 数字 等 于 z〈 公 理 2.3)。 另 
外 , 我 们 能 够 合理 地 定义 这 样 一 个 与 性 质 P(z,y) CP(z,y) 被 定义 为 y 十 2) 有 
关 的 减少 函数 h: N \ {0} 一 N， 因 为 利用 引 弄 
实 恰好 存在 一 个 自然 数 y 使 得 y 十 + = z。 例 
但 因为 0 不 在 定义 域 N\{0} 中 , 所 以 h(0) 无 


2.2.10 可 知 , 当 zENAN{0O} 时 ，, 虱 
如 , Ap( 人 =3 和 jn 二 3)=27 十 2， 


定义 。 


例 3.3.3 〈 非 正式 的 ) 这 个 例子 需要 用 到 实数 系 及 , 我 们 将 在 第 5 章 中 给 出 实 
数 系 的 定义 。 人 们 会 尝试 定义 与 性 质 P(z,y) 有 关 的 一 个 平方 根 函 数 yy : R 一 了， 
其 中 P(z,y) 被 定义 为 刀 = z。 也 就 是 说 , 我 
数字 y。 但 遗憾 的 是 , 这 里 有 两 个 问题 使 得 该 定义 无 法 真正 构造 出 一 个 函数 。 第 一 


个 问题 是 存在 实数 > 使 得 P(z,y) 恒 为 假 ， 例 如 若 x = -1， 则 不 存在 实数 y 使 
得 好 = z。 然 而 这 个 问题 可 以 通过 把 定义 域 从 R 限制 到 右 半 轴 [0,+co) 上 来 解 
决 。 第 二 个 问题 是 即使 x € [0,+co)， 但 是 在 值 域 R 上 有 可 能 存在 不 止 一 个 y 使 


门 希 望 Vz 等 于 某 个 满足 好 =z 的 


得 刀 = zx, 例如 车 x = 4 则 wy = 2 和 w = -2 都 遵守 性 质 P(x,y)， 即 +2 和 
一 2 都 是 4 的 平方 根 。 而 这 个 问题 可 以 通过 把 


直 域 从 R 限制 到 [0,+co) 上 来 解决 。 


一 旦 做 了 上 述 这 些 事情 ， 我 们 就 可 以 利 上 


关系 式 y= zx 正确 地 定义 平方 根 函 数 


V: [0, +00) 一 [0,+oco)。 因此 ，Vz 就 是 唯 


满足 y= 二 的 数 ye[0,+co)。 


定义 一 个 函数 通常 只 需要 确定 该 函数 的 定义 域 、 值 域 以 及 如 何 从 每 一 个 输入 
2 产生 它 所 对 应 的 输出 f(z)， 这 就 是 函数 的 显 式 定义 。 壁 如， 例 3.3.2 中 的 函数 


f 是 这 样 被 显 式 定义 的 :，f 的 定义 域 和 值 域 都 等 于 N， 并 且 对 任意 的 ze N 有 


f(z) :=Z 十 十 。 另 一 种 定义 函数 了 的 方法 是 , 只 确定 是 什么 样 的 性 质 P(z,y) 把 输 
入 z 和 输出 f(z) 联系 起 来 , 这 就 是 函数 的 隐 式 定义 。 辟 如 , 在 例 3.3.3 中 ,通过 硬 


| 


定 关系 式 (Vz)? = z 隐 式 地 定义 了 平方 根 函数 Vz。 注 ; 


意 , 只 有 当 我 们 能 够 确定 对 


每 一 个 输入 都 恰好 存在 一 个 输出 使 得 隐 式 关系 成 立时 , 隐 式 定义 才 是 有 效 的 。 在 很 


多 情况 下 , 我 们 为 了 简洁 而 不 指明 函数 的 定义 域 和 值 域 ， 从 而 我 们 可 以 像 例 3.3.2 


. 42 ， 3 章 集合 


论 


中 那样 把 函数 f 写成 “函数 f(z) := 2 十 十 ”“ 隙 数 z 忆 十 十 ”“ 隙 数 z 十 十 ”或 者 


域 和 值 域 是 什么 很 重要 。 


极其 简 尘 地 记 作 “二 +”。 但 是 过 于 简洁 的 写法 是 危险 的 , 有 时 知道 一 个 函数 的 定义 


观察 可 知 ， 函 数 遵守 替换 公理 : 如 果 z = z'， 那么 f(z) = jz')。( 为 什么 ? ) 


换言之 , 相等 的 输入 列 涵 首相 等 的 输出 , 但 是 不 相等 的 输入 未 必 能 


输出 ， 璧 如 下 面 这 个 例子 。 


例 3.3.4 令 X=N,Y=N, 


保有 不 相等 的 


且 P(z,y) 表示 性 质 y = 7。 那 么 对 每 一 个 


z € N, 一 定 恰好 存在 一 个 y( 即 数字 7) 使 得 P(xz,y) 为 真 。 于 是 我 们 可 以 构造 一 


个 与 该 性 质 相关 的 函数 f : N 一 N; 这 个 函数 是 简 
此 , 不 同 的 输入 产生 相同 输出 的 情况 的 6 


入 x e N 都 指定 输出 f(x 
发 生 。 


) = 7。 因 


单 的 常数 函数 ， 它 对 每 一 个 输 


可 能 


注 3.3.5 现在 我 们 用 圆 括号 () 来 表述 数学 中 一 些 不 同 的 事情 。 一 方面 , 我 们 


用 圆 括号 来 标明 运算 的 次 序 , 例如 比较 一 下 2 十 (3x4)=14 和 (2++3)x4=20; 男 
一 方面 , 我 们 用 圆 括号 把 函数 的 自 变 量 括 起 来 , 如 f(x), 或 者 把 某 个 性 质 的 自 变 量 
括 起 来 , 如 P(z)。 圆 括号 的 这 两 种 用 法 大 


E 上 下 文中 通常 不 会 被 混淆 。 例 如 a 是 一 


个 数 , 则 al + ec) 就 是 表达 式 a x (5b 十 co); 而 如 果 f 是 一 个 函数 , 那么 f(b 十 c) 就 


表示 当 和 输入 为 b+ c 时 了 的 输出 。 有 时 函数 的 自 变 


时 用 下 标 来 表示 以 代替 圆 括号 。 


例如 , 一 个 自然 数 的 序列 ao, at, aa aas，…… 严格 来 说 是 一 个 从 N 到 N 的 函数 , 但 


它 用 n 忆 an 的 方式 来 表述 ， 而 不 是 mm a(n)。 


注 3.3.6 严格 来 说 , 函数 不 是 集合 , 集合 也 不 是 函数 。 问 一 个 对 象 x 是 不 是 


茶 个 函数 的 元 素 是 无 意义 的 , 


巴 一 个 集合 4 应 用 到 某 个 输入 x 上 从 而 产生 输出 


4(z) 也 是 无 意义 的 。 男 外 ， 从 一 个 函数 f :XX 一 Y 开始 , 构造 出 能 够 完全 描述 该 


三 天 7 二 本 


函数 的 图 {(z, f(z)) : ze XX} 是 有 可 能 的 , 参见 3.5 市 。 


现在 我 们 定义 函数 的 一 些 基本 概念 ,第 


个 概念 就 是 相等 。 


定义 3.3.7 (函数 的 相等 〉 两 个 具有 相同 定义 域 和 值 域 的 函数 上 让: X 一 了 


和 9 : XX YY 被 称 为 是 相等 的 ， 记 作 /六 = g， 当 


f(x) = g(x)。( 如 果 f(x) 和 g(x) 对 于 某 些 x 是 相等 的 , 而 对 于 其 他 x 是 不 相等 的 ， 


那么 我 们 认为 f 和 g 是 不 
例 3.3.8 
的 。 函数 z 己 江 与 隐 数 工 


函数 zz2+27z 二 1 与 


日 仅 当 对 任意 的 ze X 均 有 


相等 的 。”) 


上 


此 ， 函 数 相等 的 概念 取决 


函数 z 一 (z 十 1)? 在 定义 域 R 上 是 相等 
是 相等 的 , 但 在 及 上 是 不 相等 的 。 


@ 在 第 19 章 中 , 我 们 将 引入 一 个 比 相等 更 弱 的 概念 , 即 两 个 函数 几乎 处 处 相等 的 概念 。 


例 3.3.9 函数 的 一 个 相当 无 聊 的 例子 是 从 空 集 到 任意 一 个 集合 X 的 空 函 数 
f :G 一 X。 因 为 空 集 不 包含 任何 元 素 , 所 以 我 们 不 需要 确定 f 对 于 每 一 个 输入 是 
如 何 处 理 的 。 然而, 正如 空 集 是 集合 一 样 ， 空 函数 也 是 一 个 函数 , 尽管 它 并 不 是 特 
别 引 人 人 关注。 注意 , 对 于 每 一 个 集合 ,只 存在 唯一 一 个 从 名 到 X 的 函数 , 这 是 
因为 定义 3.3.7 断定 了 所 有 从 台 到 X 的 函数 都 是 相等 的 。( 为 什么 ? ) 

这 种 相等 的 概念 遵守 一 般 的 公理 (习题 3.3.1) 。 

关于 函数 的 一 个 可 执行 的 基本 操作 是 复合 。 

定义 3.3.10 (复合 ) 令 f:X 一 Y 和 g:Y 一 2 为 两 个 函数 , 并 且 满 足 f 的 值 
域 与 9 的 定义 域 是 同一 个 集合 。 那么 我 们 定义 两 个 函数 g 和 f 的 复合 gof :XX 一 2 
为 一 个 函数 , 并 由 下 面 的 式 子 来 显 式 定义 : 

(go f)(7) := g(f (72)) 
如 果 了 的 值 域 与 g 的 定义 域 不 一 致 ,那么 我 们 不 对 go f 做 定义 。 

容易 证 明 复 合 遵守 替换 公理 〈 习 题 3.3.1)。 

例 3.3.11 设 f:N 一 NN 为 函数 f(n) := 2n, 设 g:N 一 NN 为 函数 g(n) := 
nn 二 3。 那么 go 了 为 函数 

go f(n)= g(f(n)) = 9(2n) = 2n+3 
于 是 例如 , go f(1) = 5, go f(2) =7, 以 此 类 推 , 同时 ，f og 为 函数 
f og9n)= f(g9(n))= f+3)=2n+3)=2n+6 
于 是 例如 ，f og(1) = 8，j og9(2) = 10， 以 此 类 推 。 

上 面 的 例子 说 明了 复合 是 不 能 交换 的 ,， fog 和 gof 未 必 是 同一 个 函数 。 然而 
复合 仍 是 可 可 绪 号 合 的 。 

引 理 3.3.12 (复合 是 可 结合 的 ) 设 f:2 一 W、g:Y 一 ZF 和 hh:X 一 Y 是 三 
个 函数 , 那么 fo (goh) = (fog9)oh。 

证 明 : 因为 goh 是 从 义 到 2 的 函数 , 所 以 fo(goh) 是 从 XX 到 W 的 函数 。 类 
似 地 , 由 于 fog 是 从 Y 到 W 的 函数 , 从 而 (fog)oh 是 从 六 到 W 的 函数 ,于 是 
folgoh) 与 (fo09)oh 具有 相同 的 定义 域 和 值 域 . 为 了 证 明 它 们 是 相等 的 , 从 定义 
3.3.7 中 可 以 看 出 , 我 们 必须 证 明 对 任意 的 z € X, (fo (goh))(zx) = ((f 09)oh)(z) 
均 成 立 。 根据 定义 3.3.10 可 得 ， 

(fo (goh))(z)= f((g oh)(z)) 


44. 第 3 章 集合 论 


结论 得 证 。 


注 3.3.13 注意 , 在 表达 式 go f 中, 当 9 出 现在 广 的 左 侧 时 ， 函 数 go 就 
会 首先 使 用 最 右 端 的 函数 f, 然后 再 使 用 g。 在 刚 开始 的 时 候 这 经 常 引起 混淆 ,3 
发 这 种 问题 的 原因 在 于 我 们 总 是 习惯 于 把 函数 了 放 在 它 的 输入 z 的 左 侧 ， 而 非 右 
侧 。( 还 存在 其 他 可 替代 的 数学 符号 ,在 这 些 符号 中 国 数 被 放 在 了 输入 的 右 侧 ， 因 


而 我 们 用 zf 来 代 蔡 f(x), 但 是 这 种 符号 经 常 引 起 混淆 而 非 漆 清 事实 , 而 


为 止 并 没有 普及 。) 


到 


现在 我 们 描述 一 些 特殊 类 型 的 函数 : 一 对 一 函数 、 映 上 函数 和 可 逆 函 数 。 


目前 


定义 3.3.14 (一 对 一 函数 ) 如 果 函 数 了 把 不 同 的 元 素 映 射 到 不 同 的 元 素 : 


zz = f(z) #1(2) 


则 函数 f 是 一 对 一 的 (或 单 射 的 )。 即 如 果 函 数 了 满足 


f(t) =f(2) > 4 = 


则 函数 f 是 一 对 一 的 。 


例 3.3.15〔 非 正式 的 ) jp) := n? 定义 的 函数 f : Z 一 2Z 不 是 一 对 一 函 


数 ， 因 为 不 同 的 元 素 -1 和 1 被 映射 到 同一 个 元 素 1。 


有 关 。 


注 3.3.16 如 果 函 数 厂 : X 一 了 不 是 一 对 一 的 ， 导 


对 每 一 个 ye Y, 存在 zexX 使 得 


另外 ,如 果 我 们 把 这 个 函数 
限制 在 自然 数 集 上 ， 即 定义 函数 g:N 一 2 为 g(n) :=n2, 那么 现在 9 就 是 一 对 一 
函数 。 因此， 一 对 一 函数 的 概念 不 仅 取决 于 函数 是 如 何 作用 的 , 还 与 函数 的 定义 域 


Bb 么 在 定义 域 X 中 可 以 找到 
两 个 不 相等 的 元 素 > 和 x’ 使 得 f(z) = f(x')， 因 此 我 们 能 够 找到 被 映射 到 同一 个 
输出 的 两 个 输入 。 正 因 如 此 , 我 们 称 f 是 二 对 一 的 而 不 是 一 对 一 的 。 

定义 3.3.17( 映 上 函数 ) 如 果 f(X) = 工 , 即 Y 中 每 一 个 元 素 都 能 通过 f 对 
X 中 某 个 元 素 起 作用 得 到 , 那么 函数 f 是 映 上 的 (或 满 射 的 ): 


f(z)=Y 


例 3.3.18 〈 非 正式 的 ) 由 f(n) := n? 定义 的 函数 f : Z 一 Z 不 是 映 上 
限制 在 由 平方 数 构成 的 集合 


的 ， 因为 负数 不 在 f 的 象 中 。 但 是 如 果 我 们 把 值 域 Z 


4 := {nmn?2 :ne2Z} 上 , 那么 被 定义 为 g(n) :=72 的 函数 g:2Z 一 4 是 映 上 站 
映 上 函数 的 概念 不 仅 取 决 于 函数 是 如 何 作用 的 , 还 和 函数 的 值 域 是 什么 有 关 。 


的 。 


因此 ， 


注 3.3.19 单 射 和 满 射 在 许多 方面 是 互相 对 偶 的 ,一些 相关 的 依据 参见 习题 


3.3.2、 习 题 3.3.4 和 习题 3.3.5。 


定义 3.3.20( 双 射 函 数 ) 既是 一 对 一 的 又 是 映 上 的 函数 三 :和 一 了 也 被 称 为 


双 射 函数 或 可 逆 函 数 。 


成 立 (这 说 明 不 是 单 射 )。 现在 令 9 : {0,1} 一 人 2,3,4} 为 函数 g(0) 
因为 如 果 令 y = 4， 则 找 不 到 x 使 
射 )。 现在 把 函数 hh: {0,1,2} 一 {3,4,5} 定义 为 h(0) : 
么 是 一 个 双 射 , 这 是 因为 3、4、5 站 


那么 9 不 是 双 射 ， 


素 映 射 得 到 。 


例 3.3.22 由 jp) :=n 十 十 定义 自 
单 地 重申 了 公 于 
数 q:N 一 


A 


四 
的 函 


里 2.2、 公 到 
N 不 是 双 射 。 因 J 


有 2.3 和 公理 


得 
每 


的 , 还 和 冰 数 的 值 域 ( 和 定义 域 ) 有 关 。 


注 3.3.23 ”如果 函数 z P>* jz) 是 双 射 ， 那 么 有 
对 应 (不 要 与 一 对 一 函数 的 概念 混淆 )， 并 把 f 的 作用 记 为 
2Z hy f(z)。 于 是 壁 如 ， 上 述 例 子 中 的 也 

注 3.3.24 犯 的 错误 
X 中 任意 一 个 z, 在 Y 中 


个 例子 
个 输出 上 , 所 以 它们 仍 | 
如 果 f 是 一 个 双 财 ,那么 对 伯 
为 /是 满 射 , 所 以 至 少 存在 一 个 这 样 的 zx; 同时 又 


个 这 相 


一 个 请 
三 吊 


中 给 出 的 


日 是 


是 : 和 和 


恰好 存在 


一 个 


数 hh 是 一 一 对 应 0 


9g(z) = y (这 说 明 不 
二 3, h(1) := 4, h(2) := 5， 那 
Pp 的 每 一 个 元 素 都 恰好 


2， 


0、1、2 中 的 一 个 元 


的 函数 了 : N 一 N \ {0} 是 双 射 (事实 上 , 这 
E 2.4)。 男 外 ,具有 相同 定义 g(n) := n 十 十 
比 ， 双 射 函数 的 概念 不 仅 取 决 于 函数 是 如 何 作 


和 
时 我 们 称 f 是 全 匹配 或 一 一 
符号 zx 过 f(z) 而 不 是 


3,1oO4,20O5。 


切 地 说 , 这 仅仅 表明 / 
两 个 不 同 的 元 素 , 例如 , 我 们 无 法 得 到 一 个 使 得 f(0) = 1 上 有 
函数 f 和 g 都 不 是 双 射 ， 但 因 


函数 。 


们 称 六 :为 了 的 逆 。 


3.3.1 


宁 
果 f,f:X—Y 
设 f:X 一 Y 币 


习 


E 明 定义 3.3.7 中 “相等 ”的 定义 是 自 


是 


E 意 的 ye YY, 恰好 存在 一 个 z 使 得 f(x) = y〔 因 


函数 f : X 一 了 是 双 射 ， 当 且 仅 当 “ 对 
一 个 y 使 得 y= f(z)” 这 种 表述 
一 个 函数 。 函 数 不 能 把 一 个 元 素 映 射 成 


并 不 能 说 明 让 


| f(0) = 2 的 函数 f。 上 


为 它们 把 每 一 个 输入 恰好 映射 到 一 


因为 了 是 


单 射 , 所 以 最 多 存在 一 


题 


何 时 空 函数 是 单 射 ? 满 射 ? 双 射 ? 
在 这 一 节 中 我 们 给 出 一 些 有 关 复 合 的 消去 律 。 设 六: 和 一 YX 一 YY 9:7 一 2 


和 9:Y 一 2 都 是 函 


9 不 是 单 射 , 那么 上 面 的 结 


的 z)。 此 时 z 的 值 被 记 作 广 !()， 于 是 广 ! 是 一 个 从 Y 到 六 的 函数 , 我 


反 的 、 对 称 的 和 可 传递 的 。 同时 证 明 蔡 换 性 质 : 如 
和 9g,9:Y 一 2 是 满足 f= 了 和 9g=5 的 函数 , 那么 gof = 5o7 
lg:Y 一 2 是 函数 证明: 如 果 f 和 9g 都 是 
单 射 ; 类 似 地 , 证 明 : 如 果 f 和 9 都 是 满 射 , 那么 go j 也 是 满 射 。 


单 射 ,那么 go f 也 是 


数 。 证 明 : 如 果 go f= gof 并 且 g 是 单 射 , 那么 上 = f。 如果 


兴旺 不 
论 是 否 


仍然 成 立 ? 证 明 : 如 果 gof = 二 59of 并 


了 是 满 射 ， 
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那么 g = 5。 如果 /不 是 满 射 ， 上 述 结论 是 否 仍旧 成 立 ? 

3.3.5” 设 f :XX 一 了 和 g:Y 一 2 都 是 函数 ,证明 : 如 果 goj 是 单 射 , 则 一 定 是 单 射 9 是 
否 也 必须 为 单 射 ? 证 明 : 如 果 go 了 是 满 射 , 则 9 一定 是 满 射 。j 是 否 也 必须 为 满 射 ? 

3.3.6 令 让 :X 一 了 是 一 个 双 射 函数 ,并且 广 !: 节 一 和 是 大 的 逆 。 证 明 下 面 的 消去 律 : 
对 任意 的 ze 和 X 有 广 !(Cfz)) = z; 对 任意 的 veY 有 六:()) =y。 推导 广 ! 也 
是 可 逆 的 , 并 且 它 的 逆 就 是 1 (于 是 有 (f71)-! = 了 f)。 

3.3.7 设 f:XX 一 YY 和 9g:Y 一 2 部 是 函数 , 证 明 : 如 果 f 和 9g 都 是 双 射 , 那么 gof 也 
是 双 射 , 并且 有 (go f)-!=f-!1og 1!。 

3.3.8 如果 X 是 Y 的 一 个 子 集 。 令 ux_y :X 一 了 表示 从 X 到 YY 的 包含 映射 , 该 映射 


被 定义 为 : 对 人 


F 意 的 zeX 有 2zrm x， 即 对 任意 的 z 


X 有 Lx_sy (2) :二 


地 , 映射 .x_,x 被 称 为 X 上 的 恒 等 映 射 。 


(a) 证 
(b) 证 


证 


/4 一 4。 


证 


那么 存在 


3.4 象 和 逆 象 


我 们 知道 从 集合 X 到 集合 Y 的 函数 4 :XX 一 可 以 把 单独 的 元 素 zeX 映 


射 到 元 素 f(x) e Y， 函数 也 可 以 把 XX 的 子 集团 


明 ; 如 果 革 CY CZ, 那么 yzoLxjyy = LX_ ,Zo 
明 : 如 果 f :4 一 B 是 任意 一 个 函数 , 那么 上 = A=LB_Bof。 


明 ; 如 果 了 : 4 一 B 是 一 个 双 射 函数 , 那么 fo 广 : 


射 到 了 的 子 集 。 


二 LB—B 且 站 


Z。 特 别 


of = 


明 : 如 果 X 和 YY 是 不 相交 的 集合 , 并 且 f :XX 一 ZF 和 9g:Y 一 2 部 是 函数 ， 


稚 一 的 消 数 :和 UY 一 2 使 得 hocx xuy = 二 且 howy_,xuy 二 g。 


定义 3.4.1 (集合 的 象 》 如 果 ff : 铸 一 Y 是 从 匀 到 YY 的 函数 , 并 且 S 是 XX 
的 一 个 子 集 , 我 们 把 1(5) 定义 为 集合 
f(5) := {f(z) :2 € 5} 


该 集合 是 


的 前 象 , L 


Y 


代 公 理 而 利 


更 通俗 


的 一 个 子 集 ， 


用 分 类 公理 (公理 


f({1, 


于 每 一 
在 


上 述 例子 中 ， 


义 3.3.14), 所 以 象 可 能 会 更 小 。 


集合 


3.5) 来 定义 1(5), 3 


2,3}) = {2, 4, 6} 
也 说 ， 为 了 计算 f(5), 我们 取出 5 中 的 每 一 
个 元 素 , 最 后 将 得 到 的 所 有 结果 放 在 一 


1(5) 的 概念 。 
j9) 是 定义 明确 的 。 我 人 


并 且 被 称 为 5 在 映射 f 下 的 象 。 有 时 我 们 称 /LS) 为 
以 区 别 于 下 文 将 要 定义 的 5 的 逆 象 广 
注意 , 根据 奉 代 公理 (公理 3.6)， 


] 也 可 以 不 用 替 


部 分 内 容留 给 读者 自己 研究 。 
例 3.4.2 如 果 f:N 一 NN 是 映射 f(z) = 2z, 那么 {1,2,3} 的 前 象 是 {2,4, 6}: 


个 元 素 z， 
起 构成 一 个 新 集合 。 


象 与 原始 集合 大 小 相同 。 但 有 时 因为 f 不 是 一 对 一 的 (参见 定 


然后 单独 把 矿 作 上 


已 


整数 的 严格 定义 ) 


Pe sy 


例 3.4.3( 非 正式 的 ) 设 Z 表示 整数 集 (在 下 一 节 中 将 给 
并 且 令 f:Z 一 为 映射 f(z) =z?， 则 
f({—1,0,1,2}) = {0,1, 4} 
注意 由 于 f(--1) = f(1), 所 以 f 不 是 一 对 一 的 。 


VY me 
注 闷 : 


但 是 在 一 般 情 况 下 ， 


XESS—> f(r) ef(5) 


f(r) Ef(5) FS rES 
壁 如 ,在 上 述 非 正式 的 例子 中 ，f( 一 2) 在 集合 f({ 一 1,0,1,2}) 中 ,而 -2 却 不 在 身 
合 {一 1,0,1,2} 中 。 正确 的 表述 是 
VE f(5) 存在 某 个 ze 5 使 得 y = f(z) 


A 


中 


(为 什么 ? ) 
定义 3.4.4( 道 象 )》 如 果 U 是 了 的 一 个 子 集 , 我 们 定义 集合 f-1(U0) 为 
fiU0) := {rEX: f(r)eU} 

换言之 , f-1(U) 是 由 X 中 所 有 被 映射 到 UU 中 的 元 素 构 成 的 : 
f(r)eU > ref (dV) 

我 们 称 f-1(U) 为 的 逆 象 。 

例 3.4.5 如 果 jj 请 N 一 N 是 映射 f(z) = 2z， 那 么 f({1,2,3}) = {2,4,6}, 但 
是 广 I(12,3)) = 位 }。 于 是 {1,2,3} 的 前 象 和 {1,2,3} 的 后 象 是 完全 不 同 的 集合 。 
(为 什么 ? ) 

例 3.4.6( 非 正式 的 ) 如 果 三 Z 一 Z 是 映射 f(x) = z2， 那 么 

f-71({0,1,4}) = {—2, —1,0, 1,2} 

注意 , 没 必 要 为 了 使 f-1(UV) 有 意义 而 令 f 必须 可 道 。 还 要 注意 , 象 和 首 象 不 是 完 
全 互 逆 的 , 例如 : 
(为 什么 ? ) 

注 3.4.7 如 果 了 是 一 个 双 射 函数 ,那么 我 们 已 经 通过 两 种 略微 不 同 的 方式 定 
义 了 f-!, 而 且 不 会 造成 任何 问题 , 因为 这 两 种 定义 是 等 价 的 (习题 3.4.1)。 

如 之 前 注释 的 那样 ,函数 不 是 集合 。 但 是 我 们 可 以 把 函数 看 作 某 一 种 类 型 的 对 
象 , 而 且 可 以 考察 由 函数 构成 的 集合 , 尤其 是 从 一 个 集合 X 到 一 个 集合 Y 的 全 体 
函数 所 构成 的 集合 。 因 此 我 们 需要 引入 集合 论 的 另外 一 个 公理 。 


f(f° ({1,2,3})) # {1,2,3} 


f7 (fF({—1,0, 1,2})) 天 {—1, 0， 1,2} 


小 
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公理 3.10( 罕 集 公 理 ) 设 X 和 Y 都 是 集合 , 那么 存在 一 个 集合 记 作 YX, 该 
虹 合 是 由 从 X 到 YY 的 全 体 函 数 构 成 的 。 于 是 ， 
feYx (f 是 一 个 定义 域 为 X 且 值 域 为 了 的 函数 ) 
例 3.4.8 令 和 = {4,7}, Y= {0,1}。 那 么 集合 YX 由 四 个 函数 构成 : 使 得 
4 己 0 和 7 己 0 的 函数 , 使 得 4 一 0 和 7 一 1 的 函数 , 使 得 4m:1 和 7 0 的 函 
数 ， 以 及 使 得 4 一 1 和 7 了 71 的 函数 。 之 所 以 用 符号 YX 来 表示 这 种 集合 ， 是 因 
为 如 果 站 中 有 mm 个 元 素 且 X 中 有 mm 个 元 素 , 那么 我 们 就 能 知道 YX 中 共有 n™ 
个 元 素 , 参见 命题 3.6.14(f)。 
这 个 公理 可 以 推出 的 一 个 结论 如 下 。 
引 理 3.4.9 设 X 是 一 个 集合 ,那么 
{Y :Y 是 六 的 一 个 子 集 } 


是 一 个 集合 。 

证 明 : 参见 习题 3.4.6。 

注 3.4.10 集合 {Y :Y 是 久 的 一 个 子 集 } 被 称 为 X 的 震 集 并 记 作 2X。 例 
如 ， 如 果 a,b,c 是 不 同 的 对 象 , 那么 我 们 有 

2{%00} = {8, {a}, {5}, {c}, {a,b}, {a, c}, {b,c}, {a, b,c}} 

注意 ， 当 {a,b,c} 中 有 3 个 元 素 时 , 2{%%0} 中 有 23 = 8 个 元 素 。 这 提示 我 们 为 什 
么 把 X 的 罕 集 记 作 2X, 第 8 章 将 回 到 这 个 问题 。 

为 了 保持 完整 性 , 现在 我 们 再 增加 集合 论 的 一 个 公理 , 该 公理 中 加 强 了 两 集合 
F 集 公理 ， 从 而 能 够 对 更 多 的 集合 求 并 。 

公理 3.11 (并 集 ) 设 4 是 一 个 集合 , 并且 4 中 的 每 一 个 元 素 本 身 也 是 一 个 
来 合 。 那 么 存在 一 个 集合 UA, 它 的 元 素 恰 好 是 4 的 元 素 的 元 素 。 于 是 对 任意 的 对 
化 ， 


EH 


水 


Zz EUA < (存在 Se 4 使 得 z€ 5) 
例 3.4.11 如 果 4 = {1{2,3},{3,4),{4,5}}, 那么 UA = {2,3,4,5}。( 为 什么 ?) 
并 集 公理 与 双 元 素 集 公理 结合 在 一 起 缠 涵 了 两 集合 并 集 公理 (习题 3.4.8)。 从 
并 集 公理 中 可 以 推出 的 另外 一 个 重要 结论 是 : 如 果 有 某 个 集合 I， 并且 对 于 每 一 个 
元 素 a Ee 均 有 一 个 集合 4。， 那么 我 们 可 以 通过 定义 
(J 46 := U{As. :a ElT} 


CET 
构造 出 并 集 U 4。， 而 且 根 据 蔡 代 公 理 和 并 集 公 理 可 知 ， 它 是 一 个 集合 。 于 是 时 


如 ， 如 果 了 二 {1,2,3}, A1 := {2,3}, 42 := {3,4}, 4s := {4,5}, 那么 U A。 
oaE{1,2,3} 
{2,3,4,5}。 更 一 般 地 ,对 任意 的 对 和 象 y， 


哩 


| 


3.4 象 和 逆 象 .49， 


y € [4。 < ( 存 如 


QET 


E a ET 使 得 y € 4。 ) (3.2) 


在 这 种 情况 下 , 我 们 通常 把 了 称 为 指标 集 , 并 把 该 指标 集中 的 元 素 a 称 为 标签 ; 然 


后 所 有 的 集合 4A。 被 称 为 一 个 集 族 , 该 集 族 由 标签 a e 了 来 索引 。 注意 , 如 果 了 是 
一 个 空 集 , 那么 UJ 4。 将 自动 成 为 空 集 。( 为 什么 ? ) 


CET 
只 要 指标 集 非 名 


,我 们 就 能 够 类 似 地 构造 出 集 族 的 交集 。 更 具体 地 说 , 给 定 任 


意 一 个 非 空 集合 T， 并 且 对 每 一 个 a e I 都 指定 一 个 集合 4。, 我 们 可 以 这 样 来 定 
门 4。: 首先 从 工 中 取出 一 个 元 素 8 (因为 了 是 非 空 的 , 所 以 能 够 这 样 做 )， 


并 且 令 


CET 


门 4 := {ze€ ha :对 任意 的 aeI 有 ze€ 4a} (3.3) 


CQET 


根据 分 类 公理 可 知 ， 它 是 一 个 集合 。 从 上 面 的 定义 看 ， 门 4。 似乎 依赖 于 8 的 选 


CET 


取 , 然而 并 不 是 这 样 (习题 3.4.9) 。 观 察 到 对 任意 的 对 象 y， 
ye 门 4 < (对 任意 的 we 工 都 有 ye 4a) (3.4) 


(与 式 
注 


公理 3.8) 被 称 为 策 梅 洛 -弗兰克 尔 集 合 


CET 


(3.2) 比较 一 下 。) 


3.4.12 我 们 已 经 介绍 过 的 集合 论 公 理 (公理 3.1~ 公 理 3.11, 不 包括 危险 的 


1953) 和 亚伯拉罕 ”弗兰克 尔 (1891 一 19 
层次 的 公理 , 那 就 是 著名 的 选择 公理 (参见 8.4 节 ), 进而 有 了 策 梅 洛 - 弗 兰 


个 更 深 


3.4.1 


3.4.2 


习 


克 尔 -选择 (ZFC) 集合 论 公理 , 但 是 在 一 段 时 间 内 我 们 用 不 到 这 个 公理 。 


论 公理 ”, 这 是 以 欧 内 斯 特 ” 策 梅 洛 (1871 一 


65) 的 名 字 来 命名 的 。 最终 , 我 们 会 用 到 一 


题 


f- :YY 一 XX 是 它 的 逆 , 设 V 是 Y 的 任意 一 


设 :六 一 Y 是 一 个 双 射 函数 ,并 


集合 都 用 f 1(V) 来 表示 不 会 造成 任 


个 子 集 。 证 明 : V 在 f7* 下 的 前 象 与 V 在 f 下 的 逆 象 是 同一 个 集合 ， 从 而 把 这 两 个 


何不 兼容 的 情况 。 


令 f : 义 一 Y 表示 从 集合 X 到 集合 了 的 函数 ,5S 是 XX 的 一 个 子 集 , U 是 了 的 一 
个 子 集 ,一般 情况 下 , 广 : (7F(5)) 与 3 有 什么 样 的 关系 ? f(f-7"(U)) 与 U 又 有 什么 样 


的 关系 ? 


设 4 和 巨 是 集合 X 的 两 个 子 集 ， 


六 : X 了 是 一 个 函数 证明: f(A4n B) C 


JU4)n7B) fA)\ FB) SE fA\B 
关系 能 够 被 加 强 为 = 吗 ? 


@ 在 其 他 书 中 , 这 些 公理 的 表述 方式 可 能 略 有 


,f(A4UB) = f(4)Uf(B). 对 于 前 两 个 结论 , C 


不 同 ; 但 是 可 以 证 明 , 所 有 的 表述 方式 都 是 等 价 的 。 
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3.4.4 


3.4.8 
3.4.9 


3.4.10 


3.4.11 


3.5 


个 集合 Y 的 函数 , 并 且 令 U、V 为 Y 的 子 集 。 
(WW, FUNV)= 六 On) ff UVU\V) = 


设 上 站 :X 一 是 从 一 个 集合 X 到 另 

证 明 : fi(UUV)= 广 !(C)JUH 
三 (DO)N\ 广 !(P)。 

设 f :XX 一 Y 是 从 一 个 集合 X 到 另 一 个 集合 Y 的 函数 , 证 

一 个 SCY 均 成 立 的 充 要 条 件 是 f 是 满 射 . 证 明 : f- 

均 成 立 的 充 要 条 件 是 f 是 单 射 。 

证 明 引 理 3.4.9。( 提 示 : 从 集合 {0, 1}* 
7 ({1})。) 同时 参见 习题 3.5.11。 

设 X 和 了 是 集合 。 对 于 任意 一 个 函数 六 : X' 一 ,如果 它 满足 定义 域 X 是 X 的 

子 集 且 值 域 Y' 是 Y 的 子 集 , 那么 就 称 f 是 从 集合 X 到 Y 的 偏 函数 。 证明: 从 XX 

到 YY 的 全 体 偏 函数 本 身 成 为 一 个 集合 。( 提 示 : 利用 习题 3.4.6、 过 集 公理 、 替 代 公理 

和 并 集 公 理 。) 

UL 

Ul 


1(5)) = 5 对 每 
5 对 每 一 个 SCX 


明 : A( 广 
"(f(5)) = 


开始 ， 利 / 


替代 公 


ea 


里 把 每 一 个 函数 广 蔡 换 成 


3.11 推导 出 。 
个 元 素 ， 并 且 对 每 一 个 we 7 我们 指定 一 个 集 


证 明 公 理 3.4 能 够 从 公理 3.1、 公 理 3.3 和 公理 
证 明 : 如 果 6 和 8' 是 集合 了 
那么 


合 4。， 


{fze Ag : 对 任意 的 aE IT 有 zx € Aa} 
={ze4o : 对 任意 的 aeE 了 TJ 有 x € A。} 
从 而 式 (3.3) 中 给 出 的 由 A 的 定义 不 依赖 于 86, 这 也 解释 了 为 什么 式 (3.4) 为 真 。 
设 工 和 ,7 是 两 个 集合 ， 并 且 对 任意 的 Qa € TUJ，Aa 表示 一 个 集合 。 证 
(U 46) = UU 4a。 如果 I 和 J 都 是 非 空 的 ,证 9 骨 : (N Ao )nCn 4o) = 
设 X 是 一 个 集合 ， 了 是 一 个 非 空 集合 , 并 且 对 任意 的 a € IT，A。 是 x 的 子 集 。 证 明 : 
X\()J4s= (XxX\ 46) 


CET CET 


和 
XN\ 门 4 = UNA4a) 


CET EE 
我 们 应 该 把 这 个 结论 与 命题 3.1.28 中 的 德 ” 摩根 定律 
是 无 穷 大 的 情况 ,让 我 们 无 法 从 德 ” 摩根 定律 中 直接 推 


行 对 比 〈 尽 管 由 于 可 能 存在 了 
导出 上 述 等 式 ) 。 


位 卡 儿 积 


除了 并 、 


交 、 差 等 基本 运算 , 集合 上 的 男 一 个 基础 运算 是 


稍 卡 儿 积 


定义 3.5.1 (有 序 对 ) 若 x 和 yY 是 任意 两 个 对 象 (它们 


把 有 序 对 (z,y) 定义 为 一 个 把 x 作为 第 一 个 分 量 
个 有 序 对 (zx,y) 和 (x',y) 被 认为 是 相等 的 ， 当 


(2,Y) 


(2,Y) < (2 = 


人 分量, y 作为 第 二 个 分 量 的 新 对 象 。 人 
且 仅 当 它 们 的 两 个 分 量 都 相等 ， 


有 可 能 相等 ), 那么 我 们 


x’ Hy=Y) (3.5) 


3.5 笛 卡 儿 积 .51. 


这 遵守 通常 的 相等 公理 (习题 3.5.3)。 例如 , 有 序 对 (3,5) 等 于 有 序 对 (2 二 1,3 十 2)， 
但 是 与 有 序 对 (5,3)、(3,3) 以 及 (2,5) 是 不 相等 的 。( 这 一 点 与 集合 有 所 不 同 , 集合 
{3,5} 和 {5,3} 是 相等 的 。) 

注 3.5.2 严格 来 说 ,， 这 个 定义 在 一 定 程度 上 是 一 个 公理 ,因为 我 们 简单 地 假 
设 了 , 给 定 任意 两 个 对 象 x 和 yy, 就 存在 形 如 (x,y) 的 对 象 。 而 且 只 利用 集合 论 公 
理 而 不 用 其 他 任何 假定 来 定义 有 序 对 的 概念 是 可 以 做 到 的 (参见 习题 3.5.1)。 

注 3.5.3 这 里 我 们 “ 超 负 荷 ” 地 再 次 使 用 了 圆 括号 (), 现在 圆 括号 不 仅 用 来 表 
示 运 算 的 分 组 和 函数 的 自 变 量 , 也 用 来 表示 有 序 对 。 在 实际 使 用 圆 括号 的 时 候 一 般 

` 会 出 现 问题 , 因为 我 们 可 以 根据 上 下 文 来 确定 () 是 用 来 做 什么 的 。 

定义 3.5.4( 笛 卡 儿 积 ) 如 果 X 和 YY 是 集合 , 那么 我 们 定义 箔 卡 儿 积 xY 
为 第 一 个 分 量 在 X 中 且 第 二 个 分 量 在 Y 中 的 全 体 有 序 对 的 集合 ,因此 

XxY={(r,y:r EX,yeY} 


或 等 价 地 ， 
ac (XxY) < (存在 ze 久 和 weyY 使 得 a= (zx,y)) 
注 3.5.5 我 们 将 简单 地 假定 只 要 X 和 YY 是 集合 ,有 序 对 的 概念 就 使 得 笛 卡 
儿 积 X xyY 也 是 一 个 集合 。 而 在 实践 中 这 是 毫 无 问题 的 ,参见 习题 3.5.1。 
例 3.5.6 如 果 和 :={12}， := {3,4,5}, 那么 
XxY={(1,3),(1,4),(1,5), (2,3), (2,4), (2,5)} 


且 


Y x X=1{(3,1),(4,1),(5,1),(3,2),(4,2), (5,2)} 

于 是 严格 地 说 , XxY 和 YY xXX 是 不 同 的 集合 , 虽然 它们 非常 相似 。 壁 如 , 它们 所 
包含 的 元 素 个 数 总 是 相等 的 (习题 3.6.5)。 

设 f :XxY 一 2 是 一 个 函数 ,其 定义 域 X xY 是 两 个 集合 和 YY 的 笛 
卡 儿 积 。 那 么 一 方面 ，f 可 以 被 看 作 是 一 个 变量 的 函数 ， 它 把 XX x Y 中 的 有 序 对 
(z,y) 作为 单个 输入 映射 成 2 中 的 输出 f(z,y); 另 一 方面 , f 也 可 以 被 看 作 是 两 个 
变量 的 函数 , 它 把 一 个 输入 ze X 和 男 外 一 个 输入 ye Y 映射 成 Z 中 的 单个 输出 
f(z,y)。 虽然 从 技术 上 来 说 ， 这 两 种 观点 是 不 同 的 ， 但 我 们 不 会 特意 去 区 分 它们 ， 
而 是 认为 f 既是 定义 域 为 XxY 的 单 变 量 函数 又 是 定义 域 为 X 和 YY 的 双 变 量 函 
数 。 于 是 例如 ,自然 数 的 加 法 运算 “4+” 现在 可 以 被 重新 理解 为 由 (x,y) 忆 x 十 y 定 
义 的 函数 十 :NxN 一 NN。 

我 们 当然 可 以 把 有 序 对 的 概念 推广 到 有 序 三 元 组 、 有 序 四 元 组 , 等 等 。 

定义 3.5.7〈 有 序 n 元 组 和 n 重 笛 卡 儿 积 ) 设 n 是 一 个 自然 数 ， 有 序 ”元 
组 (zj;)1<i<n《 也 记 作 (zx1,… ,zn)) 是 由 对 象 z1,… ,zn 按 次 序 构成 的 一 个 组 , 我 们 


52. 第 3 章 集合 论 
把 zi 称 为 有 序 r 元 组 的 第 i 个 分 量 。 我 们 称 两 个 有 序 rw 元 组 (zi)1<is<n 和 (yi)1<icn 
是 相等 的 ， 当 且 仅 当 对 所 有 的 1<ig<n, 均 有 x; ie 如果 (X 中 1<i<nw 是 集合 
有 序 元 组 , 我 们 定义 它们 的 笛 卡 儿 积 TI XX; i 也 Xi 或 Xl .x X,) 


l1<i<n 


为 : 


Le 

同样 ， 这 个 定义 简单 地 假定 了 有 序 n 元 组 和 笛 卡 儿 积 总 是 存在 的 , 而 且 利 用 
集合 论 公 理 我 们 能 够 明确 地 构造 出 这 些 对 象 (习题 3.5.2)。 
注 3.5.8 我 们 可 以 证 明 条 X; 的 确 是 一 个 集合 。 事实 上 , 根据 宕 集 公理 我 
l1<i<n 


们 可 以 考察 从 定义 域 {1 < i < n} 到 值 域 U Xi 的 一 切 函 数 i zi 所 构成 的 集 


Sign 
合 , 并 且 利 用 分 类 公理 , 能 够 进一步 把 范围 限定 到 那些 满足 对 所 有 的 1<ig<n 均 
有 zi €E Xi 的 函数 ;mw 上 。 上 述 构 造 方法 可 以 推广 到 无 穷 箔 卡 儿 积 上 , 参见 定 
义 8.4.1。 
例 3.5.9 设 a1,b1,a2,0b2,a3,bs 都 是 对 象 ， 并 且 令 Xi := {ai,b1}，X2 := 
{a2,b2}，X3 := {a3,b3}， 那 么 我 们 有 
XI1 x X» x Xs = {(a1,a2,43), (Qa1,Q2,03), (Qa1,b2, 43), (a1,b2, 0b3), 


ul 


ma 


(bi1, a2, a3), (b1, Qa2, b3), (b1, b2, a3), (01, b2, bs)} 
(X1 x X2) x X3 = {((a1, 2), 43), ((Q1, 2), ps) ((Q1, 02), a3), ((a1, 02), b3), 
((b1, 42), a3), ((b1, a2), b3), ((b1, 02), @3), ((b1, 02), 53)} 
X1 Xx (X2 x X3) = {(a1,(Q2, 03)), (a1, (a2, 03)), (a1, (b2, a3)), (a1, (b2, 03)), 
(b1, (a2, a3)), (b1, (a2, 03)), (b1, (D2, a3)), (D1, (D2, bs))} 


所 以 严格 地 说 ，X1 x X2 x X3、(X1 x Xo) x Xs 和 Xi x (X2 x X3) 是 不 同 的 集合 。 
日 是 显然 它们 相互 联系 密切 (例如, 其 中 任意 两 个 集合 之 间 都 有 明显 的 双 射 关系 )， 
而 且 在 实践 中 通常 会 忽略 它们 之 间 的 细微 差别 , 并 假定 它们 实际 上 是 相等 的 。 因此 
函数 六: Xi x Xs x X3 一 了 即 可 以 看 作 是 单个 变量 (x1,x2,7x3) E XI x Xx Xs 的 
函数 ,也 可 以 看 作 是 三 个 变量 ze Xi1、z2 < X2、z3 E Xs 的 函数 ,还 可 以 看 作 是 
两 个 变量 zi e Xi 和 (za,zs) e X2 x Xs 的 函数 ， 等 等 ,我 们 不 会 特意 去 区 分 这 些 
不 同 的 观点 。 

注 3.5.10 有 序 元 对 象 组 z1,… ,zj 也 被 称 作 n 个 元 素 的 有 序 序列 , 或 者 
简称 为 有 限 序列 。 在 第 5 前 中 我 们 也 会 介 介绍 非常 有 用 的 无 限 序列 的 概念 。 


例 3.5.11 如 果 z 是 一 个 对 象 , 那么 (zx) 是 1 元 组 并 且 我 们 把 它 等 同 于 x 本 
身 (虽然 严格 地 说 , 两 者 并 非 同一 个 对 象 )。 于 是 如 果 Xi 是 任意 一 个 集合 , 那么 笛 


U 


3.5 第 卡 儿 积 .53. 


卡 儿 积 [II xX; 就 是 Xi 。( 为 什么 ? 


1&i<1 
集 们 , 而 是 一 个 单元 素 集 {()}, 并 且 
称 为 空 元 组 )。 


如 果 n 是 上 自然数, 那么 我 们 常用 X" 来 表示 n 重 笛 卡 儿 积 X" := II X。 因 


) 同样 , 空 笛 卡 儿 积 IT] Xi; 给 出 的 并 不 是 空 


1<i<0 


该 单元 素 集中 包含 的 唯一 元 素 是 0 元 组 () (也 


l1<i<n 


此 , X! 本 质 上 与 X 表示 同一 个 集合 〈 如 果 我 们 忽略 对 象 zx 和 1 元 组 (x) 之 间 的 


不 同 ), 同时 X? 就 是 笛 卡 儿 积 六 x 


X。 集 合 X0 是 单元 素 集 {()}。( 为 什么 ? ) 


现在 我 们 能 把 单个 选取 引 理 ( 引 理 3.1.6) 推广 到 多 个 《但 有 限 个 ) 选取 的 


情形 。 


引 理 3.5.12 (有 限 选 取 ) 设 n> 


Xi 为 一 个 非 空 集合 。 那么 存在 一 个 n 元 组 (zijigisn 使 得 对 所 有 的 1<i<g<n 均 有 


1 是 自然 数 , 并 且 对 任意 自然 数 1<ig<n, 令 


Zi € Xi。 换言之 , 如果 每 一 个 X; 都 是 非 空 集合 , 那么 集合 JI Xi; 也 是 非 空 的 。 


I 


证 明 : 我 们 对 n 进行 归纳 (从 基本 情况 n= 1 开始 , 当 n= 0 时 结论 为 空虚 的 


真 , 但 这 种 情况 不 会 特别 引 人 关 注 )。 


当 nn 二 1 时 , 可 由 引 理 3.1.6 推出 结论 。( 为 什 


么 ? ) 现在 归纳 地 假设 对 某 个 n, 结论 已 经 被 证 明 为 真 ; 我 们 现在 要 证 明 的 是 对 于 
nn 十 十 结论 也 为 真 。 令 X1,… , Xn++ 为 一 组 非 空 集合 。 根据 归 纳 假设 , 我 们 能 够 
找到 一 个 nn 元 组 (zi)isisn 使 得 对 所 有 的 1<i<n 均 有 zie€ Xi。 同时 因为 Xn4+ 


是 非 空 集合 , 所 以 利用 引 理 3.1.6 能 够 找到 一 个 对 象 a 使 得 ce Xn4+4+。 于 是 , 如 果 
当 1<ign 有 时令 yi:= zi, 而 当 i=n 二 十 时 令 vi:= a 那么 我 们 就 定义 了 一 个 


你 十 十 元 组 (Wi)isi<n++， 且 显 然 对 所 有 的 1l<i<n 


完成 。 


注 3.5.13 直观 上 看 , 这 个 引 理 
动 地 完成 。 还 需要 另 一 个 公理 ， 即 选 


应 该 可 以 推广 到 无 限 选 取 的 情形 , 但 这 不 能 目 
择 公 理 , 参见 8.4 节 。 


习 题 


3.5.1 ”假设 对 任意 的 对 象 zx 和 y， 我 们 定义 有 序 对 (z,y) 为 (z,y) := {{z}, {zx,y}} 


要 X 和 了 是 集合 , 笛 卡 儿 积 X 
有 序 对 的 定义 。 男 一 个 挑战 是 , 训 


(于 是 多 次 使 用 公理 3.3)。 那 么 例如 ，(1,2) 就 是 集合 {{1}, {1,2}}，(2,1) 就 是 集 
合 {{2}, {2, 1}}，(1,1) 就 是 集合 {{1}}。 证 明 : 这 个 定义 的 确 遵守 性 质 (3.5), 而 且 只 


xy 就 是 一 个 集合 。 因 此 这 个 定义 可 以 有 效 地 作为 
E 明 替代 定义 (z,y) := {x, {x;y}} 也 遵守 性 质 (3.5)， 


从 而 该 定义 也 是 有 序 对 的 一 个 合格 定义 。( 对 于 后 面 这 个 任务 , 需要 用 到 正则 性 公理 ， 


还 会 用 到 习题 3.2.2。) 


3.5.2 ”假设 我 们 定义 有 序 m 元 组 为 一 个 满 射 函数 xz : {i EN :1 < i < n} 一 和 其 人 


域 


I 


3.5.3 
3.5.4 


3.5.7 


3.5.9 


3.5.10 


3.5.11 


3.5.12 


为 某 个 任意 的 集合 XX (于 是 不 同 的 有 序 n 元 组 有 不 同 的 值 域 ) 。 那 么 我 们 用 x; 表示 
7(i), 并 且 把 x 记 作 (Ti)1<i<ne 利用 这 个 定义 证 明 : (Ti)1<i<n = (Vi)i<ign? 当 且 仅 
zi 二 Wi 对 所 有 的 1 < i < nn 均 成 立 。 同时 证 明 : 如 果 (Xi)i<i<w 是 集合 的 有 序 n 
组 ,那么 按照 定义 3.5.7 所 定义 的 笛 卡 儿 积 的 确 是 一 个 集合 。( 提 示 : 利用 习题 3.4.7 
I 分 类 公理 。) 
E 明 : 有 序 对 和 有 序 n 元 组 的 相等 定义 遵守 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 公理 。 
没 A、B、O 都 是 集合 , 证 明 : 4x (BUC)= (AxB)U(A4x0C),Ax(BN0C)= 
(AxB)N(AxOC), Ax(B\C)= (4xB)\(Ax0C)。( 当 然 我 们 也 可 以 证 明 类 似 的 
等 式 , 即 把 上 述 币 卡 儿 积 的 左右 因子 互 换 后 所 得 到 的 等 式 。) 

没 A、B、C、D 是 集合 , 证 明 : (A x B)N(C xD) = (4Nn0C) x (BND)。 等 式 
(4xB)U(CxD)= (4UCOC)x(BUD) 是 否 成 立 ? 等 式 (4 x B)\(C xD)= 
、 (B\D) 是 否 成 立 ? 

设 A、B、O、 De 证 明 : AxB CCxD， 当 日 仅 当 A CC 上 是 
pe 仅 当 A=C 是 B= D。 如 果 去 掉 A、B、C、D 都 是 
非 空 集合 这 个 假设 前 提 , 会 2 
设 X 和 了 是 集合 , 令 xxyrx: 环 xxT 一 X 和 mxxyr2r :和 xy 一 了 分 别 表 
示 上 映射 rxxY_ x(z,y) := 2 和 Txxy-yr(z;y) := %， 这 两 个 函数 被 称 为 X x 和 上 
的 坐标 函数 。 证 明 : 对 于 任意 的 函数 上 :2 一 和 和 9:2 一 了 ， 人 一 的 函数 
h:2 一 对 XxXY 使 得 nxxy_,xoh= 了 且 Xxxy_sY oh 二 9g。( 把 该 结论 与 习题 3.3.8 
的 最 后 一 部 分 以 及 习题 3.1.7 进行 比较 。) 这 个 函数 h 被 称 为 f 和 g 的 直 和 ， 记 作 
h=f/@g。 

设 Xi,… ,Xs 是 集合 , 证 明 : 笛 卡 儿 积 TI Xi 是 空 集 , 当 且 仅 当 至 少 有 一 个 Xi 为 空 
集 。 有 

假设 I 和 J 是 两 个 集合 , 对 所 有 的 a e 工 令 4。 是 一 个 集合 , 且 对 所 有 的 Be 了 令 
Bs 是 一 个 集合 。 证 明 : (A)N(UBs)= U (4。nBo)。 


ccET BEJ (a,B8)EIxJ 
如 果 :一 Y 是 一 个 函数 , 定义 f 的 图 为 XxY 的 一 个 子 集 {(z, f(x)) : ze X}。 
证 明 : 两 个 函数 上: X 一 并 和 下:X Y 相等 ， 当 且 仅 当 它 们 有 相同 的 图 。 
反 过 来 ， 如 果 X x Y 的 任意 一 个 子 集 G 具有 下 述 性 质 : 对 每 一 个 ze X， 集 合 
{y EY :(z,y) e G} 中 恰好 有 一 个 元 素 (或 者 换言之 , G 满足 垂 线 测试 ), 证 明 : 恰好 
存在 一 个 函数 f : 久 一 Y, 它 的 图 与 G 相等 。 
证 明 : 公理 3.10 实际 上 能 够 由 引 理 3.4.9 和 其 他 的 集合 论 公理 推导 出 来 ， 从 而 引 理 
3.4.9 五 可 以 看 作 是 宕 集 公理 的 替代 形式 。( 提 示 : 对 任意 两 个 集合 X 和 站， 利用 引 理 
3.4.9 和 分 类 公理 构造 出 由 X xY 的 一 切 子 集 组 成 的 集合 , 它 满足 垂 线 测试 。 然 后 再 
利用 习题 3.5.10 和 替代 公理 。) 
本 题 将 建立 严格 形式 的 命题 2.1.16, 设 / :N xN 一 N 是 一 个 函数 , c 是 一 个 自然 
数 。 证 明 : 存在 一 个 函数 a :N 一 N 使 得 

a(0)=¢ 


ill> 


尝 


sk i 


出 


t= 


人 


3.6 ”集合 的 基数 


an(0)= c 
一 个 挑战 是 , 不 利 
(特别 地 ， 不 利 
皮 亚 诺 公 理 和 集合 论 的 基本 知识 归纳 地 说 
对 的 子 集 4w、Bw 满足 下 列 怕 


J 且 这 个 也 
对 于 任意 


对 任意 的 n 


N 均 有 a(n + 


) = f(n, a(n)) 


数 是 唯一 的 。( 提 示 : 首先 通过 修改 引 理 3.5.12 的 证 明 过 程 去 归纳 地 证 明 : 


aN(n 十 十 ) 


然 数 N e N， 存 在 唯一 的 函数 av : {mn EN:n<N}— NN 
f(n,a(n)) 对 所 有 满足 m < NN 的 ne NN 均 成 立 ,) 男 


了 除了 皮 亚 诺 公 到 


nN 


N, 就 及 n | 


的 {neN:n<N}.) 


3.5.13 


男 类 的 


本 题 的 目的 是 证 明 在 
论 )。 假 设 我 们 有 一 个 
个 “另类 的 增 量 运算 ”, 并且 该 运算 对 任意 
另 一 个 另类 的 自然 数 w 十 十 se N', 这 使 
物 硅 代 时 , 皮 亚 诺 公 理 (公理 2.1~ 公 


有 f(n) 


: 合 论 中 ,本 质 


! 之 外 任何 有 关 自 然 数 的 性 质 , 直接 证 明 上 述 结论 


使 得 


自然 数 的 次 序 关 系 ， 也 不 借助 于 命题 2.1.16)。( 提 示 : 首先 只 利用 


E 明 : 对 每 一 个 自然 数 N s N， 存 在 唯 


上 只 存在 只 


人 DO 六 


另类 的 自然 数 ” 组 成 


里 2.5) 仍然 成 立 。 启 


个 另类 的 自然 数 nw 


N” 作 |] 


3.6 


集合 的 基数 


在 前 一 章 中 我 们 定义 了 自然 数 的 公 性 


然 数 集 的 双 射 f: N 一 N’ 使 得 f(0) = 0',， 且 对 任意 的 neEN 和 
m/， 当 且 仅 当 f(r 十 十 ) = nr’ 十 十 。( 提 示 : 利用 习题 3.5.12。) 


E 化 概念 ,3 


算 , 还 假设 了 自然 数 上 的 五 个 公理 。 从 哲学 
的 一 个 主要 概念 是 相当 


实 上 , 皮 亚 诺 公理 


NS 


的 方法 更 像 是 把 自然 数 看 


FE 细微 的 区 别 , 特 另 


不 相同 的 一 一 基数 , 或 者 度量 


是 一 种 运算 , 而 且 该 运算 对 于 序数 来 说 是 相当 


日 然 了 


来 确 


。) 我 们 曾 把 很 多 的 精力 集中 


An 来 代 禁 前 面 论述 中 


FE 质 : (a) ANnNBN = 8%; (b) ANwUBN=N; (c) 
0E€ An; (d) N+ 十 €E Bn; (e) 只 要 ne Br, 就 有 n+ 十 ++€ Bn, (f) 只 要 
AN。 一 旦 我 们 得 到 这 些 集合 , 就 用 


mE 4N 


的 自然 数 系 (参见 注 2.1.12 中 的 讨 
的 集合 N'、 一 个 “另类 的 零 ”0 以 及 一 
后 , 会 返 区 
得 当 自 然 数 、 零 以 及 增长 运算 被 它们 的 另类 
E 明 : 存在 一 个 从 自然 数 集 到 


n’ € N’,, 


假设 自然 数 配置 了 0 和 增 量 运 
9 度 来 说 , 这 与 我 们 所 形成 的 有 关 自 然 数 

个 集合 中 有 多 少 个 元 素 。 事 
作 序 数 而 非 基 数 。( 基 数 是 1、2、3、.…， 
用 来 计算 集合 中 有 多 少 个 物体 。 序数 则 是 第 一 、 第 二 、 第 三 、.……: ,月 
对 象 的 次 序 。 两 者 之 间 存 刀 
时 候 更 是 如 此 ,但 这 些 内 容 超卓 
一 个 问题 上 , 即 对 于 一 个 给 定 的 


定 一 列 


I 是 当 比 较 无 穷 大 基数 和 无 穷 大 序数 的 
上 了 本 书 的 范围 


在 这 样 


自然 数 w%， 紧 跟 在 它 后 面 的 那个 数字 是 什么 一 一 这 
自然 的 , 但 对 于 基数 来 说 则 不 是 那么 


但 我 们 并 不 知道 这 些 数字 能 否 被 用 来 计数 集合 。 这 一 节 的 目标 就 是 解 


决 这 个 问题 , 我 们 会 指出 只 要 集合 是 有 限 的 
我 们 要 做 的 第 一 件 事 就 是 确定 在 什么 情况 下 ,两 个 集合 的 大 小 相同 : 和 


> 


目 然 数 就 可 以 月 


日 来 计算 集合 的 基数 。 


民明 显 ， 


集合 {1,2,3} 和 {4,5,6} 的 大 小 相同 ,它们 与 集合 {8,9} 的 大 小 不 同 。 确定 这 件 事 
情 的 一 种 方法 是 : 如 果 两 个 集合 含有 的 元 素 个 数 相等 , 那么 就 称 这 两 个 集合 大 小 相 


同 , 但 是 目前 我 们 尚未 定义 一 个 集合 中 “元 素 个 数 ” 的 概念 。 另 外， 当 集 合 


是 无 穷 


论 


. 56 . 人 举 


大 时 , 这 会 出 现 问题 。 


定义 “两 个 集合 大 小 相同 ”概念 的 


区 


可 以 想 出 来 的 。 集合 {1,2,3} 和 {4,5,6} 大 小 相同 的 一 个 直观 原因 


和 方法 并 非 显而易见 , 但 经 过 一 番 思 考 是 


是 , 我 们 能 够 通 


过 构造 两 个 集合 之 间 的 一 一 对 应 (1 4, 2 5, 3 司 6) 把 第 一 个 集合 中 
事实 上 ,这 就 是 我 们 最 
合 与 另外 一 个 集合 〈 比 如 手指 构成 的 集合 ) 对 应 起 来 。] 我 们 
FE 为 “具有 相同 大 小 ”的 严格 基础 。 

定义 3.6.1 (相等 的 基数 ) 我 们 称 两 个 集合 X 和 YY 有 相等 的 基数 ,当日 


第 二 个 集合 中 的 元 素 下 本 
我 们 把 尝试 计数 的 集 
把 这 种 直观 的 理解 4 


0 起 来 。[ 


存在 从 X 到 YY 的 一 个 双 射 : f :XX 一 Y。 


例 3.6.2 集合 {0,1,2} 和 {3,4,5} 有 相等 的 基数 ， 因 为 我 人 
注意 , 目前 我 们 还 不 知道 {0, 1, 2} 禾 
从 {0,1,2} 到 {3,4} 的 函数 f 不 是 双 身 
这 两 个 集合 之 间 是 否 有 可 能 存在 某 个 另外 的 双 射 (它们 的 而 


集合 之 间 的 一 个 双 射 。 
数 。 我 们 知道 有 一 个 


的 元 素 与 
台 学 习 计数 集合 的 方式 : 


仅 当 


我 们 会 对 此 进行 
的 (事实 上 , 我 


U 


注 3.6.3 


2 


证 明 )。 注意 , 无 论 X 是 有 限 的 还 是 无 限 的 , 这 个 定义 都 
门 其 至 尚未 定义 什么 是 有 限 )。 
两 个 集合 具有 相等 的 基数 这 一 事实 并 不 能 


] 能 够 找到 这 两 个 
是 否 有 相等 的 基 
,但 是 我 们 还 没有 证 明 

没有 相等 的 基数 , 稍 后 


目 -万 -2 
是 有 意义 


1 {3,4} 


非 除 其 中 一 个 集合 包含 另 


外 一 个 集合 的 情况 。 例 如 ,如 果 X 是 
定义 的 映射 J: 一 六 是 一 个 从 
相等 的 基数 , 尽管 了 是 X 的 一 个 子 集 ， 
“一 半 ” 的 元 素 。 


| Y 的 双 射 , (为 什么 ? ) 从 而 对 和 YY 就 有 


了 么 由 f(n) := 27m 


并 且 从 直观 上 


看 了 好 像 应 该 上 只 包 含 X 中 


“具有 相等 的 基数 ”这 


概念 也 是 一 利 


Fh 等 价 关系 。 


命题 3.6.4 设 X、Y、2 是 集合 , 那么 X 和 X 有 相等 的 基数 。 如 果 和 和 工 


有 相等 的 基数 , 那么 Y 和 X 有 相等 的 基数 。 如 果 X 和 YY 有 相等 的 基数 且 了 和 


2 有 相等 的 基数 , 那么 X 和 2 有 相等 的 基数 。 


证 明 : 参见 习题 3.6.1。 


设 n 是 一 个 自然 数 , 现在 我 们 想 要 说 明 集 合 X 什么 时 候 包 含 n 个 元 素 。 当然， 
我 们 要 让 集合 {i EN :1<ig<n}= {1,2,…,n} 中 有 nn 个 元 素 。( 即 使 当 交 =0 


人 有 页 


时 ， 上 述 命题 
的 基数 ”这 一 概念 , 给 出 下 述 定 义 。 


定义 3.6.5 设 n 是 一 个 自 


然 数 , 称 集合 X 的 基数 为 n， 当日 


也 为 真 ; 集合 {fie N :1 < i < 0} 就 是 空 集 。) 利用 我 们 给 出 的 “相等 


仅 当 X 和 集合 


{iEN:1<i<gn} 有 相等 的 基数 。 我 们 也 称 X 中 有 m 个 元 素 , 当 且 仅 当 X 的 基 


3.6 ”集合 的 基数 .57.， 


注 3.6.6 我 们 可 以 用 集合 TieN:i< 人 来 代 蔡 集合 TeN:1IERi 雯 MA， 因 
为 这 两 个 集合 显然 有 相等 的 基数 。( 为 什么 ? 它们 之 间 的 双 射 是 什么 ? ) 

例 3.6.7 设 a、b、c、d 是 不 同 的 对 象 , 那么 {a,b,c,d} 与 {iEN:i<4}= 
{0,1,2,3} 或 fieN:1<ig4}= {1,2,3,4} 具有 相等 的 基数 ， 从 而 {a,b,c,d} 的 
基数 为 4。 类似 地 , 集合 {a} 的 基数 为 1。 

该 定义 可 能 存在 这 样 一 个 问题 : 一 个 集合 可 能 有 两 个 不 同 的 基数 , 但 这 是 不 可 


命题 3.6.8〈 基 数 的 唯一 性 ) 设 X 是 一 个 基数 为 n 的 集合 , 那么 X 不 可 能 还 
有 任何 其 他 的 基数 。 也 就 是 说 , 对 任意 的 m 关 n,m 不 可 能 是 X 的 基数 。 

在 证 明 这 个 命题 之 前 , 我 们 需要 一 个 引 理 。 

引 理 3.6.9 假设 nz1, 且 X 的 基数 为 mw%。 那 么 X 是 非 空 的 , 而 且 如 果 zx 是 
X 中 任意 一 个 元 素 , 那么 集合 一 {zx} ( 即 X 中 去 掉 x 之 后 剩 下 的 元 素 构成 的 集 
合 ) 的 基数 为 ”n 一 1。 

证 明 : 如 果 X 是 空 集 ， 那么 显然 它 和 非 空 集合 {i EN : 1 < i < n} 不 可 能 有 
相等 的 基数 ， 因 为 不 存在 从 空 集 到 一 个 非 空 集合 的 双 射 。( 为 什么 ? ) 现在 设 x 是 
X 中 的 一 个 元 素 , 因为 X 和 {ie N :1<ign} 有 相等 的 基数 ,所 以 我 们 就 有 一 
个 从 关 到 {ieEN :1<ign} 的 双 射 f。 特别 地 ， f(z) 是 1 到 7 之 间 的 一 个 自然 
数 。 现在 按照 下 述 规则 定义 一 个 从 对 一 {z} 到 {ieEN:1<ig<n 一 1} 的 函数 g: 对 
任意 的 ye 六 一 {xz}， 如 果 f(y) < f(z), 那么 定义 g(y) := f(y); 如 果 f(y) > f(zx)， 
则 定义 g(y) := f(y) 一 1。( 注 意 ， 因 为 y 关 x 且 了 是 一 个 双 射 ,所 以 f(y) 不 可 


能 等 于 f(x)。) 很 容易 证 明 这 个 映射 也 是 一 个 双 射 , (为 什么 ?) 于 是 一 {x} 和 
{fieEN:1<ign-1} 有 相等 的 基数 。 特 别 地 ，X 一 {z} 的 基数 是 n 一 1， 结论 
得 证 。 


现在 我 们 证 明 这 个 命题 。 


命题 3.6.8 的 证 明 : 我 们 对 n 进行 归纳 。 首 先 假 设 mn = 0, 那么 X 一 定 是 空 
集 ， 从 而 X 不 可 能 有 任何 非 零 基数 。 现在 假设 对 于 某 个 n, 已 经 证 明 了 命题 为 真 。 
下 面 我 们 证 明 该 命题 对 于 n 十 十 也 为 真 。 设 X 的 基数 是 n++ 十 , 同时 假设 X 还 有 
某 个 其 他 的 基数 m 关 n++ 十 。 根据 引 理 3.6.9 可 知 , X 是 非 空 的 , 并 且 如 果 z 是 和 
中 任意 一 个 元 素 , 那么 X - {z} 的 基数 是 n 同时 也 是 m 一 1。 根据 归纳 假设 , 这 表 
明 n =m 一 1, 也 意味 着 m = 人 二 十， 显然 这 里 出 现 了 矛盾。 归纳 法 完成 。 


@ 严格 地 说 , 在 本 书 中 , 目前 还 没有 定义 n 一 1。 就 这 个 引 理 而 言 , 我 们 定义 mn 一 1 是 满足 m 十 十 二 n 
的 唯一 一 个 自然 数 m; 这 个 mm 由 引 理 2.2.10 给 出 。 
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于 是 例如 , 我 们 现在 根据 命题 3.6.4 和 命题 3.6.8 知道 , 集合 {0, 1,2} 和 {3, 4} 
没有 相等 的 基数 ,因为 第 一 个 集合 的 基数 是 3, 而 第 二 个 集合 的 基数 是 2。 


定义 3.6.10 (有限 集 ) 一 个 集合 是 有 限 的 ， 当 且 仅 当 它 的 基数 是 某 个 自然 数 
n; 否则 , 我 们 称 该 集合 为 无 限 的 。 如 果 X 是 一 个 有 限 集 , 那么 我 们 用 ##(X) 来 表 
示 X 的 基数 。 


例 3.6.11 集合 {0,1,2} 和 {3,4} 都 是 有 限 的 , 空 集 也 是 有 限 的 〈0 是 一 个 自 
然 数 )， 并 且 #({0,1,2})) = 3, #({3,4}) = 2, #(@) = 0。 

现在 我 们 给 出 一 个 无 限 集 的 例子 。 

定理 3.6.12 自然数 集 N 是 无 限 的 。 


证 明 : 为 了 推出 矛盾 , 我 们 假设 自然 数 集 N 是 有 限 集 ， 于 是 它 的 基数 是 某 个 
自然 数 #(N) = n。 因 此 存在 从 {ie N :1<ign} 到 NN 的 一 个 双 射 f。 我 们 能 够 
证 明 序 列 1(1), f(2),… , f(n) 是 有 界 的 , 或 者 更 准确 地 说 ， 存在 一 个 自然 数 M 使 
得 f(i) < M 对 所 有 的 1 < i < n 均 成 立 (习题 3.6.3)。 但 是 自然 数 M + 1 与 任意 
一 个 f(i) 都 不 相等 ,这 与 f 是 一 个 双 射 的 假设 相 了 矛盾 。 

注 3.6.13 我 们 也 能 够 利用 类 似 的 论证 过 程 去 证 明 任意 一 个 无 界 的 集合 都 是 
无 限 的 。 例如 ,有理数 集 Q 和 实数 集 R( 在 后 面 儿 章 中 我 们 将 构造 Q 和 R) 都 是 
无 限 的 。 但 是 某 些 集合 可 能 比 其 他 集合 “更 ”无 限 , 参见 8.3 节 。 

现在 我 们 把 基数 与 自然 数 的 算术 联系 起 来 。 
命题 3.6.14 (基数 算术 ) 
(a) 设 X 是 一 个 有 限 集 ， 设 z 是 一 个 对 象 并 且 x 不 是 X 中 的 元 素 。 那 么 
XUf{fz} 是 有 限 的 , 日 #(XU{z})=#(X)+1。 

(b) 设 X 和 天 都 是 有 限 集 , 那么 XUY 是 有 限 的 , 是 #(XUY) < #(X)+#(Y)。 
另外 ， 如 果 X 和 YY 是 不 相交 的 ( 即 XNY = gg)， 那么 #(XUY) = 
##(X) 十 #(Y)。 

(c) 设 对 是 一 个 有 限 集 , Y 是 匀 的 一 个 子 集 。 那么 Y 是 有 限 的 , 有 #(Y) < 
#(X)。 另 外 ， 如 果 闻 和 和 ( 即 天 是 X 的 一 个 真子 集 )， 那 么 我 们 有 
#(Y) <#(X)。 

(d) 如 果 X 是 一 个 有 限 集 ， 并 且 f : X 一 了 是 一 个 函数 ， 那 么 f(X) 是 一 
个 有 限 集 并 且 满 足 #(f(X)) < #(X)。 另 外 ， 如 果 f 是 一 对 一 的 ， 那么 
#(f(X)) = #(X)。 

(e) 设 X 和 并 都 是 有 限 集 , 那么 笛 卡 儿 积 X xy 是 有 限 的 并 且 #(X xY) = 
#(X) x #(Y). 


se 


集合 的 基数 


3.6 “59. 


(f) 设 X 和 TY 都 


证 明 : 参见 习题 


注 3.6.15 
种 方法 不 像 定义 2.2.1、 定 义 2.3. 


和 从 


是 有 限 集 ， 


那么 


并 且 


#(Y” ) = 
3.6.4。 


命题 


3.6.14 说 明了 存 寿 


#(Y)#(X), 


AN 


笛 卡 儿 积 和 肾 集 的 概念 。 这 
亚 诺 算术 的 蔡 代 物 , 本 


不 会 研究 这 个 


定义 自然 数 的 算术 运算 的 另 一 种 方法 ; 
1 和 定义 2.3.11 那样 去 递归 地 定义 ,而 是 利 


集合 YX (在 公理 3.10 中 被 定义 ) 是 有 限 的 ， 


这 
用 了 并 


这 是 基数 算术 的 基础 ， 


算术 基 


础 是 我 们 已 经 建立 的 皮 


算法 , 但 是 我 们 会 在 习题 3.6.5 和 习题 3.6.6 


中 给 出 一 些 例子 来 演示 如 何 进行 这 种 算术 。 

对 于 有 限 集 的 讨论 到 这 里 就 结束 了 。 一 旦 构造 出 更 多 无 限 集 的 例子 (如 整数 

集 、 有 理 数 集 和 实数 集 ), 我 们 就 将 在 第 8 章 中 讨论 无 限 集 。 

习 题 

3.6.1 证明 命 题 3.6.4。 

3.6.2 ”证 明 : 一 个 集合 X 的 基数 为 0,， 当 且 仅 当 X 是 空 集 。 

3.6.3” 设 nn 是 一 个 自然 数 , 且 f: {fieEN:1<i<n} 一 NN 是 一 个 函数 。 证 明 : Se 
然 数 M 使 得 f(i) < M 对 所 有 1 < i < nn 均 成 立 。, (提示: 对 n 进行 归纳 , 你 可 
需要 看 一 下 引 理 5.1.14。) 因此 自然 数 集 的 有 限 子 集 是 有 界 的 。 

3.6.4 ”证 明 命 题 3.6.14。 

3.6.5” 设 A 和 B 是 集合 , 通过 构造 一 个 明确 的 双 射 来 证 明 : A x B 和 B x A 有 相等 的 基 
数 。 然 后 利用 命题 3.6.14, 给 出 引 理 2.3.2 的 另 一 种 证 明 方 法 。 

3.6.6” 设 4、B、C 是 集合 , 通过 构造 一 个 明确 的 双 射 来 证 明 : 集合 (43)< 和 423xS 有 相 
等 的 基数 。 推 导出 (ao)* = a* 对 任意 的 自然 数 a、b、c 均 成 立 。 利 用 类 似 的 论证 方法 
推导 出 a? x ac = atf+c。 

3.6.7 设 A 和 B 是 集合 , 如 果 存 在 一 个 从 4 到 B 的 单 射 :4 一 B, 那么 我 们 称 4 的 基 
数 小 于 或 等 于 B 的 基数 。 证 明 : 如 果 4 和 B 都 是 有 限 集 , 那么 4 的 基数 小 于 或 等 
于 B 的 基数 ， 当 且 仅 当 #(A) < #(B)。 

3.6.8” 设 4 和 B 是 集合 , 并 且 存在 一 个 从 4 到 B 的 单 射 :4 一 B ( 即 4 的 基数 小 于 或 
等 于 B 的 基数 )。 证 明 ; 存在 一 个 从 B 到 4 的 满 射 g : B 一 A (该 命题 的 道 命题 需 
要 用 到 选择 公理 , 参见 习题 8.4.3)。 

3.6.9 设 A 和 B 是 有 限 集 , 证 明 : AUB 和 ANnB 也 是 有 限 集 ， 并且 #(A) 十 #(B) = 
#(AUB)+#(ANB)。 

3.6.10” 设 A1,… ,4n 都 是 有 限 集 , 并 且 满 足 #( U a ) > n。 证 明 : 存在 ie {1,… ,n} 
i€E{1,: 
使 得 #(Ai) > 2 (这 被 称 为 抽 导 原理)。 是 
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4.1 整数 


整数 和 有 理 数 


在 第 2 章 中 我 们 给 出 了 自然 数 系 的 大 部 分 基本 性 质 , 但 目前 只 能 局 限于 进行 
加 法 和 乘法 运算 。 现 在 我 们 将 引入 一 种 新 的 运算 , 即 减法 运算 , 但 是 为 了 能 够 真正 


地 进行 这 种 运算 ,我 们 必须 从 自然 数 系 转向 一 个 更 大 的 数 系 , 即 整数 系 。 
非 正式 地 说 ,整数 可 以 通过 两 个 自然 数 相 减 得 到 。 例如, 就 像 6 一 2 是 整数 一 


样 , 3 一 5 也 应 该 是 一 个 整数 。 这 并 非 整 数 的 完整 定义 , 因为 (a) 它 没 有 指出 什么 时 


候 两 个 差 是 相等 的 〈 例 如 , 我 们 应 该 知道 为 什么 3 一 5 等 于 2 一 4, 但 不 等 于 1 一 6)， 
(b) 它 没 有 指明 如 何 对 这 些 差 进 行 算术 运算 (怎么 把 3 一 5 加 到 6 一 2 上 )。 另外 ， 
(c) 这 个 定义 是 循环 的 ， 因 为 它 需要 用 到 减法 的 概念 ,而 减法 只 有 在 整数 概念 建立 


之 后 才能 充分 地 被 定义 。 幸 运 的 是 ， 


于 之 前 对 整数 有 一 定 的 了 解 , 所 以 我 们 知道 


这 些 问题 的 答案 应 该 是 什么 。 为 了 回 
a+d= c+b 时 , 恰好 有 a-b= cd,， 
等 。 类 似 地 , 为 了 回答 (b), 从 代数 学 


I 


答 (a), 我 们 从 代数 学 的 高 级 知识 中 了 解 到 , 当 


于 是 我 们 可 以 只 利用 加 法 的 概念 来 描述 差 的 相 


中 我 们 了 解 到 (a 一 b)++(c-qd)= (at+c)-(b+d) 


和 (ga 一)(c 一 qd) = (ac 十 bd) 一 (ad 十 bc)。 因 此 我 们 将 利用 已 有 的 知识 来 构造 整数 的 


定义 , 这 正 是 我 们 很 快要 做 的 事情 。 


我 们 还 必须 回答 (c)。 为 了 解决 这 个 问题 , 我 们 将 采取 以 下 措施 : 暂时 不 把 整数 


写成 差 a 一 b 的 形式 , 而 是 用 一 个 新 的 符号 a 一 b 来 定义 整数 。 其 中 , 一 是 一 个 无 


意义 的 占 位 符 , 它 与 平面 上 点 的 笛 卡 儿 坐标 符号 (x,y) 中 的 逗号 类 似 。 稍 后 当 我 们 


定义 减法 时 将 会 看 到 a 一 b 事实 上 就 等 于 a 一 5， 从 而 我 们 就 可 以 废弃 符号 一 。 现 


就 会 被 扔 掉 而 且 永 远 不 会 再 被 使 用 。 


在 它 只 是 用 来 避免 循环 论证 。( 这 些 设计 类 似 于 建造 一 幢 大 厦 时 所 用 的 脚手架 ， 脚 
手 架 对 于 确保 大 厦 被 正确 地 建造 起 来 暂时 是 必 不 可 少 的 , 但 是 一 旦 大 厦 建成 , 它们 


) 对 于 定义 那些 我 们 已 经 非常 熟悉 的 事物 , 好 


像 没 必要 那么 复杂 , 但 是 我 们 还 将 再 次 使 用 这 些 设 计 去 构造 有 理 数 , 而 且 了 解 这 些 


构造 方法 对 于 后 面 几 音 的 学 习 会 很 有 帮助 。 


定义 4.1.1 (整数 ) 整数 是 形 如 


@ 用 集合 论 的 语言 来 说 , 我们 现在 所 做 的 事情 是 从 空间 N x N 开始 的 , 其 中 N x N 是 由 一 切 自然 


a 一 b 的 表达 式 ” 其 中 a 和 b 都 是 自然 数 。 两 


数 的 有 序 对 (a,b) 构成 的 空间 。 然 后 我 们 在 这 些 有 序 对 上 定义 一 种 等 价 关系 ~， 即 (a,5) ~ (c,d) 当 
当 a+d=c+b 那么 符号 a 一 b 的 集合 论 解 释 就 是 它 是 由 所 有 与 (a,5) 等 价 的 有 序 对 所 构成 的 空间 ， 即 


a 一 b :二 {(c,d) €E N x N : (a,b) ~ (cd}s 然而 这 种 解释 对 于 我 们 如 何 操作 整数 毫 无 用 处 ,我 们 不 再 提起 


此 事 。 在 本 章 后 面 构造 有 理 数 时 或 者 下 一 章 构 造 实数 时 , 我们 也 可 以 给 出 类 似 的 集合 论 解释 。 


4.1 整数 .61. 


个 整数 被 看 作 是 相等 的 ,a 一 -5 = c 一 d， 当 日 仅 当 a 十 d=c+b。 令 Z 表示 由 全 体 
整数 构成 的 集合 。 

所 以 例如 ,3 一 -5 是 一 个 整数 ,并 且 它 等 于 2-_-4, 这 是 因为 3 二 4 二 2 十 5。 男 
外 ,3 一 5 不 等 于 2 一 3， 3 十 3 关 2 十 5。 这 个 符号 看 起 来 有 些 奇怪 , 而 且 还 有 
一 些 缺 陷 。 例 如，3 目前 还 不 是 整数 ， 因 为 它 不 是 形 如 a 一 b 的 表达 式 ! 后 面 我 们 
将 纠正 这 些 问 题 。 

我 们 必须 验证 上 面 定 义 中 “相等 ”的 概念 是 合理 的 ， 还 需要 证 明 自 反 性 、 对 
称 性 、 传 递 性 和 替换 公理 (参见 A.7 节 )。 我 们 来 证 明 传递 性 公理 , 而 把 自 反 性 和 
对 称 性 的 证 明 留 作 习 题 4.1.1。 假 设 已 知 a 一 -5 = c 一 d 和 c 一 d = e 一 f， 于 是 有 
a+d 二 c+b 和 cf = d+e。 把 这 两 个 等 式 相 加 得 到 w+d+c+j= c++d+ee 根 
据 命题 2.2.6, 我 们 可 以 消去 c 和 qd,， 从 而 得 到 w+ = "+e, 也 就 是 a 一 b= e 一 f。 
因此 消去 律 被 用 来 确保 我 们 所 定义 的 “相等 ”的 概念 是 有 意义 的 。 关 于 替换 公理 ， 
目前 还 无 法 对 其 进行 证 明 , 因为 我 们 还 没有 定义 整数 上 的 任何 运算 ,但 是 ， 当 我 们 
定义 整数 上 的 基本 运算 时 , 如 加 法 、 乘 法 和 排序 运算 , 就 必须 证 明 蔡 换 公理 从 而 来 
保证 我 们 给 出 的 定义 是 有 效 的 。( 我 们 只 需要 在 定义 基本 运算 时 做 这 件 事 ; 整数 上 
更 加 高 级 的 运算 ， 如 指数 运算 , 将 由 这 些 基本 运算 来 定义 , 所 以 我 们 不 需要 对 高 级 
运算 重新 证 明 替 换 公理 。) 
现在 我 们 定义 整数 上 的 两 种 基本 算术 运算 : 加 法 和 乘法 。 

定义 4.1.2 两 个 整数 的 和 (a 一 -5) 十 (c 一 d) 由 下 面 这 个 式 子 来 定义 ; 

(a—b) + (c—d) := (+o 一 (十 q) 
两 个 整数 的 乘积 (a 一 0) x (c 一 d) 被 定义 为 : 
(a—b) x (c—d) := (ac+ bd)—(ad+ bo) 

于 是 例如 ，(3 一 -5) 十 (1 一 4) 等 于 4 一 9。 但 是 在 接受 这 些 定义 之 前 ， 我 们 必 
须 证 明 一 件 事 : 如 果 我 们 把 其 中 一 个 整数 换 成 与 它 相 等 的 另 一 个 整数 ， 那 么 加 法 
的 和 以 及 乘积 保持 不 变 。 例 如 ，3 一 5 等 于 2 一 4， 于 是 (3 一 5) + (1 一 4) 应 该 与 
(2 一 -4) + (1 一 4) 有 相同 的 值 ， 否 则 无 法 给 出 统一 的 加 法 定义 。 幸 运 的 是 ， 此 事 胡 
实 成 立 。 

引 理 4.1.3〈 加 法 和 乘法 是 定义 明确 的 ) 设 a、b、a、V、c、d 是 自然 数 。 如 果 
(a 一 0) = (wo 一 如 ,那么 有 (ao 一 让 +(c 一 四 = (wo 一 的 上 +(c 一 四 和 (ao 一 六 x(c 一 qd = 
(a' 一 -0) x(c 一 -d), 还 有 (c 一 d) 十 (a 一 0) = (c 一 四 +(o 一 的 和 (c 一 四 x (a—0) = 
= d) x (a 一 V)。 因 此 加 法 和 乘法 是 定义 明确 的 运算 (相等 的 输入 给 出 相等 的 


a 


证 明 : 为 了 证 明 (a 一 -了 0) 十 (c 一 qd) = (a 一 5 十 (c 一 d), 我 们 分 别 对 等 号 两 端 求 
和 可 得 (a 十 co) 一 (b+d) 和 (a’ 十 c) 一 (WV 十 d)。 于 是 我 们 要 证 明 的 是 a+c+b 二 d= 


院 
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wo' 十 c+b 二 dg。 又 因为 (o 一 让 = (a 


/一 0), 所 以 有 a+V = a'+b, 进而 两 端 同时 加 上 c+d 


就 得 到 ao+c+Y+d = w 十 c+bd。 现 在 我 们 证 明 (ao 一 已 x(c 一 qg) = (wo 一 的 x(c 一 中。 


该 等 式 两 端 分 别 为 (uc 二 bg 一 
明 的 是 c++awd+wc= aoc 


(ad 二 be) 和 (gc 十 5d) 一 (a'd 十 bc), 于 是 我 们 要 证 
十 bd 十 ad 十 be。 然而 左 端 等 于 c(a 十 VV) 十 dla’ 十 四 ， 


同时 右 端 等 于 clo' 十 及 上 + da 十 轨 。 由 于 a+W= 以 十 六 所 以 上 述 等 式 两 端 相 等 。 


剩 下 的 两 个 等 式 也 可 以 采取 类 似 的 方法 证 明 。 


整数 n 一 0 与 自然 数 n 县 


(mm 一 0) = (2 二 7 一 0 和 (n 一 0) x (m 一 0) = nm 一 0。 男 外 ,(n 一 0) = (m 一 0) 


有 相同 的 性 质 。 事 实 上 ， 我们 可 以 证 明 (" 一 0) 十 


当 且 仅 当 n= m (用 数学 语言 来 描述 它 就 是 在 自然 数 n 和 形 如 n 一 0 的 整数 之 间 


存在 一 个 同 构 )。 于 是 我 们 可 以 通过 令 ”= n 一 -0 把 自然 数 和 整数 等 同 起 来 , 这 并 


不 会 影响 我 们 定义 的 加 法 、 乘 法 或 者 相等 的 概念 ， 因 为 它们 彼此 是 一 致 的 。 例 如 ， 


现在 我 们 认为 目 然 数 3 与 整数 


3 一 0 是 相等 的 ,于 是 3 = 3 一 0。 特别 地 , 0 等 于 


0 一 0, 1 等 于 1 一 0。 当 然 , 如 果 我 们 令 ”等 于 n 一 0, 那么 ”就 与 任何 一 个 等 于 
n 一 -0 的 整数 相等 , 例如 3 不 仅 等 于 3 一 0, 它 还 等 于 4 一 1、5 一 2 等 。 


现在 我 们 可 以 把 整数 上 的 增 量 运算 定义 为 z 十 + := zx 十 1， 其 中 x 是 任意 整 


数 。 这 当然 与 我 们 所 定义 的 自然 数 上 的 增 量 运算 是 一 致 的 。 但 是 对 我 们 而 言 , 这 已 


经 不 再 是 一 个 重要 的 运算 ， 因 为 现在 它 已 经 被 更 一 般 的 加 法 概念 取代 了 。 


现在 我 们 考虑 整数 上 其 他 的 基本 运算 。 


定义 4.1.4 (整数 的 负 运 算 ) 如 果 (a 一 -b) 是 一 个 整数 ,那么 我 们 定义 它 的 负 
数 -(a 一 六 为 整数 (5 一 -a)。 特别 地 ,如果 n = n 一 0 是 一 个 正 自然 数 ， 那 么 我 们 


可 以 定义 它 的 负数 为 -n= 0 一 n。 


例如 , 一 (3 一 5) = (5 一 3)。 


引 理 4.1.5 (整数 的 三 歧 性 


我 们 能 够 证 明 这 个 定义 是 明确 的 (习题 4.1.2)。 


现在 我 们 可 以 证 明 整 数 恰好 满足 我 们 的 期 望 。 


) 设 z 是 一 个 整数 , 那么 下 述 三 个 命题 中 恰好 有 一 


个 为 真 : (a) x 是 零 ; (b) x 是 正 自然 数 n; (c) z 是 正 自 然 数 ”的 负数 -mn。 


证 明 : 我 们 首先 证 明 (a)、(b) 和 (c) 中 至 少 有 一 个 为 真 。 根 据 定 义 ,存在 自然 
数 a 和 九 使 得 z = a- 一 b。 我 们 有 如 下 三 种 情况 : a > b、a==b 或 a<b。 如果 a > 上 bb， 


那么 存在 某 个 正 自然 数 c 使 得 
真 ; 如 果 a = b， 那 么 a-_b 


a 二 5 十 c， 这 表明 a 一 b = c 一 -0 = c, 于 是 (b) 为 


a 一 a = 0 一 0 = 0, 于 是 (a) 为 真 ; 如 果 a < 5b， 那 


么 5 > a, 于 是 根据 与 前 卫 


司 理 可 知 ， 存 在 某 个 正 自 然 数 ”使 得 5 一 a = n， 从 而 


a 一 b= 二 一 n, 于 是 (c) 为 真 。 


现在 我 们 证 明 (a)、(b) 和 (c) 中 同时 成 立 的 命题 不 超过 一 个 。 根据 定义 , 一 个 


正 自然 数 是非 零 的 , 所 以 (a) 咎 


1 (b) 不 能 同时 为 真 。 如 果 (a) 和 (c) 同时 为 真 ， 那 


4.1 整数 .63. 


么 存在 某 个 正 自然 数 n 使 得 0 = 一 n; 于 是 0 一 0 = 0 一 n, 则 0 上 +0=0+7?2， 从 而 


n= 二 0, 这 里 出 现 了 矛盾 。 如 果 (b) 和 (c) 同时 为 真 ， 那 么 存在 两 个 正 自然 数 ”和 


正 的 、 零 或 负 的 ,但 是 不 可 


十 么 不 定义 整数 就 是 正 的 自然数 ,或 者 零 ， 
履 了 , 那么 “加 上 整数 ”和 “ 乘 以 整数 ”的 法 则 将 会 有 六 


恰好 有 一 个 为 真 。 


或 者 自然 数 的 负数 。 
F 多 不 同 


) 
m 使 得 n= 一 m, 于 是 (n 一 0) = (0 一 m)， 从 而 nn 十 m= 0 十 0， 这 与 命题 2.2.8 了 矛 
盾 。 因 此 , 对 于 任意 的 整数 z,，(a)(b)(c) 
如 果 是 一 个 正 自然 数 ， 那 么 我 们 称 -mm 为 一 个 负 整 数 。 
能 同时 有 多 于 一 种 可 能 。 
有 人 可 能 会 问 , 我 们 为 什么 不 利用 引 理 4.1.5 来 定义 整数 。 也 就 是 说 ， 我 们 为 


因此 每 一 个 整数 是 


现在 我 们 对 整数 的 代数 性 质 进 行 总 结 。 


命题 4.1.6〈 整 数 的 代数 定律 ) 设 zx、y、 


2 是 
2 十 4 一 十 和 
(z 二 如 二 > 一 了 十 二 十 吉 
2 十 0= 王 0 十 2 三 2 
z++(-7z)=(-7z)+z=0 
xy SY 
(ZY)z = Z(V2) 
rl=1l% = 


2Z(V 十 2 一 ZU 十 QZ 
(y+2)T = Yr 2 


因为 如 果 我 们 这 样 
的 情况 例如， 负数 


乘 以 负数 等 于 正 数 ; 负数 加 上 正 数 要 么 是 负数 ,要 么 是 正 数 ， 要 么 是 零 , 这 取决 于 


哪 一 项 的 数值 更 大 , 等 等 。) 而 且 证 明 所 有 这 些 性 质 将 会 造成 很 大 的 混乱 。 


整数 , 那么 我 们 有 


注 4.1.7 上 述 九 个 等 式 有 一 个 统称 , 它们 断定 全 体 整 数 构成 一 个 交换 环 。( 如 


果 我 们 删 掉 等 式 zy = yx， 那么 


等 式 已 经 被 证 明 对 于 自然 数 是 成 立 的 , 但 是 这 不 自动 地 表明 


出 的 关于 自然 数 的 命题 。 


证 明 : 有 两 种 方法 来 说 


只 能 断定 全 体 整 数 构成 一 个 环 。) 注意 ， 其 中 某 些 


它们 对 于 整数 也 成 立 ， 


因为 整数 集 是 一 个 比 自 然 数 集 更 大 的 集合 。 另外, 这 个 命题 取代 了 许多 早先 被 推导 


FE 明 这 些 等 式 。 一 种 方法 是 利用 引 理 4.1.5 并 根据 z、y、z 


是 否 为 零 、 正 数 或 者 负数 ， 分 成 很 多 种 情况 来 考虑 。 这 将 变 得 非常 繁琐 。 一 种 简洁 
的 方法 是 记 z = a 一 5b, y= co 一 4 以 及 z=e 一 f, 其 中 a、b、c、d、e、f 是 自然 数 ， 


然后 把 这 些 等 式 展开 成 关于 a、b、c、d、e、f 的 表达 式 并 对 它们 运 


用 自然 数 的 代数 


定律 。 这 种 方法 使 得 每 一 个 等 式 能 够 在 几 行 内 就 被 证 明 。 我 们 只 证 明 最 长 的 等 式 ， 


即 (zy)z = Z(Vz)。 


(2Y)z 


[(a—b)(c—d)l(e— 7) 
[(ac+ bd)—(ad+ bc)|(e—f) 
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a—b)l(cei+ df 


( 
(a—Dl(c—) 
( 
( 


ace + adf + bcf + bde)—(acf + 
半 的 。 其 余 的 等 式 可 以 按照 类 似 的 方式 来 证 明 , 参见 


(e 一 旋 ] 
一 (cj + de)] 


We 


ace + bde + adf + bcf)—-(acf + bdf + ade + bee) 


H ade + bce 十 bdf) 


习题 4.1.4。 


TC— 


yz 全 


ID 


现在 我 们 定义 两 个 整数 的 减法 运算 z - y 为 下 面 这 个 式 子 : 


我 们 不 需要 证 明 减 法 运算 遵守 替换 公理 ， 因 为 我 们 已 经 利用 整数 上 的 另外 两 种 运 


算 〈 即 加 法 和 负 运 算 ) 定义 了 减法 运算 , 并 且 已 经 证 明 这 两 种 运算 是 定义 明确 的 。 
现在 我 们 很 容易 证 明 , 如果 a 和 5 是 自然 数 ,那么 


a—b=a+t+(-0b) = (a—0)+(0—0b) = a——b 


从 而 a 一 -b 与 a 一 b 就 是 一 回 事 。 因 此 我 们 现在 可 以 丢 


的 减法 运算 符号 。( 正 如 前 面 已 经 注 
会 导致 循环 论证 。) 


我 们 现在 可 以 把 引 理 2.3.3 和 


命题 4.1.8 (整数 没有 零 因 子 ) 设 c 和 是 整数 ， 


或 b=0 (或 a=b=0)。 
证 明 : 参见 习题 4.1.5。 


弃 符号 一 , 改 用 我 们 所 熟悉 
释 过 的 , 我 们 不 会 号 上 使 用 减法 运算 ， 因为 这 


E 论 2.3.7 从 自然 数 的 情形 推广 到 整数 的 情形 。 
并 日 满足 ab 二 0。 那么 a=0 


推论 4.1.9 (整数 的 消去 律 ) 如 果 a、b、c 是 整数 , 并 且 满 足 ac = be 以 及 c 不 


为 零 ， 那么 Q 一 b。 


证 明 : 参见 习题 4.1.6。 


现在 我 们 按照 逐 字 重复 定义 的 方法 ， 把 曾经 定义 在 


整数 上 。 
定义 4.1.10《〈 整 数 的 排序 ) 设 


作 n>zm 或 者 m<<n, 当 且 仅 当 存 在 某 个 


自然 数 上 序 的 概念 推广 到 


n 和 m 是 整数 , 我 们 称 mn 大 于 或 等 于 mr, 记 


格 大 于 m, 并 记 作 n>m 或 者 m<n, 当 且 仅 当 n>>m 


于 是 例如 , 5 > -3， 因 为 5= 一 3 十 8 并 | 


序 的 概念 是 一 致 的 ， 因 为 我 们 使 用 的 是 同一 个 定义 。 


利用 命题 4.1.6 中 的 代数 定律 ， 
引 理 4.1.11〈 序 的 性 质 ) 设 a、 


不 难 证 明 下 列 序 的 性 


b、c 是 整数 。 


(a) a>>b 当 且 仅 当 a 一 5b 是 一 个 正 的 自然 数 。 
(b) 《加 法 保持 序 不 变 ) 如 果 a > 5b, 那么 a 二 c>5b+ce。 


自然 数 a 使 得 


n= 二 mm 十 a。 我 们 称 mn 严 
Hnzm。 


昌 5 关 一 3。 这 个 定义 显然 与 自然 数 上 


质 。 


4.2 有理数 .65， 


CA 


4.1.2 证明 : 整数 上 负 运 算 的 定义 


二 全 
4.1.3 证明: 
4.1.4 ”证 明 : 

一 且说 
4.1.5 ”证 明 : 


4.1.6 ”证 明 :; 推论 4.1.9。( 提 万 
a 一 b 一 定 为 零 。 另 一 种 方法 是 


4.1.7 证 明 : 


4.1.8 证明 : 归纳 法 


f) ( 序 的 三 歧 诉 
证 明 : 参见 习题 4.1.7。 


c) “〈 正 的 乘法 保持 序 不 变 ) 如 果 a > pb 
d) 〈 负 运算 反 序 ) 如 果 a >b, 那么 -a < 一 b。 
e) ( 序 是 可 传递 的 ) 如 果 w > ?上 且 


习 


自 反 的 又 是 对 称 | 
义 明确 的 , 即 如 
此 相等 的 整数 有 相等 的 负数 。) 


来 减少 我 们 的 了 


|- rz 


里 2.3.3 确 


4.1.8 的 过 程 中 


a 对 任意 整数 a 均 成 立 。 


Lb>c, 那么 a> ce。 
FE) 命题 a > b、a <5b 和 a = 二。b 中 恰 有 一 个 为 真 。 


Pa 
o 


4.1.6 中 余下 的 等 式 。( 提 示 : 可 以 利用 
[ 作 量 。 例如 , 一旦 
FE 明了 wy+z)= ry1 


E 的 , 那么 cc > bc。 


(0 一 人 一 (@ 一 ,那么 (一 一 


证 明 其 他 的 等 式 ， 由 此 
知道 了 zy = yz， 你 就 能 够 立即 得 到 zl = 1x; 并 且 
那么 你 自然 能 得 到 (yy 


2)Z = YT + zx.) 


里 然 这 个 命题 


种 方法 来 证 


实 是 


样 ， 但 是 在 证 明 命题 


本 题 。 一 种 方法 是 利用 命 是 


巴 推论 2.3. 里 4.1.5 结合 起 来 使 


理 元 


4.1.8 推导 出 
) 


该 引 理 


是 关于 
涵 着 P(n 十 1 
归纳 法 不 能 像 处 开 


不 能 直接 用 


得 P(0) 为 ; 


|) 为 真 , 但 是 P(n) 并 不 对 所 和 
自然 数 那样 成 为 一 个 有 用 疼 


和 实数 时 ,这 种 状况 将 变 得 更 糟糕 。) 


4.2 “有理数 
我 们 已 经 构造 了 整数 ,给 出 了 相应 的 加 法 运算 、 减 法 运算 、 乘 法 运算 和 序 ,并 


证 明了 全 部 预 
构造 有 理 数 ， 并 

正如 整数 是 i 
来 构造 ,当然 我 们 : 


期 的 代数 的 以 及 序 理 


论 的 怕 


HL 余 部 分 。) 
地 ,给 出 下 面 这 个 例子 。P(n) 
意 的 整数 来 说 ，P(n) 为 真 蕴 
都 为 真 。 所 以 在 处 理 整数 时 ， 


b= 


时 我 们 稍 后 定义 的 有 理 数 


E 质 。 下 面 我 们 将 利 月 


@ 不 存在 人 


法 添加 到 我 们 的 运算 中 。 
过 两 个 自然 数 做 减法 来 构造 的 ， 有 理 数 可 以 通过 两 个 整数 相 除 
六 须 注意 分 母 不 应 该 为 零 ”。 就 像 当 


不 可 能 同时 成 立 。 但 是 最 终 我 们 能 够 得 


见 10.5 节 ), 该 法 则 对 于 


为 如 果 b5 可 以 取 为 零 的 话 ,为 
上 一 个 由 某 个 趋 近 了 
帮 情 是 足够 的 。 


类 似 的 构造 方法 来 


a+d=c+b5 时 两 个 差 a 一 5 


么 等 式 (a/0)*b 二 a 和 等 式 ck0 = 0 
F 零 的 量 做 除数 的 合理 概念 


洛 必 达 法 则 〈 参 


和 c 一 d 是 相等 的 一 样 , 我 们 知道 《根据 对 


定义 4.2.1 ”有理 数 是 形 如 a//b 


高 级 的 知识 ) 如 果 ad = bc, 那么 两 个 商 
a/b 和 cy/d 也 是 相等 的 。 于是， 和 定义 整数 时 类 似 , 我 们 创造 一 个 新 的 无 意义 符号 
// (这 个 符号 最 终 会 被 除 号 取代 )， 并 定义 : 


的 表达 式 ， 其 中 a 和， 是 整数 ， 并 且 5 不 


为 零 ，a//0 不 是 有 理 数 。 两 个 有 理 数 被 看 作 是 相等 的 , 即 affb = c//d， 当 且 仅 当 
ad = cl。 全体 有 理 数 构成 的 集合 记 作 Q。 


于 是 例如 ，3//4 = 6//8 = -3// 一 4, 但 3//4 4//3。 
的 定义 (习题 4.2.1)。 现 在 我 们 需要 加 法 、 乘 法 以 及 负 运 算 


需要 利用 已 有 的 知识 ， 这 些 知识 告诉 我 们 ayb 十 c/d 应 该 等 


(a/0) * (c/d) 应 该 等 于 acybd, 


我 们 定义 : 
定义 4.2.2 如 果 a//b 和 c//d 是 有 理 数 , 我们 定义 它 人 
(a//0) + (c//9) := (ad + be)// (bd) 


它们 的 乘积 为 : 


以 及 人 负 运 算 为 : 


假设 a//6= a'/1V ,于 是 5b 和 WwW 都 不 为 零 } 


引 理 4.2.3 有 到 
果 用 一 个 与 a//b 相等 的 有 到 
么 得 到 的 输出 结果 保持 不 变 , 而 是 


这 是 一 个 有 效 的 相等 
的 概念 。 同 样 ， 我 们 还 


于 (ad 十 bo)/(bq) 以 及 


(a/ /WD * (cd) := (ac)// (bd) 


—(a//D) := (-a)//b 
注意 , 如 果 b5 和 d 都 不 为 零 , 那么 根据 命题 41.8 可 知 bd 也 不 为 零 , 因此 两 个 


有 理 数 的 和 或 者 乘积 仍然 是 一 个 有 理 数 。 
数 上 的 和 、 乘 积 以 及 负 运 算 都 是 定义 明确 的 ,也 

E 数 w' /来 代替 a//yb 作为 以 上 几 种 运算 的 输入 , 那 
| 对 c//a 同样 有 类 似 的 结果 。 


证 明 : 我 们 只 证 明 关 于 加 法 此 结论 是 成 立 的 , 剩余 命题 


且 az = wb 现在 


1 一 (a/b) 等 于 (一 a)/b。 受 到 这 些 已 有 知识 的 启发 ， 


门 的 和 为 : 


就 是 说 ， 如 


的 证 明 留 作 习题 4.2.2。 
我 们 证 明 a//b+c//d = 


a'//b' 十 c//d。 根据 定义 ， 上 式 左 端 为 (ad 十 bc)//bd, 右 端 为 (a'd 十 bc)//Vd， 因此 


我 们 要 证 明 的 


是 


(ad + bec)b'd = 


而 


又 因 


该 式 可 以 展开 为 


(a'd + bc)bd 


ab'd? + bb'cd = a’'bd? + bb'cd 


为 al 一 以 


b 于 是 结论 得 证 。 同 理 可 以 证 明 把 c//d 替换 成 c//d 时 的 结论 。 


注意 , 有 理 数 a//1 与 整数 a 的 性 质 相同 : 


(ao//D) + (0//1) = (a+0)//1 
(a//1) x (0//1) = (ad)//1 
—(a//D) = (-%//1 


4.2 有理数 :67. 


同时 , a//1 和 5//1 仅 当 a 等 于 时 才 相 等 。 因此 , 对 任意 的 整数 a, 我 们 认为 a 


和 a//1 是 恒 等 的 : a = a//1; 这 个 


百 等 式 保 证 了 整数 的 算术 与 有 理 数 的 算术 是 一 


致 的 。 于 是 , 就 像 我 们 把 自然 数 系 幅 入 整数 系 一 样 , 我 们 把 整数 系 幅 入 到 有 理 数 系 


中 。 特 别 地 ， 所 有 的 自然 数 都 是 有 到 
观察 可 知 ， 一 个 有 到 


E 数 ,例如 0 等 于 0//1L 以 及 1 等 于 1//1。 


E 数 ao/ 思 等 于 0= 0//1 当 且 仪 当 a x1=0bx0, 即 当 且 仅 


当 分子 a 等 于 0。 因 此 如 果 a 和 5 都 不 为 零 , 那么 a//5 也 不 为 零 。 


的 有 理 数 ( 从 而 a,b 关 


现在 我 们 定义 有 理 数 上 的 一 种 新 运算 : 倒数 运算 。 如果 xz = a//5 是 一 个 非 零 
0), 那么 我 们 定义 z 的 倒数 z-! 为 有 理 数 x-1 := b//a。 容易 
证 明 该 运算 与 我 们 所 定义 的 相等 的 概念 是 一 致 的 : 如 果 两 个 有 理 数 o// 和 a’/ /5 
是 相等 的 , 那么 它们 的 倒数 也 是 相等 的 。( 相 比 之 下 , 一 个 如 “分 子 ”的 运算 就 不 是 
定义 明确 的 : 虽然 有 理 数 3//4 和 6//8 相等 , 但 它们 的 分 子 不 相等 , 因此 当 我 们 谈 


到 诸如 “zx 的 分 子 ” 这 样 的 术语 时 , 就 要 格外 小 心 。) 不 过 , 0 的 倒数 是 没有 定义 的 。 


现在 我 们 对 有 理 数 上 的 代数 性 质 进行 总 结 。 


命题 4.2.4 (有 到 


如 果 z 不 为 零 , 那么 我 们 还 有 


化 


数 的 代数 定律 ) 设 z、y、z 是 有 理 数 , 那么 下 列 代数 定律 成 


2Z 十 一 十 2 


(Zz 十 四 十 Zz 二 2 十 (y 二 22) 


刘 二 省亲 三 交 


一 ZIZ 一 1 


注 4.2.5 上 述 十 个 等 式 有 一 个 统称 , 它们 断定 有 理 数 集 Q 构成 了 一 个 域 。 这 


比 作 为 一 个 交换 环 更 好 , 因 


命题 取代 了 命题 4.1.6。 


证 明 : 为 了 证 明 这 些 等 式 , 我 们 记 z = a//b, y = c//d 以 及 > = e//f， 其 中 


为 我 们 得 到 了 第 十 个 等 式 zz-!1 = x-!z = 1。 注意 这 个 


a、c、e 是 整数 , b、d、f 是 不 为 零 的 整数 。 而 且 我 们 利用 整数 的 代数 定律 来 证 明 每 
一 个 等 式 。 我 们 只 证 明 最 长 的 等 式 , 即 (tz 十 Y) 十 z= 二 十 (yy 十 人 22: 


(Z +) +2 


l(a//0) + (ce//DW] + (e//f) 
(ad + be)// (bd)] + (e/ /7) 
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adf + bef + bde)//(bdf) 


Wi 


3 
z+ (y+ = (a//d+ lo//d 
a( 


a//b 


a 


) + (e//f)] 


+ (cf + de)// (df)] 


= (adf + bef + bde)// (bdf) 


所 以 (zx 十 四 十 z 和 zw 十 (y 十 z) 是 相等 的 。 其 余 的 等 式 可 以 按照 类 似 的 方法 来 证 明 ， 


并 把 这 些 证 明 留 作 习 题 4.2.3。 


现在 我 们 可 以 定义 两 个 有 理 数 zx 和 y (倘若 y 不 为 零 的 话 ) 的 商 z/y 为 


r/y:=7rxYy! 


于 是 例如 ， 


(3//4)/(5/76) = (3//4) x (6/75) = (18//20) = (9//10) 
根据 这 个 定义 式 容易 得 出 , 对 任意 的 整数 a 和 非 零 整 数 b 均 有 afb = a//b。 因 此 我 
们 可 以 丢弃 符号 //, 使 用 更 合乎 惯例 的 o 几 来 代替 a//5。 


按照 类 似 的 思路 ， 就 像 定 义 整 数 上 的 减法 那 


zy := t+ (-) 


f， 我 们 定义 有 形 


并 且 不 再 给 出 进一步 的 评注 。 


样 的 划分 。 


定义 4.2.6 称 一 个 有 理 数 x 是 正 的 ， 当 且 仅 当 存 在 两 个 1 


E 数 上 的 减法 为 


命题 4.2.4 让 我 们 能 够 使 用 一 切 规范 的 代数 法 则 ,我 们 以 后 将 照 此 进行 下 去 ， 


在 上 一 节 中 , 我 们 把 整数 划分 为 正 数 、 零 和 负数 。 现 在 我 们 对 有 理 数 也 进行 同 


FE 整 数 和 "使 得 


Zz =a/b。z 是 负 的 ， 当 且 仅 当 存在 某 个 正 有 理 数 y 使 得 x = -y 〈 即 存在 两 个 正 整 


数 a 和 jb 使 得 z= (-a)/b)。 


所 以 , 每 一 个 正 整 数 都 是 正 有 理 数 , 并 且 每 一 个 负 整 数 都 是 负 有 理 数 , 所 以 我 


们 给 出 的 新 定义 与 之 前 的 旧 定 义 是 一 致 的 。 


证 明 : 参见 习题 4.2.4。 


引 理 4.2.7 (有 理 数 的 三 层 性 ) 设 zx 是 一 个 有 理 数 , 那么 下 述 


三 个 命题 中 恰好 


有 一 个 为 真 : (a) z 等 于 0; (b) z 是 一 个 正 有 理 数 ; (c) z 是 一 个 负 有 理 数 。 


定义 4.2.8 (有 理 数 的 排序 ) 设 > 和 y 是 有 理 数 , 我 们 称 x > y 当 且 仪 当 z 一 y 
是 一 个 正 有 理 数 , 称 z < y 当 且 仅 当 x 一 y 是 一 个 负 有 理 数 。 记 xz > y 当 且 仅 当 


Zz>Yy 或 z=y, 并 且 可 以 类 似 地 定义 x < vy。 


命题 4.2.9 (有 理 数 上 序 的 基本 性 质 ) 设 zx、y、z 是 有 理 数 


成 立 : 
(a) 〈 序 的 三 收 性 ) 命题 z=y、x<y 和 zx> 


y 中 恰 有 一 个 为 


， 那 么 下 列 性 质 


真 
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b) 〈 序 是 反对 称 的 ) 我 们 有 x <y 当 且 仅 当 y > z。 

c) 〈 序 是 可 传递 的 ) 如 果 x <y 且 yy<z, 那么 z<z。 

d) 《加 法 保持 序 不 变 ) 如 果 x <y, 那么 x 十 z <y+z。 

e) “〈 正 的 乘法 保持 序 不 变 ) 如 果 xz <y 且 z 是 正 的 , 那么 zz < yz。 
证 明 : 参见 习题 4.2.5。 


注 4.2.10 命题 4.2.9 中 的 五 条 性 质 与 命题 4.2.4 中 域 的 公理 共同 有 一 个 统称 : 
它们 断定 有 理 数 集 Q 构成 一 个 有 序 域 。 我 们 需要 记 住 非常 重要 的 一 点 ， 那 就 是 命 
题 4.2.9(e) 仅 当 > 为 正 数 时 才 成 立 , 参见 习题 4.2.6。 


WII hd 


习 题 

4.2.1 ”证 明 有 理 数 上 “相等 ”的 定义 是 自 反 的 、 对 称 的 和 可 传递 的 。( 提 示 : 对 于 传递 性 , 利 
推论 4.1.9。) 

4.2.2 ”证 明 引 理 4.2.3 中 剩余 的 部 分 。 

4.2.3 ”证 明 命 题 4.2.4 中 剩余 的 部 分 。( 提 示 : 就 像 证 明 命题 4.1.6 那样 , 你 可 以 通过 利用 某 
些 等 式 去 证 明 其 他 等 式 的 方法 来 减少 工作 量 。) 

4.2.4 证 明 引 理 4.2.7。( 注 意 , 像 在 命题 2.2.13 中 那样 ， 必 须 证 明 两 件 不 同 的 事情 : 首先 证 
明 (a)(b)(c) 中 至 少 有 一 个 为 真 , 其 次 证 明 (a)(b)(c) 中 最 多 有 一 个 为 真 。) 

4.2.5 ”证 明 命 题 4.2.9。 

4.2.6 ”证 明 : 如果 z、y、z 是 有 理 数 , 并 且 满足 z<yY 和 > 是 负 的 , 那么 zz > yz。 


4.3 ”绝对 值 和 指数 运算 


我 们 已 经 介绍 了 有 理 数 上 四 种 基本 算术 运算 , 即 加 法 运算 、 减 法 运算 、 乘 法 运 
算 和 除法 运算 。( 回 忆 一 下 , 减法 运算 和 除法 运算 分 别 来 源 于 更 加 原始 的 负 运 算 和 
到 数 运算 的 概念 , 即 z 一 y :=z+(- 人 和 zm := x xy1。) 男 外 还 介绍 了 序 “<” 
的 概念 , 并 把 有 理 数 划分 为 正 有 理 数 、 负 有 理 数 和 零 。 总之, 我 们 已 经 证 明了 有 理 
数 集 Q 构成 了 一 个 有 序 域 。 

现在 可 以 利用 这 些 基 本 运算 去 构造 更 多 的 运算 。 虽 然 我 们 可 以 构造 出 很 多 这 
样 的 运算 , 但 我 们 只 介绍 两 种 特别 有 用 的 运算 : 绝对 值 和 指数 运算 。 

定义 4.3.1 (绝对 值 ) 如果 z 是 一 个 有 理 数 , 那么 z 的 绝对 值 |z| 有 如 下 定义 : 
若 z 是 正 的 , 则 |z|:= z; 若 z 是 负 的 , 则 |z|:= 一 zx; 若 z 为 零 , 则 |z| := 0。 

定义 4.3.2 (距离 ) 设 zx 和 y 是 有 理 数 , 量 |z 一 y| 被 称 为 x 和 Y 之 间 的 距离 ， 
有 时 记 作 d(x,y), 于 是 d(x,y) := |z 一 y|。 例如 , d(3,5) = 2。 
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命题 4.3.3( 绝 对 值 和 距离 的 基本 性 质 ) 设 z、y、z 是 有 理 数 。 
(a) (绝对 值 的 非 退 化 性 ) 我 们 有 |z| > 0。 另 外 , |x| = 0 当 且 仅 当 z 为 零 。 
(b) (绝对 值 的 三 角 不 等 式 ) 我 们 有 |z 十 y| < |z| + |yl。 
(c) 不 等 式 -y < xz <y 成立， 当 且 仅 当 y > |z|。 特别 地 , -|zx| < x < |zl。 
(d) 〈 绝 对 值 的 可 乘 性 ) jzy| = |z|ly|。 特别 地 , | 一 z| = lz|。 
(e) (距离 的 非 退 化 性 ) d(x,y) > 0。 另外 , d(x,y) =0 当 且 仅 当 z= y。 
(f) 《距离 的 对 称 性 ) d(x,y) = d(y, 2)。 
(g) “距离 的 三 角 不 等 式 ) d(x,z) < d(x,y) + d(y,2)。 
证 明 : 参见 习题 4.3.1。 
绝对 值 有 助 于 测量 两 个 数字 有 多 “ 近 ”。 我们 给 出 一 个 略 含 人 为 因素 的 定义 。 


定义 4.3.4(e- 接 近 性 ) 设 s > 0 是 一 个 有 理 数 , 并 且 设 z、y 是 有 理 数 。 我们 


称 y 是 s- 接 近 于 z 的 ， 当 |] 
注 4.3.5 在 数学 教科 
“脚手架 ”来 构造 更 加 本 


<- 接 近 的 。 


AI 


为 零 , 那么 z 和 yy 仅 当 z= 二 vy 晶 


远 都 不 可 能 是 e- 接 近 的 。( 在 分 析 理 


更 加 高 级 的 概念 , 我 们 就 会 丢弃 掉 =- 接 近 的 概 
例 4.3.6 数字 0.99 和 1.01 是 0.1- 接 近 的 ,但 它们 不 是 0.01- 接 近 的 ， 
d(0.99, 1.01) = |0.99 一 1.01| = 0.02 大 于 0.01。 允 


e 为 零 或 者 为 负 的 时 候 ， 我 们 不 会 


日 仅 当 d(y, z) 和 se。 
中 ,这 个 定义 不 是 标准 的 定义 ; 后 面 
要 的 极限 概念 (以 及 柯 西 序列 的 概念 ), 而 


全 


ho 


我 们 将 把 它 作为 
一 旦 有 了 那些 


因为 


对 才 是 e- 接 近 的 ， 


论 


| 于 任意 的 正 数 =, 数字 2 和 2 总 是 
寺 意 去 定义 e- 接 近 的 概念 ， 因 为 如 果 & 


并且 当 = 为 负 的 时 候 , x 和 永 


Fh 有 这 样 一 个 存在 已 久 的 传统 ， 即 无 论 在 什 


么 场合 , 希腊 字母 =、 
下 面 给 出 = 接近 性 


命题 4.3.7 设 z、y、z、w 是 有 理 数 。 


(a) 如 果 x = 那么 对 任意 的 es > 0, z 都 是 =- 接 近 于 y 的 。 反 过 来 ,如 果 对 


(c) 设 s,6 > 0, 如 果 


z 是 (e+0)- 接 近 的 。 
(d) 设 E),0 > 0， 如 果 


和 yy 十 w 是 (e] 


e -接近 的 。 


H 6)- 接 近 的 ， 
(e) 设 s > 0, 如 果 x 和 是 -接近 的 ,那么 对 人 


x 和 yy 是 e- 接 近 的 ， 


Zz 是 e- 接 近 于 yy 的 , 并 


并 是 


并 且 x 


6 只 应 该 用 来 表示 小 的 正 数 。) 
的 一 些 基本 性 质 。 


于 任意 的 = > 0, z 都 是 = 接近 于 y 的 , 那么 x = y。 


(b) 设 s> 0, 如 果 z 是 =- 接近 于 y 的 , 那么 


y 也 是 = 接近 于 z 的 。 


y 是 6- 接近 于 > 的 , 那么 x 和 


Lz 和 w 是 6- 接 近 的 , 那么 x 十 z 


z 和 vy 一 w 也 是 (= 十 9)- 接 近 的 。 


F 意 的 se > ee,， x 和 w 也 是 
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(f) 设 s>0, 如 果 y 和 > 都 是 = 接近 于 z 的 ,并 且 w 位 于 yy 和 > 之 间 ( 即 
ywygsz 或 z<w<y), 那么 ww 也 是 = 接近 于 z 的 。 
(g) 设 s > 0 如果 xz 和 wy 是 =- 接近 的 ， 并 且 > 不 为 零 , 那么 zz 和 yz 是 
elz|- 接 近 的 。 
(h) 设 s,6 >0, 如 果 xz 和 wy 是 e- 接 近 的 , 并 且 > 和 w 是 6- 接近 的 , 那么 zz 
和 yw 是 (e|z| 十 6|z| 十 26)- 接 近 的 。 
证 明 : 我 们 只 证 明 难 度 最 大 的 那 一 个 , 即 (h), 并 把 (a)~(g) 留 作 习题 4.3.2。 设 
e,6 > 0， 并 上 且 假设 x 和 y 是 e- 接 近 的 。 如果 记 a :=y 一 x, 那么 有 y= 二 z+a 上 有 
lal < e。 类似 地 , 如 果 > 和 w 是 0- 接近 的 , 并 且 定 义 b5:=w 一 z, 那么 w=z+b 且 
lb| < 5。 
因为 y=z+a 和 w=z 十 b, 所 以 ， 
yw = (z+a)(z+0) = r+az+rdt+ab 


于 是 ， 
lyw— zz|=|az++bz++ab| < laz|+lbz|+lab|= |allz|++ ldllz| + lallol 
又 因为 |la| <e 和 6|<<6, 所 以 ， 
lyvw— zz| < elz|+ olz|+ ed 

从 而 yw 和 zz 是 (elz| 十 5lz| + s0)- 接 近 的 。 

注 4.3.8 我 们 应 该 把 本 命题 中 (a)~(c) 的 表述 与 相等 的 自 反 性 、 对 称 性 以 及 
传递 性 公理 进行 比较 。 在 分 析 理 论 中 , 考虑 把 =- 接 近 的 概念 作为 相等 概念 的 近似 
代替 通常 是 有 用 的 。 

现在 我 们 推广 前 面 定 义 2.3.11 中 给 出 的 定义 ， 递 归 地 定义 自然 数 次 寡 的 指数 
运算 。 

定义 4.3.9 (自然 数 次 圭 的 指数 运算 ) 设 x 是 一 个 有 理 数 , 为 了 把 zx 升 到 0 次 
寺 ， 我 们 定义 za := 1; 特别 地 , 我 们 定义 00 := 1。 现 在 归纳 性 地 假设 对 于 某 个 自 
然 数 mw，z 已 经 被 定义 了 ， 于 是 我 们 定义 z?+1 := xz? x x。 

命题 4.3.10 (指数 运算 的 性 质 I) 设 x 和 w 是 有 理 数 ， 并 且 设 ” 和 mm 是 自 

(a) 我 们 有 zmzm = zt™m,， (27)™ 一 , (TY)" = Ty" 

(b) 假设 n>0, 那么 x*=0 i 

(c) 如 果 z>y>0, 那么 x” > yz0。 如 果 x>wyzZ0 并且 n > 0， 那么 

”>y 0。 


(qd) 我 们 有 |z"|= zl"。 


证 明 : 参见 习题 4.3.3。 
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现在 我 们 定义 负 整 数 次 窜 的 指数 运算 。 
定义 4.3.11( 负 整数 次 第 的 指数 运算 ) 设 x 是 一 个 不 为 零 的 有 理 数 ， 那么 对 
任意 的 负 整 数 -m， 我 们 定义 x-? := 1/z"。 


取代 命题 4.3.10。) 


命题 4.3.12 (指数 运算 的 改 


m 是 整数 。 


于 是 例如 , z-3 = 1/z3 = 1/(x xzxz)。 现 在 对 于 任意 的 
的 、 负 的 或 者 零 , 我 们 定义 了 痉 。 整 数 次 震 的 指数 运 


a 我 们 有 TTT 一 rntm, (Ee = xm, (zy)”™ 2 XY。 


(a) 
(b) 如 果 x > > 0, 那么 当 为 正 数 时 有 x” > yr” > 0， 当 n 为 负数 时 有 


0<7x”<y。 


(c) 如 果 z,y > 0, 即 天 0 并 且 和 = 那么 =vy。 


(d) 我 们 有 |z?| = | 


zs 


证 明 : 参见 习题 4.3.4。 


习 题 


整数 n, 不 管 n 是 正 


具有 下 列 性 质 (这 些 性 质 将 


E 质 II) 设 x 和 y 是 不 为 零 的 有 理 数 ,并 且 设 ” 和 


4.3.1 证 明 命题 4.3.3。( 提 示 : 尽管 所 有 的 陈述 都 可 以 通过 分 成 若干 种 情形 的 方法 来 证 明 ， 


比如 可 以 分 成 x 是 正 的 、 负 的 或 者 零 这 些 情形 ,1 
烦 地 分 情况 来 证 明 。 例如 , 我 们 可 以 利 


是 命题 中 许 : 


陈述 可 以 不 必 这 样 见 


4.3.2 ”证 明 命 题 4.3.7 中 剩 下 的 陈述 。 


到 


4.3.3 证 
4.3.4 证 
4.3.5 证 


到 


远 


命题 4.3.10。( 提 示 : 利用 归纳 法 。) 


命题 4.3.12。( 提 示 : 本 题 不 适合 使 用 归纳 法 , 而 
: 2 > N 对 一 切 正 整数 NN 均 成 立 。( 提 示 : 使 


用 命题 中 前 面 的 陈述 来 证 明 后 面 的 陈述 。) 


4.4 有理 数 中 的 间隙 


想象 一 下 , 我 们 把 全 体 有 理 数 放 在 一 条 直线 上 。 如 果 z > y, 那么 就 把 > 放 在 


y 的 右 侧 。( 这 是 一 个 不 严格 的 排列 ， 


归纳 法 


是 利用 命题 4.3.10。) 


因为 我 们 还 没有 定义 直线 的 概念 ， 但 这 里 的 


讨论 只 是 用 来 局 发 我 们 得 到 下 面 更 加 严格 的 命题 。) 整数 在 有 理 数 内 部 ,所 以 整数 


也 被 排列 在 这 条 直线 上 
命题 4.4.1 (由 有 到 


。 现 
E 数 而 


在 我 们 考察 有 理 数 相对 于 整数 是 如 何 排列 的 。 


定 的 整数 散布 ) 设 z 是 


数 使 得 nx <n+1。 事实 上 , 这 个 整数 是 唯 


个 有 到 


E 数 ， 那 么 存在 一 个 整 


的 〈《 即 对 每 一 个 x, 只 有 一 个 n 
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使 得 n < x <n+1)。 特别 地 , 存在 一 个 自然 数 N 使 得 NN > x (也 就 是 , 不 存在 某 
个 大 于 全 体 自 然 数 的 有 理 数 )。 

注 4.4.2 使 得 n < xz<n+t1 成 立 的 整数 n 有 时 被 称 作 x 的 整数 部 分 ,并 且 
记 作 n= |zj。 


证 明 : 参见 习题 4.4.1。 
另外 , 任意 两 个 有 理 数 之 间 至 少 存在 另 一 个 有 理 数 。 


命题 4.4.3 (由 有 理 数 确 定 的 有 理 数 散布 如 果 > 和 y 是 两 个 有 理 数 , 并 且 满 
足 z<2 那么 存在 第 三 个 有 理 数 z 使 得 z <z<y。 


证 明 : 设 z := (zz 十 四 /2, 因为 z <vy, 并 且 1/2 = 1//2 是 正 的 ,所 以 根据 命 
题 4.2.9 可 知 ，z/2 < y/2。 如 果 把 上 式 两 端 同时 加 上 y/2， 那 么 由 命题 4.2.9 可 知 
Zz/2 十 y/2 <y/2 二 y/2; 即 z <y。 如 果 取 代 yy2 而 把 x/2 加 到 上 式 两 端 , 那么 得 到 
Zz/2 十 XZ/2 <y/2 十 xX/2， 即 x <z。 于 是 得 到 了 要 证 明 的 结论 xz <z<y。 


尽管 有 理 数 具有 这 种 稠密 性 , 但 是 它 仍然 是 不 完备 的 。 在 有 理 数 之 间 仍 然 存在 
无 穷 多 个 “ 间 辽 ”或 “ 洞 ?， 尽 管 这 种 稠密 性 确实 保证 了 这 些 洞 在 某 种 意义 上 是 无 
穷 小 的 。 例如 , 现在 我 们 证 明 有 理 数 集 不 包含 2 的 平方 根 。 

命题 4.4.4 不 存在 有 理 数 x 使 得 x? = 2。 


证 明 : 我 们 只 给 出 证 明 的 框架 ， 具体 的 细节 将 在 习题 4.4.3 中 补充 。 为 了 推出 
矛盾 , 假设 存在 一 个 有 理 数 z 使 得 z2 = 2。 显然 x 不 为 零 。 不 妨 假设 x 是 正 的 , 因 
为 如 果 xz 是 负 的 , 我 们 只 需要 用 -x 来 代替 x (因为 z? = (-z)2)。 于 是 存在 两 个 
正 整 数 p、g 使 得 z = p/q， 从 而 (p/9)? = 2, 我 们 可 以 把 它 改写 为 p= 202。 对 于 
自然 数 p 而 言 ， 如 果 存 在 一 个 自然 数 使 得 p = 2k， 那么 我 们 定义 自然 数 p 是 偶 
数 ; 如 果 存 在 一 个 自然 数 使 得 p= 2k 十 1, 那么 我 们 定义 自然 数 p 是 奇数 。 每 一 
个 自然 数 要 么 是 偶数 ,要么 是 奇数 , 但 不 可 能 既是 偶数 又 是 奇数 。( 为 什么 ? ) 如 果 
p 是 奇数 , 那么 22 也 是 奇数 , (为 什么 ? ) 这 与 p? = 292 相 了 矛盾。 因此 p 是 偶数 , 即 
存在 某 个 自然 数 k 使 得 p= 2k。 由 于 pp 是 正 的 , 所 以 天 也 一 定 是 正 的 。 把 了 = 2k 
代入 到 pp? = 292 中 , 我 们 有 4k? = 202， 从 而 92 = 212。 

总 之 , 我 们 从 一 个 满足 p? = 292 的 正 整数 对 (p,q) 开始 ， 并 最 终 得 到 了 一 个 
满足 02 = 212 的 正 整 数 对 (gq, 有 )。 因 为 p? = 202， 所 以 gq < p。( 为 什么 ?) 如 果 改 
写 p :=g 和 gq := 上 ,那么 我 们 就 从 方程 p? = 292 的 一 个 解 (p,q) 过 渡 到 同一 方程 
的 一 个 新 解 (p,qg)， 其 中 新 解 所 对 应 的 p 值 更 小 。 然 后 我 们 可 以 不 断 地 重复 上 述 
过 程 , 并 得 到 方程 p= 292 的 一 系列 解 (p,qg”)、(p”,q”)， 等 等 , 这些 解 的 每 一 个 
2 值 都 比 前 一 个 更 小 , 并 且 每 个 解 都 由 正 整 数组 成 。 但 是 这 与 无 穷 递 降 原 理 相 矛盾 


下 
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整数 和 有 理 数 


(参见 习题 44.2) 。 这 个 矛盾 说 
另外 , 我 们 能 够 得 到 与 2 
命题 4.4.5 对 于 任意 有 1] 


(z+e)2。 


证 明 : 设 。<>0 是 


得 z2<2< (z+e)2。 这 意味 着 
意 , 根据 命题 

蕴涵 着 (2e)? < 2; 事实 

有 (ne)? < 2。( 注 意 ， 对 

命 

明 

完成 了 证 明 。 


例 4.4.6 如果”e = 0.001, 我 们 可 以 取 x = 1.414， 


的 平方 根 的 昌 
理 数 s > 0,， 存在 一 


明 我 们 得 不 到 一 个 满足 x2? = 2 的 有 理 数 x。 
E 离 任意 


党 小 的 有 理 
个 非 负 的 有 理 数 x 使 得 xz? < 2 < 


个 有 理 数 , 为 了 推 H 


A 


4.4.4 可 知 ，(z 十 e)? 不 可 能 等 于 2) 
上 通过 一 个 简单 的 归纳 就 能 证 明 , 对 于 每 一 个 自 
个 自然 数 n, ne 都 是 非 负 的 , 为 什么 ? ) 但 
5 题 4.4.1 我 们 能 够 找到 一 个 整数 ”使 得 n > 2/e, 这 说 明 ne > 2, 并 且 进 一 步 表 
(ne)? > 4 > 2, 这 与 对 每 一 个 自然 数 n 都 有 (ne)? < 2 的 陈述 相 矛 盾 。 这 个 矛盾 


于 每 


(x + 8)? = 2.002225。 


矛盾 , 假设 不 存在 非 负 的 有 理 数 x 使 
只 要 z 是 非 负 的 且 z2 <2, 就 有 (z 十 e)? < 2 ( 注 


o 


。 因 为 0 <2, 所 以 a2 <2, 这 
然 数 n 都 
是 根据 


因为 z2 = 1.999396 并 


命题 4.4.5 表明 了 虽然 有 


近 于 V2 的 有 理 数 


越 来 越 接近 于 V2， 
1.96, 1.9881, 1.999396, 1.99996164, 1.9999899241,.… 


于 是 , 我 们 好 像 能 够 通过 取 


于 


。 例如， 有 理 数 序列 


理 数 集 Q 中 不 包含 V2, 但 是 我 们 能 够 找到 尽 可 能 所 


Xk 


1.4,1.41,1.414, 1.4142, 1.41421,.… 


是 : 


因为 它们 的 平方 分 别 


个 有 理 数 序列 的 “极限 ”来 构造 2 的 平方 根 。 这 就 是 


下 一 章 中 我 们 构造 实数 的 思路 。( 还 有 另 一 种 方法 , 即 利用 所 谓 的 “ 戴 德 金 分 割 ” 方 


这 个 方法 , 但 实际 


4.4.1 
4.4.2 


法 , 对 此 我 们 不 做 深究 。 我 们 也 可 以 利用 无 限 十 进 


制 展 开 的 方法 , 但 这 个 过 程 中 会 


存在 一 些 环 手 的 问题 。 例如， 必须 让 0.999:… 等 于 1.000:…, 而 


F 它 比 其 他 方法 更 加 复杂 ， 参 上 


命题 


证 明 命题 


穷 递 降 | 


的 ， 妇 


4.4.1。( 提 示 : 利 
定义 : 数列 ao, al a2,…〔 可 以 是 自 
果 对 任意 的 自然 数 n 都 有 an > an4+1( 即 


习 


题 


命题 2.3.9。) 


琶 


和 


@ 我 们 将 使 


二 
录 也 


E 式 讨论 放 在 队 


[sel 
o 


然 数列 、 整 数列 、 有 型 


制 来 定义 有 限 小 数 , 例如 , 定义 1.414 等 于 有 理 数 1414/1000。 我 们 把 关于 十 进 


EH 


且 虽 然 我 们 最 熟悉 


附录 B。) 


数列 或 实数 列 ) 被 称 为 是 无 
a0 > a1l>a2>...)。 


4.4 有 理 数 中 的 间隙 .75， 


F 明 无 穷 递 降 原理 : 不 存在 无 穷 递 降 的 自然 数列 。( 提 示 : 为 了 推出 矛盾 , 假设 
之 


(a) 训 能 
0 
都 


够 找到 一 个 自然 数列 是 无 穷 递 降 的 。 因 为 所 有 的 an 都 是 自然 数 ， 所 以 an 
对 一 切 ”都 成 立 。 那 么 利用 归纳 法 来 证 明 对 任意 的 上 e N 和 任意 的 me N 
有 an 之 有， 从 而 得 到 矛盾 。) 

(b) 如 果 序 列 a1, az,a3,… 的 取 值 替换 成 整数 而 不 再 是 自然 数 ， 那 么 无 穷 递 降 原 理 
是 否 成 立 ? 如 果 上 述 取 值 奉 换 成 正 有 理 数 , 情况 又 会 如 何 ? 请 给 出 解释 。 


把 命题 4.4.4 证 明 过 程 中 标注 了 (为什么? ) 的 细节 补充 完整 。 


数 。 接 下 来 我 们 又 通过 上 
作 除 数 的 情况 ， 以 保 


回顾 一 下 我 们 已 经 
系 N、 整 数 系 Z 和 有 下 
假定 自然 数 系 是 存在 的 。 
的 基础 概念 相对 应 。 利 用 自然 数 系 我 们 递归 地 定义 了 加 法 和 乘法 ， 
种 运算 都 遵守 通常 的 代数 定律 。 然 后 我 们 通过 取 自 然 数 的 形式 差 ”a- 一 0 来 构造 整 
区 整数 的 形式 商 a//b 来 构造 有 理 数 ， 当 然 我 们 需要 排除 0 
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取得 的 成 果 。 我 们 已 经 严格 地 构造 出 三 个 基本 数 系 : 自 
E 数 系 Q”。 我们 利用 五 个 皮 亚 诺 公理 来 定义 自 
这 看 起 来 是 可 信 的 ， 


FE 代 数 定律 的 合理 性 。( 你 当然 可 以 


Si 米 
头 效 

然 数 
然 数 ， 并 
因为 自然 数 与 连续 计数 这 个 非常 直观 
并 | 


日 证 明了 这 两 


自由 地 去 设计 你 自己 的 数 


系 , 其 中 也 许 就 包含 了 一 个 允许 0 作为 除数 的 数 系 。 但 是 你 不 得 不 放弃 命题 4.2.4 
中 的 一 个 或 者 更 多 个 域 公 理 ， 而 且 你 可 能 会 构造 出 一 个 对 处 理 现实 世界 中 任何 问 
题 都 没有 多 少 用 处 的 数 系 。) 

有 理 数 系 已 经 足够 用 来 处 理 数学 中 的 很 多 事情 。 例 如 ， 如 果 我 们 只 了 解 有 理 
数 , 那么 高 中 代数 里 的 很 多 事情 都 可 以 做 得 很 好 。 然而 , 只 了 解 有 理 数 系 对 于 研究 


数学 


FP 的 一 个 基础 领域 一 几何 学 (关于 长 度 、 面 积 等 的 研究 ) 是 不 够 的 。 例如 , 一 


个 两 条 直角 边 长 均 为 1 的 直角 三 角形 的 斜 边 长 度 为 V2， 其 中 V2 是 一 个 无 理 数 ， 


台 学 习 几 何 学 中 一 个 被 称 为 三 


也 就 是 说 它 不 是 有 理 数 ， 参见 命题 4.4.4。 当 我 们 

角 学 的 子 领域 时 , 以 及 当 我 们 看 到 诸如 x 或 者 cos(1) 这 些 在 某 种 意义 上 比 V2“ 更 
加 ”无 理 的 数 

书 的 范围 )， 

何 学 , 甚至 是 做 一 些 诸如 测量 直线 上 长 度 这 样 简单 的 事情 , 我 们 需要 
替 有 理 数 系 。 


者 一 条 曲线 下 的 面积 ， 所 以 微 积分 同 柱 


时 (这些 数 被 称 为 超越 数 , 但 是 对 超越 数 的 进一步 讨论 将 远 远 超出 本 
事情 将 变 得 更 加 糟糕 。 所以, 为 了 得 到 一 个 数 系 使 它 足 够 用 来 描述 几 


然而 , 从 有 到 


或 者 从 整数 


任务 是 引入 一 个 新 的 代数 运算 至 


用 实数 系 来 代 


因为 微 积分 学 与 几何 学 也 有 着 非常 密切 的 联系 ,比如 切线 的 斜率 , 或 
需要 实数 系 才能 正常 地 发 挥 功能 。 


数 中 严格 地 构造 出 实数 是 有 一 定 困 及 


局 
的 ， 


与 从 自然 数 中 构造 整数 


构造 有 理 数 相 比 , 这 里 需要 更 多 的 工具 。 在 前 面 两 个 构造 中 , 我 们 的 


QO 符号 N、 
表 的 是 “Zahlen”， 


正 地 意味 着 差 a 


Q 和 


R 分 别 代 表 了 “ 
它 是 德语 中 表示 数字 的 词 
@ 形式 的 (formal) 表示 “有 .……: 


一 5b， 基 


为 符号 一 没有 


个 形式 差 就 等 于 实 阿 
是 “形式 的 ”(formal) 一 词 在 这 里 的 


下 差 ， 于 是 这 最 终 不 


]。 
的 


| 数 系 上 来 。 例 如 , 通过 引入 减法 运算 , 我 们 从 自然 


然 的 ”Cnatural),“ 商 
另外 还 有 复数 系 C， 
在 我 们 网 


一 


是 个 问题 , 并 日 


形式 差 的 


然 


的 ”(quotient) 和 “ 实 的 ”(real)。Z 代 
它 显然 代表 了 “ 复 的 ”(complex)。 
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argument) 的 概念 是 无 关 的 。 


始 构造 的 时 候 ， 表 达 式 a 一 b 并 不 是 真 
任何 意义 。 它 只 有 差 的 形式 。 稍 后 我 们 定义 了 减法 ， 并且 证 明了 这 
符号 也 被 我 们 丢弃 掉 。 有 一 点 容易 混淆 的 
式 人 参数”(formal argument) 和 “ 非 形式 参数 ”(informal 


5.1 柯 西 序列 .77. 


数 中 得 到 了 整数 , 并 | 


困难 。 直 


日 通 


过 引入 除法 运算 从 整数 中 得 到 了 有 理 数 。 但 是 从 有 理 数 中 
得 到 实数 是 从 一 个 “离散 的 ”系统 过 渡 到 一 个 “连续 的 ”系统 , 而 且 还 需要 引入 一 
个 略微 不 同 的 概念 一 一 极限 。 极 限 在 某 种 层次 上 是 非常 直观 的 , 但 是 要 想 严 格 地 弄 


清楚 它 就 会 非常 困难 。( 即 便 像 欧 拉 和 牛顿 这 样 伟大 的 数学 家 在 研究 极限 时 也 感到 


到 19 世纪 ， 像 柯 西 和 戴 德 金 这 些 数学 家 才 型 ; 


在 4.4 节 中 ,我 们 研究 了 有 到 


A 


青 楚 如 何 严 格 地 处 理 极限 。) 


LE 数 中 的 “间隙”。 现在 我 们 利用 极限 来 填充 这 些 


间隙， 从 而 构造 出 实数 。 实数 系 最 终 会 和 有 理 数 系 有 很 多 相似 的 地 方 , 但 是 实数 系 


会 有 一 些 新 的 运算 , 尤其 是 上 确 界 运算 , 它 将 被 
积分 所 需要 的 人 有 


F 何 其 他 概念 。 


利 来 定义 极限 ,进而 被 用 来 定义 微 


这 里 我 们 将 给 出 获得 实数 的 过 程 , 其 中 实数 将 作为 有 理 数 序列 的 极限 。 这 个 过 
实际 上 它 是 一 种 非常 实用 的 常见 方法 , 能 够 有 效 地 完备 


程 看 起 来 可 能 相当 复杂 , 但 


化 一 个 度量 空间 , 参见 习题 11.6.8。 


5.1 ” 柯 西 序列 


我 们 对 实数 的 构造 将 依赖 柯 西 序列 。 在 正式 定义 这 个 概念 之 前 , 我 们 首先 定义 


序列 的 概念 。 


定义 5.1.1 (序列 ) 设 m 是 一 个 整数 。 有 理 数 序列 (a,)%,, 是 一 个 从 集合 
{neEZ:nzm} 到 Q 的 函数 ,也 就 是 一 个 映射 ， 它 对 每 一 个 大 于 或 等 于 mm 的 整 


数 n 都 于 


间 定 了 一 个 有 理 数 wu。 更 通俗 地 说 ， 一 个 有 到 


理 数 CQm yy Am+1l Qmm 十 2 … 


例 5.1.2 序列 ("2)s_u 是 一 组 自然 数 0,1,4,9,… 
3,3,3,…， 这 些 序 列 的 标号 都 是 从 0 开始 的 ， 而 我 们 也 可 以 让 序列 的 标号 从 1 或 


者 其 他 伯 


F 何 一 个 数字 


那样 。 然 而 其 


或 


,序列 (3)22.0 是 一 组 自然 数 


始 。 例如, 序列 (a;,)%>s 表示 序列 a3,a4,as,…， 于 是 序列 
( 品 )%。 是 一 组 自然 数 9,16,25,:…。 

我 们 希望 把 实数 定义 为 有 理 数 序列 的 极限 ， 为 此 我 们 必须 区 分 哪些 有 理 数 序 
列 是 收敛 的 ,哪些 不 是 收敛 的 。 例 如 , 序列 
1.4,1.41,1.414, 1.4142, 1.41421,.… 


看 起 来 好 像 要 收敛 到 哪 


也 序列 ， 如 


ban me 


E 如 


0.1, 0.01, 0.001, 0.0001,.… 


1,2,4,8,16,…. 


1,0,1,0,1,..- 


8 人 


数 


就 不 像 是 要 收敛 到 哪里 。 


4.3.4 可 知 ， 如 果 d(x,y) = 


因此 我 们 使 用 前 面 定义 过 的 e- 接 近 性 


Iz 一 y| <e， 那么 有 弄 


E 数 zx 和 yy 是 e- 接 近 的 。 


定义 5.1.3 (e- 稳 定性 ) 
元 素 中 的 每 一 对 a; 和 ak 对 
是 se- 稳定 的 ， 当 


任意 的 
仅 当 


Q0,Q1Q2… 


注 5.1.4 在 
义 。 类 似 地 ， 对 于 下 面 “ 最 终 =- 稳 定 
ee <s- 稳 定性 ， 但 显 


JI 


是 = 稳定 的 。 
例 5.1.5 序列 1,0,1,0,1,…: 


设 s > 0, 序列 (an)> 


E 文 献 中 ， 这 个 定义 不 是 标准 


然 我 们 可 以 对 
类 似 的 概念 : 如 果 d(aj,ak) <e 对 所 有 也 有 > N 均 成 立 , 那么 序列 ww,aN- 


2.0 是 e- 稳 定 的 ， 当 且 仅 当 序列 
自然 数 7 和 都 是 = 接近 的 。 换 言 之， 序列 
d(aiap) 入 <s 对 任意 的 7 和 大 均 成 立 。 
定义 , 在 本 市 之 外 我 们 用 不 到 这 个 定 
性 ”的 概念 也 是 如 此 。 我 们 已 经 对 标号 从 0 开 
标号 从 任何 其 他 数字 开始 的 序列 做 


i 


是 1- 稳 定 的 , 但 不 是 1/2- 稳 定 的 。 序列 0.1, 0.01， 


0.001, 0.0001,.… 是 0.1- 稳 定 的 , 但 
对 于 任意 的 <s 都 不 是 = 稳定 的 。( 为 


不 是 0.01- 稳 定 的 。( 为 什么 ?) 序 列 1,2, 4, 8,16,…: 


十 么 ? ) 序列 2,2,2,2,… 对 于 任意 的 <>0 都 


序列 的 = 稳定 性 概念 很 简单 , 但 


它 对 序列 开头 的 那些 数字 太 敏感 了 。 


是 10- 稳 定 的 , 但 当 = 取 


是 它 并 没有 真正 捕获 到 序列 的 极限 特征 , 因为 
例如， 序列 


10,0,0,0,0,0,……: 
生意 一 个 更 小 的 值 时 ， 该 序列 都 不 是 = 稳定 的 ,尽管 这 个 


序列 几乎 立刻 收敛 于 0。 
稳定 性 概念 。 


因此 , 我 们 需 


定义 5.1.6〈 最 终 =- 稳 定性) 设 s > 0, 序列 (on)? 


仅 当 存在 茶 个 自然 数 N 


是 最 终 = 稳定 的 ， 当 


Q0,Q1)Q2 


4 旺 
> 0 使 得 aN,aN+ti1,aN42,…: 


有 仅 当 


个 不 会 在 意 序列 开头 那些 数字 的 更 强 的 


看 要 


, 是 最 终 e- 稳 定 的 ， 当 
是 = 稳定 的 。 换 言 之 ,序列 
使 得 daj,an) < < 对 所 


存 了 


E 一 个 N>0 


有 的 也 有 > N 均 成 并 。 
例 5.1.7 被 定义 为 an := 


pA 


1/n 的 序列 
不 是 0.1- 稳 定 的 , 但 它 是 最 终 0.1- 稳 定 的 ， 


a1;Q2,…《 即 序列 1,1/2,1/3,1/4,.…) 
因为 序列 qi0,a11,Q12,…《〔 即 序列 1/10， 


1/11,1/12,… ) 是 0.1- 稳 定 
都 不 是 =- 稳定 的 ， 但 对 于 作 


的 。 对 于 任意 个 取 值 小 于 10 的 s， 序列 10, 0,0,0,0,…， 
E 意 的 s > 0, 它 都 是 最 终 = 稳定 的 。( 为 什么 ? ) 


现在 我 们 终于 可 以 定义 关于 有 理 数 序列 “ 想 要 ”收敛 的 正确 概念 。 


定义 5.1.8( 柯 西 序列 ) 有 理 数 


任意 的 有 理 数 = > 0, 序列 (an)?%eo 是 最 终 -稳定 的 。 即 序列 a0, a1, 42,…… 
对 于 任意 的 。 > 0, 存在 一 个 N > 


序列 ， 当 且 仅 当 
8K > NV 均 成 立 。 


序列 (an)?2_u 被 称 为 柯 西 序列 ， 当 且 仅 当 对 于 
. 是 柯 西 
0 使 得 d(aj,ak) 冬 =s 对 所 有 的 


5.1 柯 西 序列 .79. 


注 5.1.9 目前 , 参数 = 被 限定 为 正 有 理 数 。 我 们 还 不 能 把 = 设 为 任意 的 正 实 
数 ， 因 为 实数 还 没有 被 构造 出 来 。 然而 , 一 旦 构造 出 实数 , 我 们 就 会 看 到 如 果 < 是 
实数 而 不 仅仅 是 有 理 数 ， 那么 上 述 定 义 将 不 会 发 生 改变 (命题 6.1.4)。 换 言 之 , 我 
们 最 终 将 证 明 : 对 于 任意 的 有 理 数 s > 0, 一 个 序列 是 最 终 = 稳定 的 ， 当 且 仅 当 对 
于 任意 的 实数 。 > 0, 该 序列 是 最 终 = 稳定 的 , 参见 命题 6.1.4。 从 长 远 来 看 ， 有理 
数 = 和 实数 。 之 间 的 细微 差别 并 不 是 很 重要 ,建议 读者 不 要 把 过 多 的 精力 花费 在 
< 应 该 是 哪 种 类 型 的 数字 上 。 

例 5.1.10〈 非 正式 的 ) 考察 前 面 曾 提 到 的 一 个 序列 : 
1.4,1.41, 1.414, 1.4142,... 

该 序列 是 1- 稳 定 的 。 如 果 我 们 删 掉 第 一 个 数字 1.4， 那 么 剩 下 的 序列 

1.41, 1.414, 1.4142,.…. 

就 是 0.1- 稳 定 的 ， 这 意味 着 原来 的 序列 是 最 终 0.1- 稳 定 的 。 继 续 删 掉 下 一 个 数字 

1.41, 将 得 到 一 个 0.01- 稳 定 的 序列 1.414, 1.4142,…, 那么 原来 的 序列 就 是 最 终 0.01- 

稳定 的 。 以 此 类 推 , 好 像 就 有 如 下 结论 成 立 : 这 个 序列 实际 上 对 于 任意 的 <>0 都 

是 最 终 oe- 稳定 的 ， 这 说 明 该 序列 是 一 个 柯 西 序列 。 但 是 存在 儿 个 缘由 使 得 这 里 的 

讨论 并 不 严谨 ， 比 如 我 们 没有 准确 定义 序列 1.4,1.41,1.414,.… 到 底 是 什么 。 下 面 

给 出 一 个 严谨 处 理 的 例子 。 
命题 5.1.11 定义 为 on := 1/n 的 序列 a1,a2,as,…《〔 即 序列 1,1/2,1/3,.…) 

是 柯 西 序列 。 

证 明 : 我 们 必须 证 明 对 于 任意 的 s > 0, 序列 a1,a2,.…. 都 是 最 终 e- 稳 定 的 。 于 
是 设 。 > 0 是 任意 取 定 的 一 个 正 数 ， 现 在 我 们 必须 找到 一 个 数 N > 1 使 得 序列 
av av 是 = 稳定 的 。 我 们 看 一 下 这 意味 着 什么 。 这 意味 着 d(aj,ax) 和 = 对 任 
意 的 7 大 > N 均 成 立 , 即 

11/j 一 1/k| < 对 任意 的 j,k 之 NN 均 成 立 

又 因为 jk 有 >N, 所 以 0<1/j, 1/k <<1/N, 从 而 |1/j 一 1/k| < 1/N。 于是, 为 了 
使 得 |1/; 一 1/k| 小 于 或 等 于 e, 只 要 让 1/N 小 于 e 就 足够 了 。 因 此 我 们 需要 找到 
一 个 N 使 得 1/N 小 于 e, 或 者 使 得 N 大 于 1/e。 但 要 解决 这 一 问题 需要 利用 命 
题 4.4.1。 

正如 你 所 看 到 的 , 根据 一 些 基 本 原理 (也 就 是 不 利用 任何 有 关 极 限 的 工具 等 ) 
去 证 明 一 个 序列 为 柯 西 序列 ， 是 需要 花费 一 些 力气 的 ， 即 便 是 对 于 1/n 这 样 的 简 
单 序列 。 对 于 初学 者 来 说 , 找 N 的 这 部 分 可 能 会 特别 困难 。 我们 必须 逆向 思考 , 想 
清楚 需要 满足 什么 条 件 才能 使 序列 ww,avw+iavw+2…: 是 = 稳定 的 , 进而 找到 
满足 这 一 条 件 的 N。 后 面 我 们 将 建立 一 些 极限 法 则 ， 这些 法 则 使 我 们 能 够 更 加 容 
易 判 定 什么 时 候 一 个 序列 是 柯 西 序列 。 
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现在 我 们 把 柯 西 序列 的 概念 与 男 外 一 个 基本 概念 一 一 有 界 序 列 联系 起 来 。 


定义 5.1.12 (有 界 序列 ) 设 M > 0 是 有 理 数 ， 有 限 序列 aj,a2,:… ,an 以 
为 界 , 当 且 仅 当 |a;| < M 对 任意 的 1 < i <n 均 成 立 。 无 限 序列 (an)%1 以 M 


界 , 当 且 仅 当 lai < M 对 任意 的 > 1 均 成 立 。 一 个 序列 是 有 界 的 , 当日 


一 个 有 理 数 


仅 当 存在 


M 
为 


MM > 0 使 得 该 序列 以 M 为 界 。 


例 5.1.13 有 限 序 列 1, 一 2,3, 一 4 是 有 界 的 (在 本 例 中 , 此 序列 以 4 为 界 , 或 者 


它 以 任意 一 个 大 于 或 等 于 4 的 数 M 为 界 )。 但 是 无 限 序列 1, 一 2,3, 一 4,5, 一 6,…- 


引 理 5.1.14 (有 限 序列 是 有 界 的 ) 任意 一 个 有 限 序 列 a1, az,… ,an 都 是 有 界 的 。 


证 明 : 我 们 通过 对 n 进行 归纳 来 证 明 。 当 n = 1 时 , 序列 al 显然 是 有 界 
M := |ail, 那么 显然 |la;| < M 对 任意 的 1 < i < n 均 成 立 。 现在 假设 


因为 如 果 令 


对 于 某 个 n > 1, 我 们 已 经 证 明了 该 引 理 成 立 。 下 面 我 们 证 明 对 于 n 十 1 该 引 弄 


然 成 立 ， 即 训 


道 a1,a2,… 


没 


有 界 〈 你 能 证 明 这 个 结论 吗 ? 利用 命题 4.4.1)。 序列 1, 一 1,1, 一 1,… 是 有 界 的 〈 例 


的 ， 


仍 


E 明 任意 一 个 序列 @1,a2,… ,an+l 都 是 有 界 的 。 根 据 归纳 假设 , 我 们 知 


,an 以 某 个 M > 0 为 界 ; 特别 地 , 该 序列 一 定 以 M + |on+i| 为 界 。 


外 ， Qm 二 1 也 以 M 二 lan+i| 为 界 。 于 是 a1, az ; Qn, Qm 十 1 以 M 二 |an+i| 为 界 ， 
而 它 是 有 界 的 。 人 至 此 归纳 结束 。 

注意 , 虽然 该 论述 证 明了 对 于 任意 一 个 有 限 序列 , 无 论 这 个 有 限 序列 有 多 长 ， 
它 都 是 有 界 的 , 但 是 该 论述 并 没有 证 明 无 限 序列 是 否 有 界 。 虽然 无 限 (infinity) 
是 一 个 自然 数 , 但 是 我 们 有 : 

引 理 5.1.15( 柯 西 序列 是 有 界 的 ) 任意 一 个 柯 西 序列 (a,)%21 是 有 界 的 。 


证 明 : 参见 习题 5.1.1。 


习 题 


5.1.1 证 明 引 理 5.1.15。( 提 示 : 利用 (a) 窟 1 是 最 终 1- 稳 定 的 ， 所 以 它 能 够 被 划分 成 一 个 
有 限 序 列 和 一 个 1- 稳 定 的 序列 。 然后, 对 有 限 部 分 使 用 引 理 5.1.14。 注意 , 这 ! 


的 数字 1 没有 任何 特别 的 地 方 , 其 他 任何 正 数 都 足以 用 在 这 里 。) 


5.2 ”等 价 的 柯 西 序列 


考虑 有 理 数 的 两 个 柯 西 序列 : 


1.4, 1.41,1.414,1.4142, 1.41421, 


使 用 


为 
从 


不 


5.2 等 价 的 柯 西 序列 .81. 


和 1.5, 1.42, 1.415, 1.4143, 1.41422,.… 
非 正式 地 说 , 这 两 个 序列 看 起 来 收敛 于 同一 个 数字 , 即 平方 根 V2 = 1.41421…( 尽 
管 这 种 说 法 不 够 严谨 ， 因 为 我 们 还 没有 定义 实数 )。 如 果 把 实数 定义 为 从 有 理 数 中 
得 到 ey 个 柯 西 序列 的 极限 , 那么 我 们 必须 知道 在 没有 定义 实数 的 前 提 下 (否则 将 
导致 循环 论证 )， 有理 数 的 两 个 柯 西 序列 什么 时 候 会 给 出 相同 的 极限 。 为 此 我 们 
a 系列 相似 的 定义 ， 这 些 定义 类 似 于 那些 最 初 为 了 引入 柯 西 序列 的 概念 而 做 
定义 5.2.1 (e- 接 近 的 序列 ) 设 (an)%>o 和 (6b,,)%o 是 两 个 序列 , 并 且 设 = > 0。 
序列 (an)%2o 是 e- 接 近 于 序列 (5,,)>%2%o 的 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 的 ne N 均 有 a 是 
se- 接 近 于 如 的 。 换言之 , 序列 a0,a1,a2,… 是 e- 接 近 于 序列 bo,01,52,… 的 , 当 且 
仅 当 对 于 所 有 的 n=0,1,2,… 均 有 la, 一 bn| < e。 


例 5.2.2 两 个 序列 


二 


中 

有 有 
彼此 是 0.1- 接 近 的 (注意, 但 是 两 者 都 不 是 0.1- 稳 定 的 )。 

定义 5.2.3 (最 终 se- 接近 的 序列 ) 设 (as)s2. 和 (b,,)%_ 是 两 个 序列 , 并 且 设 
s > 0。 序列 (a,,)%_, 是 最 终 e- 接 近 于 序列 (5,,)%_, 的 ， 当 且 仅 当 存在 一 个 W >0 
使 得 序列 (ou)se_w 和 序列 (5b;,)%>_ vy 是 =- 接 近 的 。 换 言 之 , 序列 ao,al,aa,…… 是 最 终 
-接近 于 序列 bo,051,b2,.…. 的 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 N > 0 使 得 对 于 所 有 的 n> NN 
均 有 lay, 一 bn| < e。 

注 5.2.4 再 次 说 明 , 在 文献 中 ，s- 接 近 的 序列 和 最 终 e- 接 近 的 序列 这 两 个 概 
念 都 不 是 标准 概念 , 而 且 在 本 节 之 外 我 们 不 再 使 用 它们 。 

例 5.2.5 两 个 序列 


1.1,1.01, 1.001, 1.0001,. 


和 
0.9, 0.99, 0.999, 0.9999,.… 


不 是 0.1- 接 近 的 (因为 这 两 个 序列 的 第 一 个 数字 彼此 不 是 0.1- 接 近 的 )。 但 它们 仍 
然 是 最 终 0.1- 接 近 的 , 因为 如 果 我 们 从 第 二 个 数字 开始 往 下 看 , 那么 这 两 个 序列 是 
0.1- 接 近 的 。 按照 类 似 的 论证 过 程 可 以 证 明 这 两 个 序列 是 最 终 0.01- 接 近 的 (从 第 三 
个 数字 开始 继续 往 下 看 )， 以 此 类 推 。 

定义 5.2.6 (等 价 序列 ) ”两 个 序列 (wjs.。 和 (5b,)%%。 是 等 价 的 ， 当 且 仅 
当 对 于 每 一 个 有 理 数 。 > 0， 序 列 (js 。 和 (如 jse 。 是 最 终 = 接近 的 。 换 言 


过 


“82 ， 5 党 


sh Q0,Q1,02,* 和 bo, b1, 02,*…- 是 等 价 的 ， 当 且 仅 当 


存在 一 个 N > 0 使 得 |a, 一 5,| <。 对 所 有 的 nzN 均 


对 于 每 一 个 有 理 数 。 > 0， 


注 5.2.7 就 像 定义 5.1.8 那样 , 量 s > 0 目前 被 限定 为 正 有 理 数 , 而 不 是 正 实 
数 。 但 是 , 我 们 最 终 会 发 现 s 在 正 有 理 数 范围 内 取 值 和 s 在 正 实数 范围 内 取 值 没 


格 地 证 明 它 。 


有 任何 差别 , 参见 习题 6.1.10。 
根据 定义 5.2.6, 例 5.2.5 中 给 


的 两 个 序列 看 起 来 好 像 是 等 价 的 。 现在 我 们 严 


命题 5.2.8 设 (o)2 和 (加 )221 是 两 个 序列 ， 
1 一 10-”。 那么 序列 (on) 吧 ， 和 (加 )?; 是 等 价 的 。 


注 5.2.9 此 命题 断定 了 〈 用 十 进 制 记 号 来 表述 ) 1 


命题 B.2.3。 


六 中 an = 1 二 10 "bn, = 


.0000.… = 0.9999.…，, 参见 


证 明 : 我 们 需要 证 明 对 于 任意 的 < > 0, 序列 (ou)se， 和 (5b,)%， 彼此 是 最 终 


e- 接 近 的 。 于 是 固定 s > 0, 我 们 需要 找到 


e- 接 近 的 。 即 我 们 需要 找到 一 个 N > 0 使 得 


但 我 们 有 


lan 一 bn| 过 8 对 任意 的 n 祥 均 


I 一 个 NN > 0 使 得 (aw) wy 和 (bs) 是 


成 并 


lan — ba| =|(1+107")— (1 10")|=2x10" 


纳 法 容易 证 明 这 个 结论 ), 并 |] 


由 于 10-" 是 一 个 关于 的 递减 函数 ( 即 只 要 m > n, 就 有 10-™ < 10-", 利用 归 
目 n>N, 所 以 2x10-"<2x10-N。 于 是 有 

lan 一 bn| <2x10- 对 所 有 的 n 之 NN 均 成 立 

因此 , 为 了 得 到 lo 一 5b,| < e 对 所 有 的 到 > NN 均 成 立 , 我 们 只 需要 找到 一 个 NN 使 
得 2x10-” <e 即 可 。 利 用 对 数 能 够 很 容易 解决 这 个 问题 , 但 是 我 们 还 没有 定义 对 


数 的 概念 , 所 以 我 们 要 使 用 一 种 原始 的 方法 。 首先 观察 可 知 , 对 任意 的 N > 1, 10Y 
总 是 大 于 N (参见 习题 4.3.5)。 于 是 10-N < 1/N, 从 
为 了 得 到 2 x 10-N < s， 只 需要 找到 一 个 N 使 得 2/N < s， 或 者 等 价 地 ， 使 得 


N > 2/s 即 可 。 利 
结论 。 


有 命题 4.4.1， 我 们 总 能 找到 一 个 这 相 


习 题 


5.2.1 证 明 : 如果 (a) 窟 1 和 (6b) 只!1 是 等 价 的 有 理 数 序列 ， 


仅 当 (bw) 窟 1 是 柯 西 序列 。 


5.2.2 设 s>0, 证 明 : 如 果 (an)2 和 (b%)%2%1 是 最 终 =- 接 


当 且 仅 当 (bw 


)21 是 有 界 的 。 


而 2x1l0-v 和 2/V。 因 此 ， 


的 NW， 进 而 得 到 要 证 明 的 


那么 (an) 吧 1 是 柯 西 序列 ， 当 


近 的 ， 那么 (Gn) Pi 是 有 界 的 ， 


5.3 实数 的 构造 .83. 


5.3 ”实数 的 构造 


我 们 现在 已 经 做 好 了 构造 实数 的 准备 。 我 们 将 引入 一 个 新 的 形式 记号 LIM, 它 
类 似 于 前 面 定 义 的 形式 记号 一 和 //。 正 如 记号 本 身 所 表明 的 ， 它 最 终 将 与 我 们 
所 熟悉 的 极限 运算 相 匹 配 ， 而 且 到 那 时 这 个 形式 上 的 极限 记号 也 会 被 丢弃 。 
定义 5.3.1〈 实 数 ) 实数 被 定义 为 形 如 LIM,_,woan 的 对 象 ， 其 中 (an)%1 是 
有 理 数 的 一 个 柯 西 序列 。 称 两 个 实数 LIM， ,va， 和 LIM,， ,5 是 相等 的 , 当 且 仅 
当 (a,)% 1 和 (5)%_1 是 等 价 的 柯 西 序列 。 由 全 体 实 数 构成 的 集合 记 作 及 。 
例 5.3.2 〈 非 正式 的 ) 设 Q1, 0Q2，03 表示 序列 
1.4,1.41,1.414, 1.4142, 1.41421,.… 
并 且 设 ,bo,b3,… 表示 序列 
1.5, 1.42,1.415, 1.4143, 1.41422,.…. 
那么 LIM,，,-an 是 一 个 实数 ， 而且 它 与 LIM,,_,wob 是 相同 的 实数 ， 因 为 (ay)2% 1 
和 (b,)%_ 1 是 等 价 的 柯 西 序列 : LIM,_ ,woan = LIM ,oobne 


我 们 把 LIM_,woan 看 作 序列 (ao)?.1 的 形式 极限 。 后 面 我 们 会 定义 真正 的 极 
限 概 念 , 并 且 证 明 一 个 柯 西 序列 的 形式 极限 与 该 序列 的 极限 是 同一 回 事 。 之 后 , 我 
们 就 不 再 需要 形式 极限 了 (这 种 情形 与 我 们 对 形式 减法 一 和 形式 除法 // 所 做 的 
处 理 非常 相似 )。 

为 了 保证 该 定义 是 有 效 的 ,我 们 需要 证 明定 义 中 “实数 相等 ” 的 概念 遵守 “ 相 
等 ”的 前 三 个 定律 。 

命题 5.3.3 (形式 极限 是 定义 明确 的 ) 设 z=ILIM ,wan、 Y= 二 LIM%_,wobn 和 
z 二 LIM%_,oocn 都 是 实数 。 于 是 根据 前 文中 实数 相等 的 定义 ,我 们 有 z = zx。 而 
如 果 z = 那么 y= z。 最 后 , 如 果 z=y 且 yv=>,， 那么 z=z>。 

证 明 : 参见 习题 5.3.1。 
因为 有 了 这 个 命题 , 我 们 知道 两 个 实数 相等 的 定义 是 合理 的 。 当 然 , 在 定义 实 
数 上 的 其 他 运算 时 , 我 们 都 必须 证 明 这 些 运 算 都 遵守 替换 公理 : 如 果 把 两 个 相等 的 
实数 作为 输入 应 用 到 任意 一 个 关于 实数 的 运算 上 , 那么 它们 应 该 给 出 相等 的 输出 。 

现在 我 们 想 要 定义 实数 上 全 部 常用 的 算术 运算 ， 如 加 法 和 乘法 。 我 们 从 加 法 
开始 。 

定义 5.3.4〔 实 数 的 加 法 ) 设 z= LIM。 -as 和 y= LIM， ,wb 是 实数 ， 那 
么 我 们 定义 它们 的 和 zy 为 x 十 y:= LIM_,w(an + bn)。 

例 5.3.5 LIM;_w(1 十 1/n) 与 LIM_w(2 十 3/n) 的 和 是 LIM_,w(3+4/n)。 


. 84 . 


5 章 实 数 


现在 


引 理 5.3.6 ( 柯 西 


我 们 证 明 这 个 定义 是 有 效 的 。 我 们 首先 砷 


认 两 个 实数 的 和 确实 是 实数 。 


是 实数 , 那么 x 十 y 也 是 一 个 实数 ( 即 (ou 十 加)8.1 是 有 理 数 的 一 个 柯 西 序列 )。 
: 我 们 需要 证 明 对 于 每 一 个 s > 0, 序列 (an 二 bn)%21 是 最 终 e- 稳 定 的 。 现 


证 明 


在 根据 假设 可 知 ，(an) 吕 1 是 最 终 = 稳定 的 ， 而 且 
是 只 有 这 些 还 不 够 (这 蕴涵 着 (av + 如)22.1 
要 的 )。 所 以 我 们 需要 对 s 的 值 采 取 一 些小 技巧 。 


(pn)22.1 也 是 最 终 e- 稳 定 的 ， 但 


是 最 终 2e- 稳 定 的 , 但 这 并 不 是 我 们 想 


我 们 知道 对 于 任意 的 6 > 0，(an)? 1 都 是 最 终 5- 稳 定 的 。 这 表明 (a%)>%1 不 


仅仅 是 最 终 -稳定 


的 ， 它 也 是 最 终 =/2- 稳 定 的。 类 似 地 ,序列 (如 ) 和 1 也 是 最 终 


e/2- 稳 定 的 。 这 足以 推出 (on + 如)%1 是 最 终 e- 稳 定 的 。 


稳定 的 ， 


个 M > 1 使 得 (om)2w 是 =/2- 稳 定 的 , 即 对 于 任意 的 n,m > M， bn 和 bm 都 是 


于 (an)%21 是 最 终 e/2- 稳 定 的 , 所 以 存在 一 个 N > 1 使 得 (an)%2 wy 是 =/2- 


即 对 于 任意 的 n,m > N，an 和 om 都 是 e/2- 接 近 的 。 类 似 地 ， 存 在 一 


a/2- 接 近 的 。 


令 max(N,M) 表示 N 和 M 中 较 大 的 那 一 个 (根据 命题 2.2.13 可 知 ， 其 中 


个 数 一 定 大 于 或 等 于 另外 一 个 )。 如 果 n,m > max(N M)， 那么 a 和 am 是 


</2- 接 近 的 ,并且 


L 5, 和 bj, 也 是 ef/2- 接 近 的 ， 从 而 根据 命题 4.3.7 可 知 ， 对 于 任意 


的 n,m > max(N,M), an 十 bn 和 am 十 bm 都 是 =- 接近 的 。 这 表明 序列 (o 十 如)22 


是 最 终 e- 稳 定 的 , 结论 得 证 。 


我 们 
的 为 外 一 
它 相 等 的 


证 明 


还 需要 验证 的 替换 公理 (参见 A.7 节 ): 如 果 我 们 把 实数 x 换 成 与 它 相 等 
个 数 , 那么 这 不 会 改变 和 z+y 的 值 ( 而 且 类 似 地 ,如 果 我 们 把 y 换 成 与 


另外 一 个 数 ， 和 z +y 的 值 也 不 会 改变 )。 
引 理 5.3.7( 等 价 的 柯 西 序列 之 和 是 等 价 的 ) 设 z=LIM -ay=LIM ,oobn 
和 2z' = LIM_;,woa4 是 实数 。 设 x = x'， 那么 我 们 有 x 十 y = 以 十 or 


: 因为 zx 和 zx 相等 ， 所 以 柯 西 


序列 (an)221 和 人 5 是 等 价 的 ， 即 


对 任意 的 = > 0， 它 们 都 是 最 终 =- 接 近 的 。 我 们 需要 证 明 序列 (on 十 bw)%l 和 
% 对 于 任意 的 s > 0 都 是 最 终 = 接近 的 。 而 我 们 已 经 知道 存在 一 个 


(ah + bn) 
Nl 使 


得 (an) Ny 和 (a ) Nv 是 a- 接 近 的 ， 即 对 于 任意 的 NN, an 和 a 是 


<- 接 近 的 。 由 于 mw 显然 是 0- 接 近 于 5, 的 , 于 是 根据 命题 4.3.7 (明显 推 广 到 5=0 
的 情况 )， 对 于 任意 的 n> N,， an 十 bn 和 a 十 bn 是 = 接近 的 。 所 以 对 于 任意 的 


e>0, (om 二 加) 和 (ah 十 0)%>1 是 最 终 e- 接 近 的 , 结论 得 证 。 


.3.8 上述 引 理 证 明了 替换 公理 关于 x 十 y 中 的 变量 “z” 是 成 立 的 , 我 


注 5 


们 也 可 以 类 似 地 证 明 蔡 换 公理 对 于 变量 “y” 也 是 成 立 的 〈 一 种 快捷 的 方法 是 ， 从 
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z 十 y 的 定义 中 观察 到 ,因为 ov 十 中 = bw 十 an， 所 以 一 定 有 z+y 二 yy 二 7)。 

按照 定义 加 法 运算 的 方式 , 我 们 可 以 类 似 地 定义 实数 的 乘法 运算 。 

定义 5.3.9 (实数 的 乘法 ) 设 xz = LIM。 -as 和 y= LIM,,_ ,wb 是 实数 ， 那 
么 我 们 定义 乘积 zy 为 zy := LIM，,-anbn。 

下 面 这 个 命题 保证 了 该 定义 是 有 效 的 , 而 且 两 个 实数 的 乘积 的 确 是 实数 。 

命题 5.3.10 (乘法 是 定义 明确 的 ) 设 z = LIMn -an、y = LIM%_,wobn 和 
7' 二 LIM_woas 是 实数 , 那么 zy 也 是 实数 。 另 外 , 如果 x = x 那么 zy = zy 

证 明 : 参见 习题 5.3.2。 
当然 , 如 果 用 一 个 与 y 相等 的 实数 y 来 代替 它 ， 那 么 我 们 也 能 证 明 类 似 的 蔡 
换 公 理 成 立 。 
此 时 , 我们 把 每 一 个 有 理 数 9 都 等 同 于 一 个 实数 LIM,_,swoq， 从 而 把 有 理 数 髓 
入 到 实数 中 。 例如, 大 oil,az,as,… 是 序列 
0.5, 0.5,0.5,0.5,0.5,……: 
那么 令 LIM，,-oan 等 于 0.5。 这 种 符 入 与 我 们 所 定义 的 加 法 运算 和 乘法 运算 是 一 
致 的 , 因为 对 于 任意 的 有 理 数 a 和 b, 我 们 有 

(LIM ;000) + (LIM,, ;000) = LIM, ,rw (a+D) 
和 和 (LIM ,0a) x (LIM 000) = LIM,, (al) 
这 表明 当 两 个 有 理 数 a 和 5 相 加 或 者 相 乘 时 ， 我 们 把 它们 看 作 有 理 数 还 是 看 作 实 
数 LIM， ,ao, LIM ,oob 是 无 关 紧 要 的 。 另 外 , 这 种 有 理 数 和 实数 的 等 同 关系 与 我 
们 给 出 的 “相等 ”的 定义 是 一 致 的 (习题 5.3.3) 。 
现在 我 们 很 容易 定义 关于 一 个 实数 z 的 负 运 算 -z， 即 
—7X:=(—1)xz 
为 -1 是 有 理 数 ， 所 以 它 也 是 实数 。 注 意 , 这 和 有 理 数 的 负 运 算 显 然 是 一 致 的 ， 
为 对 于 任意 的 有 理 数 g, 有 -gq = (-1) x g。 而 且 根 据 我 们 给 出 的 定义 显然 有 
-LIM an =ILIM ,oo (—an) 

(为 什么 ? ) 一 旦 有 了 加 法 运算 和 负 运 算 , 我 们 就 可 以 像 以 往 一 样 来 定义 减法 运算 : 


# y= t+ (-) 


De 


因 
因 


注意 , 这 蕴涵 着 


现在 很 容易 证 明 实 数 遵 守 所 有 常用 的 代数 法 则 (或 许 会 排除 一 些 包 含 除法 的 
定律 , 稍 后 我 们 会 涉及 这 些 内 容 )。 
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命题 5.3.11 命题 4.1.6 中 所 有 的 代数 定律 不 仅 对 于 整数 成 立 , 对 于 实数 也 是 
成 立 的 。 

证 明 : 我 们 通过 证 明 z(y 十 z) = zy 十 xz 这 一 条 定律 来 曾 述 这 个 命题 。 设 x = 
LIM,_;,wan、s Y = LIM 和 > = LIM,_,wocn 是 实数 ， 那 么 根据 定义 有 zy = 
LIM，,-anb 和 xz = LIM, ,woancns 从 而 zy 十 Xz = 二 LIM (anb 二 ancn)。 同 理 
可 以 证 明 zy 十 2) = LIM -an( 如 十 ca。 而 且 我 们 已 经 知道 对 于 有 理 数 ay、 bh、cn 
有 an(bn 十 cn) 等 于 anbn 十 ancn， 从 而 得 到 结论 。 其 他 的 代数 定律 也 可 以 类 似 地 
证 明 。 

我 们 要 定义 的 最 后 一 种 基本 算术 运算 是 倒数 运算 : z 一 x-!， 这 个 运算 有 些微 
妙 。 对 于 如 何 定义 这 个 运算 , 最 早 的 一 个 猜想 显然 是 这 样 来 定义 的 : 

(LIM ;wan) := LIM,, ,az 

但 这 种 定义 存在 一 些 问 题 。 例如, 设 a1,a2,a3,… 是 柯 西 序列 
0.1,0.01, 0.001, 0.0001,…. 

并 且 令 z := LIM an。 那 么 按照 这 种 定义 , z- 是 LIM%_wobn; 其 中 bi,b2,03,… 

是 序列 


10, 100, 1000, 10000,... 


但 这 个 序列 不 是 柯 西 序列 ( 它 甚 至 是 无 界 的 )。 当 然 , 这 里 的 问题 在 于 原来 的 柯 西 
序列 (a,)% 1 等 价 于 零 序 列 (0)%1, (为 什么 ? ) 所 以 我 们 给 出 的 实数 z 实际 上 等 
于 0。 因此 , 只 有 当 x 不 为 零 时 , 才能 进行 上 述 倒数 运算 。 

然而 , 即便 我 们 把 范围 限制 在 非 零 实数 上 , 仍然 会 有 一 个 小 问题 , 因为 一 个 非 
零 的 实数 可 能 是 某 个 包含 零 的 柯 西 序列 的 形式 极限 。 例 如 , 是 有 理 数 从 而 也 是 实数 
的 数字 1 是 柯 西 序列 


0, 0.9, 0.99, 0.999,0.9999，.. 

的 形式 极限 1 = LIM;_,woan， 但 利用 我 们 给 出 的 “倒数 ”的 朴素 定义 , 我 们 无 法 把 

实数 1 倒 过 来 ,， 因为 我 们 没 办 法 把 上 述 柯 西 序列 的 第 一 个 元 素 0 倒 过 来 。 

为 了 避免 这 些 问 题 ， 我 们 需要 让 柯 西 序列 远离 0。 因 此 我 们 首先 需要 一 个 

定义 。 

定义 5.3.12( 远 离 0 的 序列 ) 称 有 理 数 序列 (a,,)>%>_， 是 远离 0 的 ， 当 且 仅 当 

存在 一 个 有 理 数 c > 0 使 得 |au| > c 对 一 切 nz 1 均 成 立 。 
例 5.3.13 序列 1, 一 1,1, 一 1,1, 一 1,1,:… 是 远离 0 的 (每 一 项 的 绝对 值 都 至 少 

为 1), 但 序列 0.1, 0.01,0.001,… 不 是 远离 0 的 , 而 序列 0, 0.9, 0.99, 0.999, 0.9999,… 

也 不 是 远离 0 的 。 序列 10, 100, 1000, 10000,…. 是 远离 0 的 , 但 它 不 是 有 界 的 。 


现在 我 们 证 明 每 一 个 不 为 零 的 实数 都 是 某 个 远离 0 的 柯 西 序列 的 形式 极限 。 
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引 理 5.3.14 


(an)?2_1 使 得 


设 z 是 一 
2 一 LIM an。 


个 不 为 零 的 实数 ， 那 么 存 忆 


证 明 : 


因为 z 是 实数 ,所 以 存在 


一 个 柯 西 请 


但 是 到 这 上 
0 二 LIM,，,、0 可 得 
的 。 > 0 都 最 终 =- 
不 是 最 终 ce- 接近 于 

把 = 设 为 定 值 


a/2 > 0, 所 以 它 还 是 最 终 e/2- 稳 定 的 。 于 是 存在 


对 各 


ee 
EF 意 的 n,m 宕 NN 


另外 ， 我 们 得 不 到 | 如 | < 
(bn)%21 是 最 终 =- 接 近 于 (0)%1 


基 
出 《如 何 推导 ? ) | 
这 几乎 证 明了 


有 还 没有 结束 ， 


接近 于 


为 |bwo 一 bn| < 2/2 对 所 有 的 ni 之 均 成 立 , 于 是 我 


因为 我 们 还 不 知道 b 
,序列 (加 )22.; 不 等 价 于 (0)2 


元 离 0。 
% 1。 于 是 序列 
F (0)2 i。 所 以 我 们 可 以 找到 一 个 s > 
(0)%21 的 。 

因为 (5%)%， 是 柯 西 序 列 ， 


>» 


所 以 它 是 最 


均 成 立 。 


= 对 所 有 
的 。 


和 n 宇和 N 都 成 立 ， 
因此 必定 存在 一 


列 (6 ‘ n)?21 使 得 
另外 , 根据 已 知 x 郑 


个 N>1 使 


E 某 个 远离 0 的 柯 西 序列 


X= LIM, -bn。 


(bo)22.; 并 非 对 任意 
0 使 得 序列 (加 )?2.1 


SI 由 于 


因为 该 结论 列 涵 着 


一 个 no > N 使 得 |b | > s。 又 


| > s/2 对 所 有 的 n> NN 均 成 立 。 
(0%,)%>1 是 远离 0 的 。 事实 上 ， 


口 


AAA 


这 


远离 0 的 。 而 通过 
n < N,， 则 令 an := 
列 , 不 难 证 明 (ou)?_ 
样 
lan| > s/2 对 所 有 的 


定义 下 面 这 个 新 序列 (a%)?21 很 容易 


的 )， 从 而 z = LIM， ,an。 


s/2; 如 果 n> N， 则 令 ou := 6%,。 由 于 (加 


门 可 以 从 三 角 


不 等 式 中 推导 


是 证 明了 (b,)%| 是 最 终 
证 得 该 引 型 


的 结论 。 


1 是 二 个 


如 果 
柯 西 序 


) 定 


1 是 一 个 与 (oo)22.; 等 价 的 柯 
又 因为 | 如 | > 


西 序 列 


至 


列 〈 月 


月 日 =/2 来 代替 < 是 可 行 的 ， 
民 。 


结论 得 证 。 


是 一 个 柯 西 序列 。 
证 明 : 


得 |ax! 一 ani 


Qm 


( 
于 或 等 于 c2e 即 可 。 


个 NN 使 得 序列 (an)se_w 是 c2e- 稳 定 的 , 即 对 所 有 的 n,m > NN 


因为 (ou) 沁 1 是 一 个 远离 0 的 柯 西 
lan| > ec 对 所 有 的 n > 1 均 成 立 。 现 在 我 们 要 证 明 对 了 
是 最 终 =- 稳 定 的 。 于 是 我 们 固定 
乞 = 对 所 有 的 几 冯 关 六 均 成 立 。 而 


因为 |am|， lan| > 0), 


序列 ， 所 以 存 


『 任 意 的 
门 的 外 


一 个 e > 0, 现在 我 


|am 一 an| 
2 


一 工 


onl -ont|= | 


QUman 


< 


oO 


1 


(因为 两 个 序 思 
> s/2 对 所 有 的 n> 
nn 之 1 均 成 立 (分 成 n>N 和 n <NN 两 种 
| 一 个 远离 0 的 柯 西 
把 x 作为 它 的 形式 极 民 
旦 某 个 序列 是 远离 


引 理 5.3.15 假设 (a,,)%1 是 一 


因为 e/2 > 0), 并 


FE 务 是 


I 最终 是 一 
N 均 成 立 ， 所 以 
情形 )。 于 是 我 们 得 
艾 序 列 


0 的 , 那么 我 们 就 很 容易 求 它 的 倒数 。 
个 远离 0 的 柯 西 序列 , 那么 序列 (ozDse 


1 也 


在 一 个 c > 0 使 得 
GS 0， (62 都 


Nn 


找到 一 个 N>1 使 


于 是 为 了 使 得 
又 因 


小 于 或 等 于 
序列 并 


a7l—an, 


为 (an)>_1 是 一 个 柯 西 


E， 只 需要 让 am 一 an| 小 
cze > 0, 所 以 可 以 找到 一 
均 有 lam 一 an| < c2e。 
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根据 前 文 所 述 , 这 表 


是 最 终 e- 稳 定 的 。 
柯 


现在 我 们 准备 


定义 倒数 运算 。 


明 对 任意 的 n,m > N 均 有 |aj1 一 aj!| 8 从 而 序列 (aw!1)2%2 1 
由 于 我 们 对 每 一 个 s 都 证 明了 这 个 结论 , 所 以 (aj1)% ， 


凸 序列 ,结论 得 证 。 


是 一 个 


定义 5.3.16《〈 实 数 的 倒数 ) 设 x 是 一 个 不 为 零 的 实数 , 设 (om) 沁 1 是 一 个 远 


离 0 的 柯 西 序列 并 


那么 我 们 定义 倒数 z-: 为 z -1 := LIM oazl 〈 根 据 引 到 


个 实数 )。 


引 理 


使 得 z = LIM -an (1 


柯 西 


在 确保 这 个 定义 是 有 意义 的 之 前 , 我 们 需要 验证 一 件 习 
序列 (aw)21 和 (如 ) 生 1 都 把 z 作为 它们 各 自 


LIM， ,wobn， 那么 将 会 出 现 什 么 情况 ? 不 难 想象 ， 


倒数 z-1， 即 LIM -azl 和 LIM ,oob 
引 理 5.3.17〈 倒 数 运算 是 定义 明 胡 


的 柯 西 序列 ， 并 


的 形式 极 


5.3.14 可 知 , 这 样 的 序列 存在 )。 


E 5.3.15 可 知 , zx-! 是 一 


满足 LIM， va = LIM, ob, 


LIM, ,wa7! = LIM，, 071。 


证 明 : 考虑 三 个 实数 的 下 述 乘积 P: 
P := (LIM，,。a7D) x (LIM, ,oan) x (LIM, ,ob7 ') 


如 果 把 乘积 计算 出 


来 , 那么 可 以 得 至 


人 


有; 如 果 存 在 两 个 不 同 的 
限 , 即 z =LIM， oa， = 
上 述 定 义 可 能 会 给 出 两 个 不 同 的 
。 柱 运 的 是 , 这 种 事情 不 可 能 发 生 。 
的 ) 设 (gw)%> 和 (如 )s21 是 两 个 远离 0 


《 即 两 个 序列 是 等 价 的 )， 那 么 


P=LIM, ,wan anbi! = LIM, ,ob 


P= (LIM, ,war!) x (LIM, ,oobn) x (LIM,, ,oo07') 
同样 把 这 个 乘积 计算 出 来 , 可 以 得 到 
P=LIM, ,wan band! 二 LIM ,wan! 


(参见 命题 5.3.10) 


通过 比较 关于 P 的 不 同 式 子 , 我 们 有 LIM az = LIMn ,oobn!， 


的 结论。 


所 以 倒数 是 定义 明确 的 (对 于 每 一 个 不 为 零 的 实数 xz, 恰好 有 


定义 显然 可 得 xx-! = x- 


TL ED) 注意 ， 由 


(命题 4.2.4) 都 适 
因为 任何 数 乘 以 0 


这 就 是 要 证 明 


个 古 


有 定 的 倒数 


2 二 1( 为 什么?)。 于 是 所 有 的 域 公 理 
用 于 实数 ， 就 像 适用 于 有 理 数 一 样 。 我 们 显然 不 能 对 0 求 倒数 ， 


都 等 于 0， 而 不 是 1。 还 要 注意 ， 如果 4 是 一 个 非 零 的 有 理 数 ， 


实数 上 的 倒数 运算 与 有 理 数 上 的 倒数 运算 是 一 致 的 。 


一 旦 有 了 倒数 


到 


， 我 们 就 可 以 像 定义 有 


数 


y 的 除法 z/y ( 己 


中 y 不 为 零 ): 


因此 ， 


上 的 除法 那样 来 定义 两 个 实数 > 和 


5.4 对 实数 排序 


. 89 . 


r/y:=zxy! 


特别 地 , 我 们 有 下 述 消去 律 : 如 果 x、y、z 是 实数 , 它们 满足 zz = yz 有 z 


Sg 
不 为 零 ， 


那么 等 式 两 端 同时 除 以 z, 我 们 能 够 推导 出 x = y。 注意 , 当 z 为 零 时 ， 消 去 律 不 


现在 我 们 有 了 关于 实数 的 全 部 四 种 基本 算术 运算 : 加 法 运算 、 减 法 运算 、 乘 法 


运算 和 除法 运算 , 并 且 这 些 运算 遵守 所 有 常用 的 代数 法 则 。 接 下 来 , 我 们 开始 学 习 


实数 上 序 的 概念 。 
习 题 
5.3.1 ”证明 命题 5.3.3。( 提 示 : 你 也 许 会 发 现 命题 4.3.7 对 本 题 


5.3.2 ”证 明 命题 5.3.10。( 提 示 : 命题 4.3.7 对 本 题 同样 有 用 。) 


5.3.3 设 a、b 是 有 理 数 , 证 明 : a = 2， 当 且 仅 当 LIM 。a = LIM, -8 ( 即 柯 西 序列 
aaaa… 和 5b,b,b,b,.…. 是 等 价 的 , 当 且 仅 当 a = 5)。 这 使 我 们 能 够 明确 地 把 有 理 


数 嵌 入 到 实数 中 。 


5.3.4 设 (an)2o 是 一 个 有 界 的 有 理 数 序列 ， 设 (bn) 吕 Eo 是 等 价 于 (an) 这 的 另 


是 有 用 的 。) 


数 序列 , 证 明 (bn)So 也 是 有 界 的 。( 提 示 : 利用 习题 5.2.2。) 


5.3.5 “证明 LIM ,lm = 0。 


5.4 ”对 实数 排序 


我 们 知道 每 一 个 有 理 数 是 正 的 、 负 的 或 者 是 零 。 现 在 对 了 
出 同样 的 说 法 : 每 一 个 实数 应 是 正 的 、 负 的 或 者 是 零 。 因 为 实数 > 就 是 


实数 , 我 们 也 想 要 给 


个 有 理 


些 有 理 数 


an 的 形式 极限 ， 所 以 这 试图 给 出 下 面 的 定义 : 对 于 一 个 实数 z = LIM -an， 如 


果 全 体 on 都 是 正 的 , 那么 x 是 正 的 ; 如 果 全 体 an 是 负 的 , 那么 x 是 负 的 (如 果 


全 体 on 都 是 零 , 那么 x 是 零 )。 但 是 我 们 很 快意 识 到 这 个 定义 存在 一 些 问题 。 例 


如 ， 定义 为 an :一 10 的 序列 (an)221， 即 
0.1, 0.01, 0.001, 0.0001,.… 


该 序列 完全 由 正 数组 成 , 但 是 它 却 等 价 于 零 序 列 0,0,0,0,…. 


,从 而 LIM， 


一人 


所 以 尽管 全 体 有 理 数 都 是 正 的 ， 但 是 这 些 有 理 数 的 形式 极限 作为 实数 是 零 而 不 是 


正 的 。 另 一 个 例子 是 
0.1, —0.01, 0.001, —0.0001,.… 


虽然 这 个 序列 中 混杂 着 正 数 和 负数 , 但 它 的 形式 极限 同 检 


的 序列 上 。 


二 = 


f 古 零 。 


同上 一 节 中 对 倒数 运算 的 处 理 一 样 , 我 们 的 技巧 在 于 把 注意 力 都 放 帮 


.90. 5 党 


定义 5.4.1 设 (an)?2.; 是 一 个 有 到 


且 


个 


仅 当 存在 一 
序列 是 


E 数 序列 
个 正 有 理 数 c > 0 使 得 ov, >c 对 
E 的 ) 。 称 该 序列 是 负 远离 0 的 ,， 当 且 仅 当 存在 一 个 负 有 到 
得 om 和 -ce 对 所 有 的 ?> 1 均 成 立 (特别 地 ， 整 个 序列 是 负 的 )。 


， 我 们 称 该 序列 是 正 远离 0 的 , 当 
所 有 的 nz 1 均 成 立 (特别 地 ， 整 
E 数 -~-c < 0 使 


例 5.4.2 序列 1.1,1.01,1.001,1.0001,:… 是 正 远离 0 的 (每 一 项 都 大 于 或 等 于 


1.01, 


1.001, —1.0001,.… 


是 负 远 离 0 的 ,序列 1, 一 1,1, 一 1,1, 一 1,… 


是 远离 0 的 , 但 它 既 不 是 正 远离 0 的 也 不 是 负 远 离 0 的 。 


1)。 序 列 一 1.1， 
显然 ,任意 一 个 了 


序列 (an)22 .1 的 形 


个 负 远 离 0 的 序列 


命题 5.4.4 (了 


一 个 为 真 : (a) x 是 0; (b) x 是 ] 


是 正 的 。 如 果 > 和 


式 极限 z = LIM, ,wa 
(an)21 


E 实 数 的 基 


EE 的; (c) 


y 都 是 ] 


证 明 : 参见 习题 5.4.1。 


注意 ， 如 果 4 是 正 有 理 数 ， 那 么 柯 西 


LIM -=d 是 ] 


FE 远离 0 或 者 负 远 离 0 的 序列 都 是 远离 0 的 , 而 
不 可 能 同时 既是 正 远离 0 的 又 是 负 远 离 0 的 。 
定义 5.4.3 称 一 个 实数 x 是正 的 , 当 且 仅 当 它 能 够 写成 某 个 正 远离 0 的 柯 西 


的 形式 极限 z = LIM，,-an。 
本 性 质 ) 对 于 作 


FE 的 ,那么 z+y 和 zy 都 是 ] 


一 个 序 帮 


no。 称 z 是 负 的 ， 当 且 仅 当 它 能 够 写成 某 
E 意 的 实数 z， 下 述 三 个 命题 中 恰好 有 


2 是 负 的 。 实数 > 是 负 的 ， 当 j 
E 的 。 


日 仅 当 一 z 


训 列 gq,g,g,… 是 正 远离 0 的 ， 从 而 


E 实 数 ， 所 以 有 理 


数 的 1 


FE 性 概念 与 实数 的 正 性 概念 是 一 致 的 。 类 


似 地 ， 有理 数 的 负 1 


| 等 
于 


|z 


| 


于 z; 如 果 z 是 负 的 , 则 定义 z 的 绝对 值 


2 的 绝对 值 |z| 等 于 零 。 


定义 5.4.6《〈 实 数 的 排序 ) 设 x 和 y 是 实数 , 若 x 一 y 是 一 个 


大 于 y 
义 z>y, 当 


仅 当 x >y 或 z=y， 并 


生 概念 与 实数 的 负 性 概念 也 是 一 致 的 。 
旦 定义 了 正 数 和 负数 , 我 们 就 可 以 定义 绝对 值 和 序 了 。 
定义 5.4.5( 绝 对 值 ) 设 x 是 实数 , 如 果 z 是 1 


的 , 那么 我 们 定义 z 的 绝对 值 
Z| 等 于 -2z; 如 果 z 为 零 , 则 定义 


FE 实 数 ， 则 称 zx 


记 作 z > yp 着 z 一 y 是 一 个 负 实数 , 则 称 z 小 于 y 并 记 作 z < yw。 我们 定 


可以 类 似 地 定义 x < y， 当 目 仅 当 z <y 


或 z=y。 


把 该 定义 与 定义 4.2.8 中 有 理 数 上 序 的 定义 进行 比较 , 我 们 发 现实 数 j 
有 理 数 上 的 序 是 一 致 的 。 也 就 是 说 ， 如 果 两 个 有 到 
小 于 q, 那么 在 实数 系 中 4 仍旧 
的 思路 , 我 们 能 够 看 到 这 里 给 


命题 5.4.7 


命题 4.2.9 


上 的 序 与 


E 数 gq 和 4%' 在 有 理 数 系 中 满足 q 


小 于 q’; 


关于 “大 于 ”也 有 类 似 的 结论 。 按照 同样 
的 定义 与 定义 4.3.1 是 一 致 的 。 


的 绝对 值 


一 切 关 于 有 理 数 成 立 的 结论 对 于 实数 仍 是 成 立 的 。 


5.4 对 实数 排序 .91. 


证 明 : 我 们 只 证 明 其 中 一 个 结论 , 并 把 其 余 的 留 作 习题 5.4.2。 假 设 z<y 且 > 
是 一 个 正 实数 , 我 们 希望 推导 出 zz < yz。 由 于 z <vy, 所 以 y 一 xz 是正 的 ,从 而 ! 
命题 5.4.4 可 得 , (y 一 z)z = 二 yz 一 zz 是正 的 , 所 以 zz < yz。 

作为 这 些 命题 的 一 个 应 用 , 我 们 证 明 : 

命题 5.4.8 设 z 是 一 个 正 实数 , 那么 x-! 也 是 正 的 。 同 时, 如 果 y 是 另 一 个 
正 数 并 且 z > 那么 z-1 < or1。 

证 明 : 设 > 是 正 的 , 因为 zz-1 = 1, 所 以 实数 zx-1 不 可 能 为 0 (因为 z0=0 
1)。 同 时 , 根据 命题 5.4.4 容易 得 到 , 一 个 正 数 乘 以 一 个 负数 得 到 的 结果 是 负 的 。 这 
说 明 z-: 不 可 能 是 负 的 , 否则 zz-! = 1 是 负 的 , 这 是 一 个 矛盾 。 因 此 , 根据 命 
5.4.4 可 知 ， 剩 下 的 唯一 一 种 可 能 的 情况 是 z-! 是 正 的 。 

现在 设 y 也 是 正 的 , 那么 z-! 和 wy-! 都 是 正 的 。 如 果 x-! > y 1， 那么 根据 
命题 5.4.7 可 得 zx! > yx-!1 > ywy-!， 从 而 1 > 1， 这 是 一 个 矛盾 。 因 此 一 定 有 


< 
o 


站 


应 沈 


01 < y 

另外 一 个 应 用 是 , 前 面 已 经 被 证 明了 关于 有 理 数 成 立 的 指数 运算 的 性 质 ( 命 
4.3.12) 对 于 实数 也 是 成 立 的 , 参见 5.6 市。 

我 们 已 经 看 到 正 有 理 数 的 形式 极限 不 必 是 正 的 , 它 可 以 是 零 , 如 例子 0.1, 0.01， 
0.001,… 所 示 。 但 是 , 非 负 有 理 数 ( 即 要 么 为 正 , 要 么 为 零 的 有 理 数 ) 的 形式 极限 
是 非 负 的 。 

命题 5.4.9( 非 负 实 数 集 是 闭 的 ) 设 a1,a2,a3,… 是 非 负 有 理 数 的 一 个 柯 西 序 
列 , 那么 LIM，,、a， 是 非 负 实数 。 

最 终 我 们 将 看 到 关于 这 个 事实 的 一 种 更 好 的 解释 : 非 负 实数 集 是 闭 的 , 而 正 实 
数 集 是 开 的 。 参见 11.4 节 。 

证 明 : 我 们 利用 反 证 法 来 证 明 。 假设 实数 > = LIM,,_,woan 是 一 个 负数 ， 那 么 
根据 负 实 数 的 定义 可 知 ， 存 在 一 个 负 远 离 0 的 序列 (b,)%> 1 使 得 x = LIM br， 
即 存在 一 个 负 有 理 数 -c < 0 使 得 由 < -<c 对 所 有 的 nz 1 均 成 立 。 另外 , 根据 假 
设 ou > 0 对 所 有 的 n > 1 均 成 立 , 于 是 数 a,, 和 如 不 可 能 是 c/2- 接 近 的 ， 因 为 
c/2 < c。 因此 序列 (oj 和 (5,)% | 不 是 最 终 c/2- 接 近 的 。 又 因为 c/2 > 0, 这 绰 
涵 着 (an)s 1 和 (5,,)?2 1 是 不 等 价 的 。 然 而 该 结论 与 这 两 个 序列 都 以 x 作为 其 形 
式 极限 的 事实 相互 矛盾 。 

推论 5.4.10 设 (an)%> | 和 (5b,)% 1 是 有 理 数 的 柯 西 序列 , 并 且 满 足 on > 如 
对 所 有 的 nz 1 均 成 立 , 那么 LIM,,_ ,woan > LIM, ,vobn。 


证 明 : 对 序列 (on 一 b%)%2i 应 用 命题 5.4.9。 


陪 


.92. 5 全 各 


数 


注 5.4.11 注意 如 果 把 上 述 


的 。 例 如 , 如果 an := 1+1/n 


E 论 中 的 > 


用 > 来 代替 ， 那 么 该 
且 5 := 1 一 1/n, 那么 on 总 是 严格 大 于 如 的 , 但 


E 论 是 不 成 立 


是 (an)%21 的 形式 极限 并 不 大 于 (5b,)%21 的 形式 极限 , 两 者 的 形式 极限 是 相等 的 。 


就 像 定义 有 理 数 的 距离 那样 , 现在 我 们 来 定义 昌 


命题 4.3.3 和 


的 , 因 


命题 


4.3.7 不 仅 对 了 


为 实数 遵守 关于 有 到 


E 离 d(x,y) := |z 一 yl。 事实 上 ， 
有 理 数 成 立 ， 对 于 实数 也 成 立 。 训 
E 数 的 一 切 代数 定律 和 序 的 定律 。 


E 明 是 完全 相同 


现在 我 们 观察 到 , 虽然 正 实数 可 以 是 任意 大 的 也 可 以 是 任意 小 的 , 但 是 它们 不 
可 能 大 于 所 有 的 正 整数 , 也 不 可 能 小 于 所 有 的 正 有 理 数 。 


命题 5.4.12 (有 型 
理 数 g 使 得 g < z， 并 且 


XE 


证 明 : 因为 zx 
形式 极限 。 并 1 


ee 


日 根据 引 到 
7 使 得 gq < an <7 对 所 有 的 nz 1 均 成 并 。 而 由 命 征 4.4.1 可 知 


使 得 + < N。 因 为 q 是 正 的 且 grg<N, 所 以 N 也 是 正 的 。 


LE 数 对 实数 的 界定 ) 设 z 是 一 个 


所 有 的 n > 1 均 成 立 。 
推论 5.4.13〔 阿 基 米 德 怕 


数 M 使 得 Me > z。 


应 用 


证 明 : 数 z/s 是 ] 


E 的 , 利 月 


E 论 5.4.10 可 得 g < xz < N，, 结论 得 证 。 


E 质 ) 设 zx 和 = 是 任意 的 


日 命题 5.4.12 可 知 , 存在 一 个 1 


到 


FE 实数, 那么 存在 一 个 正 有 


还 存在 一 个 正 整 数 N 使 得 > < N。 


个 正 实 数 ， 所 以 它 是 某 个 正 远离 0 的 柯 西 序列 (a,)%1 的 
5.1.15 可 知 , 该 序列 是 有 界 的 。 于 是 存在 有 理 数 9g>0 和 
， 存 在 一 个 整数 N 


于 是 g<an<N 对 


E 实 数 ， 那么 存在 一 个 正 整 


FE 整 数 N 使 得 zx/s < N。 


如 果 令 M := N+l 那么 z/s < M。 不 等 式 的 两 端 同 时 乘 以 。, 就 得 到 了 要 证 明 的 


结论 。 


这 个 性 质 非 常 重要 ， 它 说 明了 不 管 x 有 多 大 , 也 不 管 。 有 多 小 , 只 要 把 s 自 


命题 5.4.14 
T<qg<Yo 


证 明 : 参见 习题 5.4.5。 


现在 我 们 已 经 完成 了 对 实数 的 构造 。 实数 系 包 含有 理 数 系 , 并 且 几 乎 囊括 了 有 


身 持续 不 断 地 累加 ,最终 得 到 的 数 一 定 会 超过 x。 
给 定 任意 两 个 实数 zx < y， 我 们 能 够 找到 一 个 有 理 数 9 使 得 


理 数 系 上 的 所 有 内 容 : 算术 运算 、 代 数 法 则 以 及 序 的 定律 。 但 是 我 们 还 没有 阔 述 实 


数 超过 有 理 数 的 任何 优点 。 到 目前 为 止 , 尽管 付 
也 只 说 明了 实数 系 与 有 理 数 至 少 是 一 样 好 的 。 但 在 接 下 来 的 
有 理 数 相 比 , 实数 能 够 做 更 多 的 事情 ， 比 如 在 实数 系 中 可 以 求 平方 根 。 


er 


注 5.4.15 


到 现在 


ha 


E, 我 们 还 没有 涉及 实数 能 够 用 十 进 制 来 表示 这 


HH 了 很 多 的 努力 , 我 们 所 做 的 一 切 
几 广 中 我 们 将 证 明 , 与 


实 。 例 


oy 


5.5 最 小 上 界 性 质 .93. 


如 , 序列 
1.4,1.41,1.414,1.4142, 1.41421,.… 


的 形式 极限 更 常规 的 表示 方法 为 十 进 制 数 1.41421.… 。 我 们 将 在 附录 B 中 谈论 这 一 
点 ， 而 现在 我 们 只 需 知道 十 进 制 中 有 很 多 微妙 之 处 就 可 以 了 ， 例 如 ，0.9999.… 和 
1.000.… 实际 上 是 同一 个 实数 。 


习 题 


5.4.1 证明 命 题 5.4.4。( 提 示 : 如 果 z 不 为 零 , 并 且 x 是 某 个 序列 (a%)21 的 形式 极限 , 那 
么 这 个 序列 不 可 能 对 于 每 一 个 。 > 0 都 是 最 终 =- 接 近 于 零 序 列 (0)22.1 的 。 利用 这 一 
点 去 证 明 序列 (an)%21 最 终 要 么 是 正 远 离 0 的 , 要 么 是 负 远 离 0 的 。) 

5.4.2 ”证 明 命 题 5.4.7 中 其 余 的 结论 。 

5.4.3 ”证 明 : 对 于 每 一 个 实数 zx, 恰好 存在 一 个 整数 N 使 得 N < x < N 十 1 (这 个 整数 N 

被 称 为 x 的 整数 部 分 , 并 记 作 N = |x])。 

5.4.4 ”证 明 : 对 任意 的 正 实数 zx > 0, 存在 一 个 正 整数 NN 使 得 xz > 1/N > 0。 

5.4.5 ”证 明 命 题 5.4.14。( 提 示 : 利用 习题 5.4.4, 你 可 能 还 会 用 到 反 证 法 。) 

5.4.6” 设 zy 是 实数 , 并 且 s > 0 是 一 个 正 实数 , 证明: |z 一 y| <。 当 且 仅 当 y~e < x < yte， 
以 及 |x 一 y| <。 当 有 日 仅 当 y 一 e< x < y+e。 

5.4.7 设 z 和 w 是 实数 , 证 明 : x < yy 二 +e 对 所 有 的 实数 = > 0 均 成 立 , 当 且 仅 当 xz < wy。 证 
明 : |z 一 y| < 对 所 有 的 实数 s > 0 均 成 立 ， 当 且 仅 当 zz = y。 

5.4.8 设 (an)? 1 是 有 理 数 的 一 个 柯 西 序列 , 并 且 设 x 是 实数 。 证 明 : 如 果 an < zx 对 所 有 
的 nz 1 均 成 立 , 那么 LIM -an 入 z。 类 似 地 , 证 明 : 如 果 an > zx 对 所 有 的 n> 1 
均 成 立 , 那么 LIM。 -an > Xx。( 提 示 : 利用 反 证 法 。 使 用 命题 5.4.14 找到 一 个 介 于 
LIM -an 和 x 之 间 的 有 理 数 ,进而 利用 命题 5.4.9 或 者 推论 5.4.10。) 


5.5 ”最 小 上 界 性 质 


现在 我 们 给 出 实数 优 于 有 理 数 的 最 基本 的 好 处 之 一 : 对 于 实数 集 R 的 任意 一 
个 子 集 五 ,我 们 都 能 取 到 EB 的 最 小 上 界 sup( 五 )。 

定义 5.5.1 (上 界 ) 设 马 是 RRB 的 一 个 子 集 , 并 且 设 M 是 一 个 实数 。 称 M 是 
马 的 一 个 上 界 ， 当 且 仅 当 对 于 互 中 任意 一 个 元 素 z 都 有 xz 入 M。 

例 5.5.2 设 巨 是 区 间 马 := {reER:0<x<1}, 那么 1 是 马 的 一 个 上 界 ， 
因为 互 中 任意 一 个 元 素 都 小 于 或 等 于 1。2 也 是 互 的 一 个 上 界 , 而 且 实 际 上 每 一 
个 大 于 或 等 于 1 的 数 都 是 妃 的 一 个 上 界 。 另 外 , 任何 其 他 的 数 , 如 0.5， 就 不 是 它 
的 上 界 ， 因 为 0.5 并 非 大 于 五 中 的 每 一 个 元 素 (只 大 于 互 中 的 某 些 元 素 不 足以 让 
0.5 成 为 五 的 一 个 上 界 )。 
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例 5.5.3 设 R+ 是 正 实数 集 : R+ := {ze R :xz>0}, 那么 R+ 没有 上 界 ” 
(为 什么 ? )。 


例 5.5.4 设 儿 为 空 集 , 那么 任意 一 个 数 M 都 是 儿 


的 一 个 上 界 , 因为 M 大 


于 空 集中 的 每 一 个 元 素 (这 是 一 个 空虚 的 真 命题 , 但 仍 为 真 )。 
如 果 M 是 巨 的 一 个 上 界 , 那么 任意 一 个 更 大 的 数 M' > M 显然 都 是 忆 的 一 


个 上 界 。 另 一 方面 , 任意 一 个 小 于 M 的 数 


显然 了 。 这 启发 我 们 给 出 下 面 的 定义 。 
定义 5.5.5 (最 小 上 界 ) 设 马 是 R 的 一 个 子 集 , 且 M 是 一 个 实数 。 称 M 是 


已 的 一 个 最 小 上 界 , 当 且 仅 当 


NM 


上 和 界 , 事实 上 每 一 个 大 于 或 等 于 1 的 数 都 是 它 的 上 界 。 但 
所 有 的 上 界 都 大 于 


三 


了 芭 放 


以 根据 最 小 上 界 的 定义 可 得 ，M2 > Mai。 又 


一 定 大 于 或 等 于 M。 


日 
古人 窑 


有 可 能 也 是 已 的 一 个 上 界 就 不 那么 


(a) M 是 的 一 个 上 界 , 同时 (b) 五 的 任意 其 他 上 界 


例 5.5.6 设 互 为 区 间 瓦 :={fzeR:0 和 zz 乏 1， 那么 如 上 文 所 述 , 轧 有 许多 


1。 


例 5.5.7 空 集 没有 最 小 上 界 。( 为 什么 ? ) 
命题 5.5.8 (最 小 上 界 的 唯一 性 ) 设 马 是 RR 的 一 个 子 集 , 那么 互 最 多 有 一 个 


\ 上 界 。 


只 有 1 是 最 小 上 界 , 其 他 


证 明 : 设 Mi 和 M2 是 两 个 最 小 上 界 。 


以 类 似 地 得 到 Ma > M2。 于 是 MO = M2。 


上 界 ( 即 名 有 一 个 上 界 M), 那么 它 必 定 恰好 有 
证 明 : 这 个 定理 需要 花费 一 些 力气 来 证 明 , 并 且 其 中 的 i 


最 多 有 一 个 最 小 上 界 ， 我 们 必须 订 


现在 我 们 考虑 实数 的 一 个 重要 性 质 。 


因为 Mi 是 最 小 


上 界 日 Ms» 是 上 界 ， 所 


因为 Ms 是 最 小 上 界 且 Mi 是 上 界 , 所 
因此 ,最 多 存在 一 个 最 小 上 界 。 


定理 5.5.9( 最 小 上 界 的 存在 性 ) 设 瓦 是 及 的 一 个 非 空 子 集 ,， 如果 妃 有 一 个 


个 最 小 上 界 。 


午 多 步骤 将 留 作 习 题 。 


设 马 是 RB 的 一 个 非 空 子 集 , 并 且 有 一 个 上 界 M。 根据 命题 5.5.8, 可 知 巨 


所 以 我 们 可 以 选取 中 的 某 个 元 素 zo。 


论 5.4.13), 我 
长 叶 5 


Ed 


设 n>z1 是 一 个 正 整 数 , 我 们 知道 妃 有 一 个 上 界 M。 根据 阿 基 米 德 性 质 ( 推 
门 可 以 找到 一 个 整数 K 使 得 K/n > M， 从 而 K/n 也 是 万 的 一 个 
再 次 由 阿 基 米 德 性 质 可 知 ， 存 在 男 一 个 整数 工 使 得 L/n < xo。 由 于 zo 是 
的 元 素 , 因此 Lf/n 不 是 已 的 上 界 。 因 为 K/n 是 上 界 而 Lfn 不 是 上 界 , 所 以 


为 像 


R+ 这 样 的 集合 的 上 界 。 


更 准确 地 说 ，R+ 没有 作为 实数 的 上 界 。 在 6.2 节 


E 明 瓦 至 少 有 一 个 最 小 上 界 。 因 为 BB 是 非 空 的 ， 


我 们 将 引入 广义 的 实数 系 R*, 它 允 许 二 oo 作 


5.5 最 小 上 界 性 质 .95. 


KzL. 


于 K/n 是 B 的 一 个 上 界 而 LJ/n 不 是 ， 于 是 我 们 可 以 找到 一 个 整数 L < 
mn 所 玉 满足 my/n 是 吾 的 上 界 ,但 (mx 一 1)/n 不 是 巨 的 上 界 (参见 习题 5.5.2)。 
实际 上 , 这 个 整数 mn 是 唯一 的 (习题 5.5.3)。 我 们 用 n 来 标注 mj, 是 为 了 强调 整 
数 m 依赖 于 n 的 选取 这 一 事实 。 这 就 给 出 了 一 个 定义 明确 的 〈 且 唯一 的 ) 整数 序 
列 mi,m2,ms,…， 其 中 每 一 个 mn/m 都 是 互 的 上 界 且 每 一 个 (mn 一 1)/n 都 不 是 
互 的 上 界 。 
现在 设 N > 1 是 一 个 正 整 数 , 设 n,n' > N 是 大 于 或 等 于 NN 的 整数 。 因 为 
man/n 是 电 的 上 界 而 (mw 一 1)/r' 不是, 所 以 一 定 有 ma/n > (mm 一 1)/n (为 什 
么 ? )。 经 过 少量 的 代数 运算 得 到 

Mn Mn > 1 波 1 

Nn n/ TO/ N 
类 似 地 , 因为 mw /rn 是 五 的 上 界 而 (mx 一 1)/n 不 是 , 所 以 rm/ > (mm 1)/n, 
从 而 


mn mn 1 1 
和 一 去 
Nn Nn/ Nn N 
把 上 述 两 个 式 子 合并 在 一 起 可 得 
1 


| Tn, Mn’ 
Nn / 


RS 对 所 有 的 n,n' > N > 1 均 成 立 
里 数 , 于 是 我 们 现在 


这 说 明 ( 轻 )2 1 是 一 个 柯 西 序列 (习题 5.5.4)。 由 于 加 是 有 
可 以 定义 实数 5 为 


ET 
也 


利用 习题 5.3.5 我 们 推导 出 


mn—1 


5 = LIM,, co 


为 了 完成 本 定理 的 证 明 , 我 们 需要 证 明 5 是 五 的 最 小 上 界 。 首先 证 明 它 是 一 个 上 
界 。 设 zz 是 已 中 任意 一 个 元 素 , 那么 由 于 mw/n 是 万 的 一 个 上 界 , 于 是 z mf/n 
对 所 有 的 nz 1 均 成 立 。 利 用 习题 5.4.8， 可 以 推导 出 x 乏 LIM。，,-mn/m = S。 于 
是 5 的 确 是 瓦 的 一 个 上 界 。 

现在 我 们 证 明 它 是 一 个 最 小 上 界 。 假设 y 是 的 一 个 上 界 , 根据 (m 一 1)/n 
不 是 的 上 界 , 我们 推导 出 y > (mn 一 1)/n 对 所 有 的 n > 1 均 成 立 。 利 用 习题 
5.4.8， 可 以 推导 出 y > LIM。 (mn 一 1)/n = 5S。 于 是 上 界 5 小 于 或 等 于 互 的 每 
一 个 上 界 , 从 而 S 是 互 的 最 小 上 界 。 

定义 5.5.10 (上 确 界 ) 设 五 是 实数 集 的 一 个 子 集 , 如 果 王 是 非 空 的 并 且 存 在 
一 个 上 界 , 那么 我 们 定义 sup(B) 为 五 的 最 小 上 界 (根据 定理 5.5.9 可 知 , 该 定义 是 
明确 的 )。 我们 引入 两 个 额外 的 符号 二 oo 和 -co。 如 果 已 是 非 空 的 并 且 没 有 上 界 ， 


五 
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那么 我 们 令 sup( 五 ) := +eo; 如 果 五 是 空 集 , 我们 令 sup() := -oo。 称 sup(B) 是 
五 的 上 确 界 , 也 记 作 sup 五 。 

注 5.5.11 目前 十 oo 和 -co 是 无 意义 的 符号 ; 现在 我 们 还 没有 关于 这 些 符号 
的 运算 ， 而 且 我 们 所 有 涉及 实数 的 结果 都 不 适用 于 +co 和 -co， 原 因 在 于 +oo 和 
-oo 并 非 实数 。 在 6.2 节 中 我 们 将 把 +ce 和 -ce 添加 到 实数 中 ， 从 而 构造 出 广义 
实数 系 , 但 这 个 系统 使 用 起 来 不 像 实 数 系 那 样 方便 , 因为 许多 代数 定律 在 该 系统 中 
就 失效 了 。 例如 ,尝试 定义 +eo + -oo 并 不 是 一 个 好 主意 , 把 它 定义 为 0 会 引发 一 
些 问 题 。 

现在 我 们 给 出 一 个 例子 来 说 明 最 小 上 界 的 性 质 多 么 有 用 。 

命题 5.5.12 存在 一 个 正 实数 z 使 得 z2 = 2。 

注 5.5.13 通过 比较 本 结论 和 命题 4.4.4, 我 们 发 现 的 确 存在 某 些 数 是 实数 但 
不 是 有 理 数 。 本 命题 的 证 明 过 程 同样 说 明了 有 理 数 集 Q 不 满足 最 小 上 界 性 质 ， 否 
则 我 们 就 可 以 利用 这 条 性 质 在 Q 中 构造 2 的 平方 根 。 但 根据 命题 4.4.4 可 知 ， 这 
是 不 可 能 的 。 

证 明 : 设 马 是 集合 {yeR:y>0 且 2 < 2}, 那么 巨 是 由 平方 值 小 于 2 的 全 
体 非 负 实数 所 构成 的 集合 。 观察 可 知 , 2 是 户 的 一 个 上 界 ( 因 为 如 果 wy > 2， 那么 
2 >>4>2， 从 而 vy 4 马 ), 同时 万 是 非 空 的 ( 壁 如 , 1 是 五 的 一 个 元 素 ) 。 于 是 根 
据 最 小 上 界 性 质 ， 存在 一 个 实数 x := sup(E) 是 忆 的 最 小 上 界 。 因 此 x 大 于 或 等 
于 1( 因 为 1€ 万 ) 且 小 于 或 等 于 2 (因为 2 是 万 的 一 个 上 界 )。 所 以 zz 是正 的 , 现 
在 我 们 证 明 x? = 2。 
利用 反 证 法 , 我 们 要 证 明 zz < 2 和 x? > 2 都 会 导致 矛盾 。 首 先 假设 z2 < 2。 
设 0<e<1 是 一 个 较 小 的 正 数 。 由 于 x<2 且 2 <e, 所 以 

(z+ée) =7 +2er+e <r +det+es=7r +5e 
由 于 z2 < 2, 所 以 我 们 可 以 选取 一 个 0<s< 工 使 得 z2?+5s <2, 于 是 (z+e)? < 2。 
根据 EB 的 构造 可 知 z+ se 一 , 但 这 与 x 是 马 的 一 个 上 界 相互 矛盾 。 

现在 假设 zz > 2。 设 0<e<1 是 一 个 较 小 的 正 数 , 那么 由 x<2 和 se2?>0 


(z 一 sj 一 22 一 2cr 十 se 7 一 2crz>22 he 


由 于 z2 > 2, 所 以 我 们 可 以 选取 一 个 0<s<1 工 使 得 z2 -4e > 2, 从 而 (zx 一 e)? > 2， 
但 是 这 意味 着 xz 一 。 >y 对 所 有 的 ye 五 均 成 立 (为 什么 ? 如果 xz 一。 < vy， 那么 
(zx 一 e)? < 内 芯 2, 这 是 一 个 矛盾 )。 因此 xz 一 e 是 马 的 一 个 上 界 , 这 与 x 是 瑟 的 最 
小 上 界 相互 矛盾 。 根据 这 两 个 矛盾 , 我 们 得 到 x? = 2, 这 就 是 要 证 明 的 结论 。 
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RE 
六 


5.5.14 在 第 6 章 中 , 我 们 将 利用 最 小 上 界 


们 可 以 做 更 多 的 事情 而 不 只 是 求 平方 根 。 


注 5.5.15 我 们 当然 还 可 以 讨论 集合 巨 


性 质 来 构建 极限 理论 ， 这 让 我 


的 下 界 以 及 最 大 下 界 , 集合 马 的 最 大 


下 界 也 被 称 为 的 下 确 界 ”， 记 作 inf(E) 或 inf 五 。 我 们 关于 上 确 界 的 每 一 个 讨论 
都 相应 地 存在 一 个 关于 下 确 界 的 讨论 , 而 且 通 常 把 这 些 命题 留 给 读者 自己 。 上 确 界 


和 下 硬 


5.5.1 


5.5.2 


5.5.5 


5.6 


E 4.3 节 中 , 我 们 定义 了 指数 运算 z”, 其 中 > 是 有 理 数 晶 


1 


习 题 


有 上 界 之 间 确 切 的 关联 在 习题 5.5.1 中 给 出 ， 同 时 参见 6.2 节 。 


设 巨 是 实数 集 R 的 一 个 子 集 , 并 且 假 设 忆 的 最 小 上 界 是 实数 M，, 即 M = sup(B)。 


设 - 马 表示 集合 
—E:={-z:x€ Eb} 


证 明 : -M 是 -已 的 最 大 下 界 , 即 -M = inf(-E)。 


设 瑟 是 及 的 一 个 非 空 子 集 , n > 1 是 一 个 整数 ， 并 且 设 L < K 是 两 个 整数 。 假 


在 一 个 痢 数 工 < m < K 使 得 m/n 是 至 的 一 个 上 界 , 但 (m 一 1)/n 不 是 五 的 上 


EE 5.5.9 来 证 明 : 存 


界 。( 提 示 : 利用 反 证 法 来 证 明 , 并 使 用 归纳 法 。 对 这 种 情形 采 
有 帮助 。) 


j 作 


图 的 方法 可 能 也 会 


设 马 是 R 的 一 个 非 空子 集 , n > 1 是 一 个 整数 ， 并 且 设 m、m’' 是 具有 下 述 性 质 的 
整数 : m/n 和 jn 都 是 妃 的 上 界 , 但 (m 一 1)/n 和 (mw 一 1)/n 都 不 是 三 的 上 界 。 


会 有 帮助 .) 


证 明 : m = m。 这 说 明 在 习题 5.5.2 中 构造 的 整数 m 是 唯一 的 。( 提 示 : 同样 , 作 图 


设 qi gq2,93,… 是 一 个 有 理 数 序列 ， 并 且 该 序列 满足 : 只 要 M > 1 是 一 个 整数 且 


6 请 


n,n > M，, 就 有 |qn 一 gw|<< 击 -证明 : qi1,q2,93,… 是 一 个 柯 


: 列 。 另 外 , 若 9 := 


LIM -qdn， 证 明 : |qm 一 S|< 去 对 每 一 个 M>1I 均 成 立 。 (提示 : 利用 习题 5.4.8。) 
构造 一 个 类 似 于 命题 5.4.14 的 命题 , 其 中 命题 5.4.14 中 的 “有 理 数 ”被 蔡 换 成 “无 理 数 ”。 


实数 的 指数 运算 , I 


n 是 自然 数 , 或 者 x 


是 不 为 零 的 有 理 数 且 n 是 整数 。 既然 有 了 实数 上 的 所 有 算术 运算 (而且 命 题 5.4.7 
保证 了 有 理 数 的 算术 性 质 对 于 实数 仍然 成 立 ) 那么 我 们 就 可 以 类 似 地 定义 实数 的 


见 的 英语 词汇 ,， 如 “infernal”, 在 英语 


指数 运算 。 
@ 上 确 界 (supremum) 意味 着 “最 高 的 ”(highest), 下 确 界 (infimum) 意味 着 “最 低 的 ”(lowest)， 


它们 的 复数 形式 分 别 为 suprema 和 infima。 上 确 界 指 的 是 “上 面 的 ”(superior), 下 确 界 指 的 是 “下 面 的 ” 
(inferior), 就 像 最 大 值 (maximum) 指 的 是 “大 的 ”(major), 最 小 值 指 的 是 “小 的 ”(minor)。 它 们 的 词 


根 分 别 是 表示 “上 面 的 ”(above)“super” 和 表示 “下 面 的 ”(below) 的 “infer”( 这 种 用 法 仅 限 于 少数 罕 
FP, 拉丁 语 前 级 “sub” 在 绝 大 多 数 情况 下 取代 了 “infer”)。 


过 


和 各 数 


定义 5.6.1 (实数 的 自然 数 次 寡 ) 设 > 是 一 个 实数 , 为 了 把 x 升 到 0 次 震 , 我 
们 定义 z0 := 1。 现 在 递归 地 假设 对 于 茶 个 自然 数 ”已 经 定义 了 z?， 那么 我 们 定义 


区 


XTo 


定义 5.6.2〈 实 数 的 整数 次 寡 ) 设 z 是 一 个 非 零 实数 ,那么 对 任意 的 负 整 数 
一 n, 我 们 定义 x-"? := 1/x”。 
这 些 定义 显然 与 前 面 给 出 的 有 理 数 的 指数 运算 的 定义 是 一 致 的 。 于 是 我 们 能 


够 断定 : 


命题 5.6.3 把 命题 4.3.10 和 命题 4.3.12 中 的 有 理 数 z、y 替换 成 实数 z、y 之 


元 证 明 : 通 
理 数 的 代数 法 由 


我 们 不 给 


后 ， 这 两 个 命题 中 的 所 有 性 质 依然 成 立 。 
这 个 命题 的 实际 证 明 , 而 是 给 出 一 个 元 证 明 (这 是 一 种 追求 证 明 自 
身 的 本 质 而 非 实 数 和 有 理 数 本 质 的 论证 )。 


过 观察 命题 4.3.10 和 命题 4.3.12 的 证 明 过 程 可 知 ， 它 们 依赖 于 有 
| 和 序 的 定律 (命题 4.2.4 和 命题 4.2.9)。 但 是 根据 命题 5.3.11、 命题 


5.4.7 以 及 恒等式 zz = xz-1x = 1, 我 们 了 解 到 所 有 这 些 代数 法 则 和 序 的 定律 对 


于 实数 仍然 成 立 ， 就 如同 对 有 型 
成 立 , 我 们 可 以 修改 命题 4.3.10 和 命题 4.3.12 的 证 明 过 程 。 


E 数 成 立 一 样 。 于 是 为 了 使 z、y 为 实数 时 结论 依然 


现在 考虑 非 整数 次 需 的 指数 运算 。 我 们 从 n 次 根 的 概念 开始 ， 这 个 概念 可 以 
利用 上 确 界 来 定义 。 
定义 5.6.4 设 z > 0 是 一 个 非 负 实 数 ， 且 n > 1 是 一 个 正 整数 , 我们 定义 


ZI? (也 称 作 xz 的 n 次 根 ) 为 


引 理 5.6.5 (n 次 根 的 存在 性 ) 设 z > 0 是 一 个 非 负 实数 ， 且 n > 1 是 一 个 正 


rl/ :=sup{yE R:y20 By" < x} 
我 们 一 般 把 z1/2 写作 V5。 

注意 ， 我 们 不 定义 负数 的 n 次 根 。 实 际 上 ， 本 书 剩余 部 分 也 不 会 定义 负数 的 n 
次 根 (只 有 定义 了 复数 , 我 们 才 可 以 定义 负数 的 n 次 根 , 但 我 们 不 会 涉及 这 些 内 容 )。 


整数 ,那么 集合 巨 := {ye R :yz0 且 vy* < zx} 是 非 空 的 并 且 是 有 上 界 的 。 特别 
地 ，zan 是 一 个 实数 。 


证 明 : 由 于 集合 已 中 包含 0 (为 什么 ? ), 所 以 它 确实 是 非 空 的 。 现在 我 们 证 


ID 


明 


它 有 一 个 上 界 。 分 成 两 种 情况 : x < 1 和 x > 1 来 考虑 。 首先 考 虑 当 x < 1 时 的 情 
况 , 此 时 我 们 断定 集合 巨 是 以 1 为 上 界 的 。 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 利用 反 证 法 , 假 


个 矛盾 。 因 


此 互 存 在 一 个 上 界 。 现 在 考虑 当 zx > 1 时 的 情况 , 此 时 我 们 断定 集合 E 


5.6 


实数 的 指数 运算 , I 


. 99 . 


省 癌 鸿 


| 


FE 质 。 


以 z 为 上 界 的 。 为 了 得 出 该 结论 , 我 们 利用 反 证 法 , 假设 存在 一 个 元 素 ye BB 满 
y>>z。 因为 xz >1, 所 以 y>1。 又 由 于 y>z 且 vy>1, 所 以 yr" > zx (为 什么 ? )， 
是 一 个 矛盾 。 所 以 在 上 述 两 利 
下 面 我 们 列 蝇 


引 理 5.6.6 设 z,y>0 是 非 负 实数 ， 且 


情况 下 , 王 都 是 有 上 界 的 , 从 而 z1/” 是 实数 。 
Hn 次 根 的 一 些 基 本 


n,m 之 1 是 正 整 数 。 


FF 的 一 个 减 函 数 。 如 果 x < 1, 那么 z1% 是 


关于 大 的 一 个 增 函 数 。 如果 z = 1, 那么 对 所 有 的 天 均 有 zl 人 = 1。 


(a) 如 果 y = zl, 那么 妇 =xz。 

(b) 反 过 来 , 如 果 wy? = z， 那 么 y= zl。 
(c) zl/ 是 一 个 非 负 实数 。 

(d) xz >y, 当 且 仅 当 zl” > yi/"。 

(e) 如 果 z> 1 那么 zl 是 关于 

({) (zg)1 = 2 /yi/" 

(g) (ZU = g/m 


证 明 : 参见 习题 5.6.1。 


善于 观察 的 读者 可 能 会 注意 到 , 当 n = 1 时 , 这 里 


出 的 z?” 的 概念 可 能 不 一 致 , 但 容易 证 明 zi/1 = x = z1, (为 什么 ? ) 所 以 并 不 存在 


不 一 致 的 情况 。 


从 引 理 5.6.6(b) 中 推出 的 一 个 结论 是 下 面 的 消 
y" 二 z?， 那么 y = z。( 为 人 
个 消去 律 仅 当 y 和 > 都 为 了 


一 3 一 3s 


现在 我 们 定义 如 何 把 一 个 了 


定义 5.6.7 设 z>0 是 一 个 


q 二 a/b,， 共 


中 a 是 整数 且 是 正 整 数 ， 


交 人 = 


Se 
注 尽 ， 酝 


不 


个 有 理 数 g 不 管 是 了 
个 正 整数 5 之 比 的 形式 a/b。( 为 什么 ?) 但 是 形式 为 a/b 的 有 型 


上 么 这 个 结论 是 从 引 到 
FE 数 时 才 成 立 。 例如 ， (一 3)? = 32， 但 我 们 不 能 ! 


E 实 数 ， qd 是 


E 5.6.6(b) 中 


zljm 的 定义 与 我 们 前 面 给 


去 律 : 如 果 y 和 > 是 正 的 
导出 的 ? ) 注意 ,这 


FE 数 > 升 到 9 次 究 。 


并 定义 


(2 


个 有 理 


证 明 不 同 的 表达 式 ayb 给 出 z? 的 公式 是 相同 的 。 
引 理 5.6.8 设 a、a’ 是 整数 ,b、W 是 正 整 数 ， 并 上 且 


一 个 正 实 数 , 那么 (z 
证 明 : 存在 三 种 情况 : a 


一 0 (为 什么 ? ) 从 而 (zw)” 和 (zy9)* 都 等 于 1, 于 是 结论 得 证 。 


/2 )a 一 (ZUba 。 


0、.aw>0 和 a<0。 如 果 a 


此 推断 


数 。 为 了 定义 xz， 


0， 那 么 


我 们 记 


E 的 、 负 的 还 是 零 , 都 可 以 写成 一 个 整数 a 和 一 
E 数 gq 的 表达 方式 
以 写成 2/4 或 3/6。 为 了 保证 这 个 定义 是 明确 的 , 我 们 需要 


| 满足 a/b = a'/b。 设 x 是 


一 定 有 
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现在 假设 a > 0, 那么 a > 0 (为 什么 ? ) 上 且 ou = bo'。 记 y := ZU) = ZUGa )。 
根据 引 理 5.6.6(g); y= (zl 0)I 和 y= (zx1?)W0; 由 引 理 5.6.6(a) 可 得 如 = ZL 
和 % = zl/。 于 是 

(ZL (yo)? Wo (02 )” (xz1/2)° 

这 就 是 要 证 明 的 结论 。 

最 后 假设 a < 0, 那么 (-a)/5= (-a)/b。 而 -a 是 正 的 , 利用 前 面 当 a>0 时 
的 情况 , 我 们 有 (x1 )-“ = (z15)-%。 对 该 等 式 两 端 同时 取 倒 数 就 得 到 要 证 明 的 
结论 。 
因此 对 于 任意 的 有 理 数 g, x? 是 定义 明确 的 。 注意, 这 个 新 定义 与 我 们 给 出 的 
zl 的 旧 定 义 是 一 致 的 (为什么?), 而 且 它 与 我 们 给 出 的 z? 的 旧 定 义 也 是 一 致 
的 (为 什么 ? )。 

关于 有 理 数 次 帘 的 一 些 基本 事实 。 

引 理 5.6.9 设 zx,y >0 是 正 实数 , 且 gq 和 7 是 有 理 数 。 


(a) zx9 是 一 个 正 实数 。 

(bj zf7 = vx" H (z9)7 = x。 

(C= /Ys 

(d) 如 果 g >0, 那么 z>y 当 且 仅 当 za > ya。 

(e) 如 果 z>1l, 那么 za >zr 当 且 仅 当 9 > r。 如 果 z<1 那么 x7 >zx” 当 


日 仅 当 g < r。 
证 明 : 参见 习题 5.6.2。 
我 们 还 必须 做 出 实数 次 窜 的 指数 运算 ， 即 我 们 还 必须 定义 zy， 其 中 zx > 0 且 
y 是 一 个 实数 。 但 我 们 把 这 部 分 内 容 推 迟到 6.7 节 ， 在 我 们 正式 给 出 极限 的 概念 
之 后 。 
在 本 书 剩余 的 部 分 中 , 我 们 假定 实数 遵守 所 有 常用 的 代数 法 则 、 序 的 定律 以 及 
指数 运算 的 定律 。 


习 题 


5.6.1 证明 引 理 5.6.6。( 提 示 : 回顾 命题 5.5.12 的 证 明 过 程 。 同时 你 将 发 现 反 证 法 是 一 个 有 
的 证 明 工具 , 特别 是 把 它 与 命题 5.4.7 中 序 的 三 歧 性 以 及 命题 5.4.12 结合 起 来 的 时 
性 。 引 理 前 面 的 部 分 可 以 用 来 证 明 引 理 后 面 的 部 分 。 对 于 (e), 首先 证 明 当 xz > 1 时 

zl >1, 以 及 当 x<1 时 x/™ <1。) 
5.6.2 ”证 明 引 理 5.6.9。( 提 示 : 主要 利用 引 理 5.6.6 和 代数 法 则 。) 
5.6.3 ”如 果 z 是 一 个 实数 , 证 明 |z| = (z2)12。 


第 6 章 
6.1 ”收敛 和 极限 定律 


序列 的 极限 


在 上 一 章 中 , 我 们 把 实数 定义 为 有 到 


数 〈 柯 


西 ) 序列 的 形式 极限 , 进而 又 定义 


了 实数 的 各 种 运算 。 但 是 ,与 我 们 构造 整数 (最终 用 实际 差 代 替 了 形式 差 ) 和 有 理 


数 〈 最 终 用 实际 商 代替 了 形式 商 ) 时 所 做 的 工作 不 同 , 我 们 还 没有 真正 完成 构造 实 
数 的 任务 ， 因 为 我 们 从 未 用 真正 的 极限 jim_,w an 来 代替 形式 极限 LIM,_ -an。 


我 们 从 再 次 习 


事实 上 ,我 们 根本 还 不 曾 定义 极限 。 现 在 我 们 就 来 修 ] 
E 述 = 接近 序 列 的 


FE 这 件 事 。 
要 结构 开始 ， 但 这 次 我 们 针对 的 是 实数 序列 


而 不 是 有 理 数 序列 。 因 此 这 次 讨论 将 取代 上 一 章 中 所 做 的 相关 讨论 。 首 先 , 我 们 定 


义 实 数 的 距离 。 


定义 6.1.1 (两 个 实数 间 的 


d(z,y) 为 d(x,y) : 


这 个 定义 显然 与 定义 4.3.2 是 一 致 的 。 另 外 ， 
像 对 有 理 数 成 立 一 样 ， 


= |z— yl。 


定义 6.1.2 (e-j 


e- 接 近 的 ， 当 目 


仅 


当 d(y,72) < eo 


同样 , 这 个 se- 接近 的 定义 显然 与 定义 4.3.4 是 一 致 的 。 


命题 


E 离 ) 给 定 两 个 实数 x 和 vy, 我 们 定义 它们 的 


有 理 数 的 所 有 代数 法 则 。 


[ZI 
亚 


4.3.3 对 于 实数 仍然 成 立 , 就 


接近 的 实数 ) 设 s > 0 是 一 个 实数 , 我 们 称 两 个 实数 > 和 wy 是 


现在 设 (@%)%;, 是 一 个 实数 序列 ， 即 我 们 对 每 一 个 整数 n> m 都 指定 了 一 个 


实数 an。 初始 指标 m 是 一 个 整数 ， 它 通常 为 1, 但 在 有 些 各 
(选取 什么 样 的 标签 作为 序列 指标 3 
它 与 (aw)%2% 恰 代表 同一 个 序列 。) 我 们 可 以 按照 与 前 面 


为 1 的 指标 
用 (ak)Rm’ 


始 。 


来 定义 柯 西 序列 的 概念 。 


定义 6.1.3 ( 


始 的 实数 序列 (an)?2w 被 称 为 是 e- 稳 定 的 ， 当 日 


实数 的 柯 西 序列 ) 


的 j,k 之 从 均 成 立 。 从 某 个 整数 指标 m 姑 


的 ， 当 


个 柯 西 序列 ， 当 且 


况 下 我 人 
不 重要 。 例 如 ， 


设 s > 0 是 一 个 实数 ， 从 某 个 整数 
仅 当 oj 和 ok 是 = 接近 的 对 任意 
F 始 的 序列 (a )%_, 被 称 为 是 最 终 e- 稳 定 
日 仅 当 存 在 一 个 N > m 使 得 (on)?w 是 = 稳定 的 。 我 们 称 (a%)%, 是 一 


] 会 从 某 个 不 


我 们 可 以 使 


仅 当 对 每 一 个 = > 0, 该 序列 都 是 最 终 =- 稳 定 的 。 


也 就 是 说 , 如 果 对 任意 实数 = > 


样 的 方式 


指标 N 开 


0 都 存在 一 个 N > m 使 得 los -oo 和 <s 对 所 
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有 日 


序列 一 致 性 的 时 候 需 要 更 加 小 心 。 
命题 6.1.4 设 (an,)% ;是 从 某 个 整数 指标 m 开 始 
是 定义 5.1.8 意义 下 的 柯 西 序列 ， 当 ] 
证 明 : 首 儿 
数 。 > 0， 该 序列 都 是 最 终 e- 稳 定 的 。 特别 地 ， 对 于 人 有 


的 n,n 之 入 都 成 立 , 那么 实数 序列 (a)%;, 是 一 个 柯 西 序列 。 这 些 定义 与 有 理 
EF 上 的 相关 定义 (定义 5.1.3、 定 义 5.1.6 和 定义 5.1.8) 是 一 致 的 , 但 是 在 说 


的 有 到 


终 = 稳定 的 , 所 以 (an)%,, 是 定义 5.1.8 意义 下 的 柯 


序列。 


E 明 柯 西 


那么 (an)8m 


上 日 仅 当 它 是 定义 6.1.3 意义 下 的 柯 西 序列 。 


假设 (os)2 wm 是 定义 6.1.3 意义 下 的 柯 西 序列 , 那么 对 于 任意 包 
E 意 的 有 理 数 = > 0, 它 都 是 最 


实 
~ 
甩 . 


现在 假设 (a%)%,, 是 定义 5.1.8 意义 下 的 柯 西 序列 ， 那么 对 于 任意 的 有 理 数 


s > 0, 该 序列 都 是 最 终 = 稳定 的 。 如 果 s > 0 是 实数 ,那么 根据 


命题 


5.4.12 可 知 ， 


存在 一 个 比 e 小 的 有 理 数 =' > 0。 因 为 s' 是 有 理 数 , 所 以 (an)%2,, 是 最 终 -稳定 


因为 s 是 一 个 人 


的 ; 又 因为 s' <e, 所 以 (an)%,, 是 最 终 e- 稳 定 的 。 
所 以 (an)%>_,, 是 定义 6.1.3 意义 下 的 柯 西 序列 。 

正 是 因为 有 了 这 个 命题 , 我 们 
我 们 把 柯 西 序列 看 作 一 个 统一 的 概念 。 


且 


现在 我 们 讨论 实数 序列 收敛 于 某 个 极限 工 是 什么 意 ; 


E 意 的 正 实数 ， 


不 再 考虑 定义 5.1.8 和 定义 6.1.3 之 间 的 


定义 6.1.5〈 序 列 的 收敛 ) 


设 e>0 是 一 个 实数 ， 


Cho 


工 也 


日 


仅 当 对 了 


序列 (an)22_N 是 <- 接 近 于 L 的 ， 当 日 


A 


个 实数 。 实 数 
-任意 的 n > N,， a 都 是 = 接近 于 


工 的, 即 |an 一列 冬 <s 对 任意 的 m > 均 成 立 。 我 们 称 序 列 (an)%%,, 是 最 终 e- 接 


近 于 工 的 , 当 且 仅 当 存 厦 
列 (aas)se 收敛 于 L， 当 且 仅 当 对 于 自 
的 。 
我 们 可 以 展开 这 里 所 有 的 定义 , 并 且 更 
题 6.1.2。 


例 6.1.6 序列 
0.9, 0.99, 0.999, 0.9999,.… 


是 0.1- 接 近 于 
序列 是 最 终 0.01- 接 近 于 1 的 。 事实 上 对 于 任意 
近 于 1 的 ,从 而 该 序列 收敛 于 1。 
命题 6.1.7 (极限 的 唯一 虱 
列 , 并 且 设 工 关 是 两 个 不 同和 
证 明 : 为 了 推出 矛盾 , 我 们 1 


注意 , 因为 KL 关 7 所以。 是 ] 


E 的 。 


E 一 个 N > m 使 得 (aw) 是 = 接近 于 工 的 。 我 们 称 序 
F 意 实数 = > 0, 该 序列 都 是 最 终 =- 接 近 于 工 


加 直接 地 写 出 “收敛 ”的 概念 ， 参 见习 


F 1 工 的， 但 不 是 0.01- 接 近 于 1 的 , 原因 在 于 序列 的 第 一 项 。 然而 这 个 


的 实数 。 > 0, 该 序列 都 是 最 终 =- 接 


FE) 设 (an)%2,, 是 从 某 个 整数 指标 m 开始 的 实数 序 
自 设 (a%)% ;同时 收敛 于 工 和 L, 设 e=|L-L|/3。 
(an)%2 收敛 于 工 可 知 ，(an)%,, 是 最 终 
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a- 接 近 于 工 的 , 于 是 存在 一 个 N > m 使 得 d(a%,L) < 对 所 有 的 n> 均 成 立 。 
类 似 地 , 存在 一 个 M > m 使 得 d(a%,L) < 对 所 有 的 n> MM 均 成 立 。 特别 地 ,如 
果 令 n:= max(N,M), 那么 有 da 万 和 ss 和 da , 厂 ) 乞 s， 于 是 根据 三 角 不 等 式 
可 得 , ad(L,L) < 2e=2L- D3 UIL-L|<2L-L1/3, 这 和 |L-L>0 
矛盾 。 因 此 , 该 序列 不 可 能 同时 收敛 于 工 和 L。 
既然 极限 是 唯一 的 ， 那么 我 们 就 可 以 给 出 一 个 符号 来 指定 它 。 

定义 6.1.8《〈 序 列 的 极限 ) 如 果 序 列 (a,)%; 收敛 于 实数 L， 那 么 (a) 

是 收敛 的 并 且 它 的 极限 是 工 。 我 们 用 下 式 来 表述 它 ; 
下 一 im Qn 
如 果 序 列 (an) 吕 不 收敛 于 任何 实数 工 , 那么 序列 (on) 这 mw 是 发 散 的 , 并 且 lim an 
是 CE 定义 的 。 

注意 , 命题 6.1.7 保证 了 一 个 序列 最 多 有 一 个 极限 。 所以， 如果 极限 存在 ， 那 
么 它 就 是 唯一 的 实数 ,否则 它 就 是 无 定义 的 。 

注 6.1.9 ”符号 lim an 没有 给 出 任何 有 关 序 列 初始 指标 m 的 信息 ， 而 初始 
指标 和 极限 毫 无 关系 〈 习 题 6.1.3)。 所 以 在 剩 下 的 讨论 中 , 我 们 不 会 过 多 关心 这 些 
字 列 是 从 哪里 开始 的 , 而 是 主要 关注 它们 的 极限 。 

有 时 我 们 用 短语 “ 当 n 一 co 时 ，o 一 2” 代 殖 语句 “(aw)?2y 收敛 于 z”。 注 
意 , 单个 语句 “a 一 z” 和 “mn 一 00” 是 没有 任何 严格 意义 的 。 这 个 短语 不 仅 是 一 种 
习惯 记 法 , 而 且 还 具有 启发 作用 。 

注 6.1.10 ”具体 选取 什么 样 的 字母 来 表示 指标 (在 我 们 的 情况 下 , 字母 为 n) 
无 关 紧 要 。 辟 如 , 短语 lim on 与 lim ax 具有 相同 的 含义 。 有 时 更 换代 表 指 标的 字 
母 可 以 很 方便 地 避免 记号 产生 冲突 。 例 如 , 我 们 或 许 希 望 把 n 更 换 为 k， 因为 此 时 
n 被 用 于 其 他 某 种 目的 了 , 并 且 我 们 希望 减少 混淆 状况 的 发 生 , 参见 习题 6.1.4。 

作为 极限 的 一 个 例子 , 我 们 给 出 : 

命题 6.1.11 我 们 有 lim 1/n = 0。 


证 明 : 我 们 必须 证 明 序 列 (@,)%) 收敛 于 0, 其 中 on := 1/n。 换言之 , 对 于 任 
意 的 s > 0, 我 们 需要 证 明 序 列 (a,)% | 是 最 终 = 接近 于 0 的 。 于 是 设 = > 0 是 一 
个 任意 的 实数 , 我 们 必须 找到 一 个 N 使 得 lo -0| < 对 任意 的 nz N 均 成 立 。 
而 如 果 mn > N， 则 有 


lan —0|=|1/n -m0|=1/n<1/N 
于 是 , 如 果 我 们 取 NN > 1/e (这 个 结果 可 以 利用 阿 基 米 德 性 质 得 到 ), 那么 1/N < s， 
从 而 (an)2.w 是 =- 接 近 于 0 的 , 因此 (aw)%1 是 最 终 =- 接 近 于 0 的 。 由 于 es 是 任 
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意 选 取 的 , 所 以 (on)? 1 收敛 于 0。 


命题 6.1.12〔 收 敛 序列 是 柯 西 序列 ) 假设 (a;)>%>_,, 是 一 个 收敛 的 实数 序列 ， 
那么 (as)s_ ， 也 是 一 个 柯 西 序列 。 


证 明 : 参见 习题 6.1.5。 
例 6.1.13 ”序列 1, 一 


1,1, 一 1,1, 一 1,.… 不 是 柯 西 序列 (因为 它 不 是 最 终 1- 稳 


定 的 )， 从 而 根据 命题 6.1.12 可 知 , 它 不 是 收敛 序列 。 
注 6.1.14 ”命题 6.1.12 的 逆 命 题 参见 下 面 的 定理 6.4.18。 
现在 我 们 证 明 形 式 极 限 能 够 被 真正 的 极限 取代 , 正如 当 构 造 出 整数 时 一 样 , 形 


式 减 法 被 真正 的 减法 取代 ; 
代 。 


以 及 当 构 造 出 有 理 数 时 ， 形 式 除法 也 被 真正 的 除法 取 


命题 6.1.15《〈 形 式 极限 是 真正 的 极限 ) 假设 (@,,)% 1 是 有 理 数 的 一 个 柯 西 序 


列 , 那么 (aa)2.; 收 傅 于 LIM_woan， 即 


证 明 : 参见 习题 6.1.6。 


LIM, -an = lim an 
N00 


定义 6.1.16 (有 界 序列 ) 实数 序列 (an)?%,, 以 实数 M 为 界 ， 当 且 仅 当 |an 


< M 对 所 有 的 nz m 均 成 立 。 我 们 称 (a,)>%,, 是 有 界 的 , 当 且 仪 当 存在 某 个 实数 
AM > 0 使 得 该 序列 以 M 为 界 。 

这 个 定义 与 定义 5.1.12 是 一 致 的 , 参见 习题 6.1.7。 

回顾 引 理 5.1.15 可 知 ， 每 一 个 有 理 数 的 柯 西 序列 都 是 有 界 的 。 通 过 观察 引 理 


5.1.15 的 证 明 过 程 可 知 ， 对 
界 的 。 特 别 地 ， 从 命题 6.1. 


于 实数 也 有 同样 的 结论 : 每 一 个 实数 的 柯 西 序列 都 是 有 
12 中 我 们 得 到 如 下 推论 。 


推论 6.1.17 每 一 个 收敛 的 实数 序列 都 是 有 界 的 。 


例 6.1.18 序列 1 2， 


现在 我 们 可 以 证 明 常 用 的 极限 定 得 


定理 6.1.19〈 极 限定 得 


设 z、y 分 别 为 实数 z := ,lin 


3,4,5,… 是 无 界 的 ， 从 而 它 是 不 收敛 的 。 


lt 
o 


EE) 设 (aw)2 和 (加 ) 科 ww 都 是 收敛 的 实数 序列 ,并 且 


im an 和 yy := lim bn。 
Ce T3000 


Nn 


lm (om 十 加 ) = lim an 十 lm on 
= 的 一 DG 亿 一 OO 


(b) 序列 (anbn)2% ,收敛 于 zy， 即 


lim (anbn) = (lim an,)( lim b;,) 


6.1 


收敛 和 极限 定律 


"105. 


(c) 对 于 任意 的 实数 c, 序列 (caj,)%;, 收敛 于 cz。 即 


lim (can) = ©¢ lim an 
也 一 CO 侯 一 OO 


(d) 序列 (om 一 各) 筷 w 收敛 于 zx 一 


lim (an — bn) 


no00 


(e) 假设 y 冯 0， 
了 洒 as 有 


Re 
mh 
el 


钱 于 z/y。 即 


(g) 序列 (max(an,bn)) 喉 m 收敛 于 max(zx,y)， 即 


Vs。 即 


lim bi 1 = (lim bo) 


假设 y 夭 0, 且 对 于 所 有 的 n> m 都 有 b, 关 0, 那么 序列 (os/bo)s we 收 


lim a 
Qn moo 
bn lim bn 


= lm an 一 lim bn 
T= 也 一 OO 


lim max(an,bn) = max( lim an, lim b,) 
Nn— 00 Nn—00 n—00 


(h) 序列 (min(aw,5%))%>;, 收敛 于 


min(z, y) 即 


lim min(an, bn) = min( lim an，lim bn) 
Nn—00 Nn—00 n—00 


证 明 : 参见 习题 6.1.8。 


习 


题 


设 (an) 呈 oo 是 一 个 实数 序列 ， 并 且 满 足 an+l > an 对 任意 的 自 


目 对 于 所 有 的 n > m 都 有 5, 关 0， 那么 序列 (B31)2%2;, 收敛 


然 数 n 均 成 立 。 证 明 : 


> n, 那么 om > an。( 我 们 把 这 种 序列 记 作 增 序 


大 > 0 是 一 个 非 负 整数 。 证 


E 明 : (lie) py 收敛 于 L, 当 且 仅 


m > 7m 是 一 个 整数 。 证 明 : (an)?22m 


明 : (反例 


6.1.1 
只 要 n 和 m 都 是 自然 数 且 满足 mm 
列 。) 

6.1.2” 设 (an) 和 mw 是 一 个 实数 序列 ,有 是 工 是 一 个 实数 。 订 
当 对 于 任意 给 定 的 实数 s > 0, 存在 一 个 N > m 使 得 |a, 一 LL| < 。 对 所 有 的 n> N 
均 成 立 。 

6.1.3” 设 (an)2m 是 一 个 实数 序列 , c 是 一 个 实数 ， 
改 敛 于 c， 当 且 仅 当 (an)s2_ 收敛 于 c。 

6.1.4 设 (an) 和 wm 是 一 个 实数 序列 , c 是 一 个 实数 ， 
改 敛 于 c， 当 且 仅 当 (awyi)%2y 收敛 于 c。 

6.1.5 “证明 命题 6.1.12。( 提 示 : 利用 三 角 不 等 式 或 者 命题 4.3.7。) 

6.1.6 ”利用 下 述 框架 来 证 明 命题 6.1.15: 设 (an)2,， 是 一 个 在 


了 :一 LIM 一 -oan， 我 们 必须 证 明 (Gi) tn 收敛 于 L。 设 E >0， 利 
这 一 点 以 及 (Gp) 是 柯 
十 s/2 对 所 有 的 郊 > N 均 成 立 , 或 者 an < 区 一 =/2 


列 (au)s 不 是 最 终 e- 接 近 于 工 
证 明 存 在 一 个 NN > mm 使 得 an > 工 


的 。 利 


对 所 有 的 n > N 均 成 立 , 然后 利用 


习题 5.4.8。 


里 数 的 柯 西 序列 ， 并 
用 反 证 法 ,假设 序 


记 


6 序列 的 事实 ， 
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6.1.7 证明 定义 6.1.16 与 定义 5.1.12 是 一 致 的 。( 即 证 明 一 个 与 命题 6.1.4 类 似 的 结论 ,其 
中 命题 6.1.4 中 的 柯 西 序列 被 奉 换 成 有 界 序列 。) 

6.1.8 ”证明 定理 6.1.19。( 提 示 : 你 可 以 利用 定理 中 的 某 些 部 分 来 证 明 其 他 部 分 ， 例 如 ，(b) 
以 用 来 证 明 (c); (a) 和 (c) 可 以 用 来 证 明 (qd); 并 且 (b) 和 (e) 可 以 用 来 证 明 (f)。 
其 证 明 类 似 于 引 理 5.3.6、 命题 5.3.10 以 及 引 理 5.3.15 的 证 明 。 对 于 (e), 你 可 能 首先 
需要 证 明 一 个 辅助 的 结果 : 如 果 一 个 序列 的 所 有 元 素 都 不 为 零 , 并 且 该 序列 收敛 于 一 
个 非 零 极限 , 那么 这 个 序列 是 远离 0 的 。) 
6.1.9 ”解释 为 什么 当 分 母 的 极限 为 0 时 ， 定 理 6.1.19(f) 不 成 立 。( 为 了 修复 这 个 问题 ， 需 要 
到 洛 必 达 法 则 ,参见 10.5 节 。) 
6.1.10 ”证明 : 当 把 定义 5.2.6 中 的 s 由 正 有 理 数 奉 换 成 正 实数 时 ， 等 价 的 柯 西 序 列 这 一 概念 
不 发 生 任何 改变 。 更 准确 地 说 , 如果 (om) 咏 。 和 (5b)%2o 都 是 实数 序列 , 证 明 : 对 于 
任意 的 有 理 数 s > 0，(an)So 和 (如 ) 入 都 是 最 终 =s- 接 近 的 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 尼 
实数 。 > 0 它们 都 是 最 终 =- 接 近 的 。( 提 示 : 修改 命题 6.1.4 的 证 明 。) 


| 


6.2 ”广义 实数 系 


存在 这 样 一 些 序列 ,它们 不 收敛 于 任何 实数 但 却 似乎 收敛 于 +ee 或 -co。 例 
如 ， 从 直观 上 看 , 序列 


好 像 应 该 收敛 于 +co， 而 序列 


1,2,3, 4,5,..- 


1 


Re ee RE 
则 应 收敛 于 -co。 同 时 ， 序 列 

下 二 和 和 
似乎 不 收敛 于 任何 数字 (尽管 我 们 稍 后 将 看 到 这 个 序列 的 确 有 +1 和 -1 两 个 “ 极 
限 点 ”， 参见 下 文 )。 类似 地 , 序列 

1, =9,3; =4,5;—6,.. 
不 收敛 于 任何 实数 , 而 且 它 也 不 会 收敛 于 +co 和 -co。 为 了 更 准确 地 闸 述 这 一 点 ， 
我 们 需要 讨论 广义 实数 系 。 

定义 6.2.1 (广义 实数 系 ) 附加 上 两 个 额外 元 素 +oo 和 -co 的 实 直 线 R 就 

是 广义 实数 系 R*， 其 中 +co 和 -co 互 不 相同 , 并 且 它 们 与 每 一 个 实数 都 不 相同 。 
一 个 广义 实数 xz 是 有 限 的 ， 当 且 仅 当 它 是 一 个 实数 ;而 广义 实数 > 是 无 限 的 ， 当 
且 仅 当 它 等 于 +eo 或 -co。( 这 个 定义 与 3.6 节 中 的 有 限 集 和 无 限 集 的 概念 没有 直 
接 关 系 , 尽 然 它们 在 内 涵 上 是 相似 的 。) 
目前 +ce 和 -co 这 两 个 新 符号 没有 多 少 意义 ,因为 我 们 还 没有 操作 它们 的 运 
算 (除了 等 于 = 和 不 等 于 关 )。 现 在 我 们 给 出 广义 实数 系 上 的 一 些 运算 。 


6.2 广义 实数 系 .107. 


ee 云 算 ) 现在 我 们 通过 定义 一 (十 00) := 一 oo 和 一 (-00):= 
十 co 把 R. 


日 


1] 碟 


定义 6.2.3( 


Z 推广 到 R* 上 


每 一 个 广义 实数 z 都 有 一 个 负数 , 并且 -(-z) 总 是 等 于 z。 
“ 义 实数 的 排序 ) 设 z 和 w 是 广义 实数 , 我 们 称 z < vy, 即 zx 小 


于 或 等 于 y， = 个 命题 之 一 为 真 。 


(a 


) 


(b) y = 十 co。 


(c) Z = 一 co。 


如 果 z 和 yy 且 z 夭 澳 那么 我 们 称 x < wy。 有 时 我 们 把 x < y 写成 y > x, 并 把 


ZX <Y 写 成 yz x。 

例 6.2.4 3<5、3<+oo 且 一 00<+o0, 但 3 一 00。 

关于 广义 实数 系 的 序 和 负 运 算 的 一 些 基本 性 质 如 下 。 
命题 6.2.5 设 z、y、z 是 广义 实数 , 那么 下 列 命题 为 真 。 


证 明 : 参见 习题 
我 们 还 可 以 引入 广义 实数 系 上 的 其 他 运算 ,比如 加 法 运算 和 乘法 运算 等 。 但 是 

一 定 的 风险 ， 因 为 几乎 能 够 肯定 这 些 运算 并 不 遵守 我 们 熟知 的 那些 代 
如 ， 为 了 定义 加 法 和 运算， 我 们 令 +eo + 5 = 十 oo 以 及 +oo 十 3 = 十 oo 
E (根据 我 们 对 无 限 的 直观 概念 ), 但 这 蕴涵 了 十 oo +5= 十 oo 十 3, 可 是 
此 对 于 像 消去 律 这 样 的 运算 规则 , 一 旦 把 无 限 包含 到 运算 中 , 它们 就 不 再 
成 立 。 为 了 避免 这 些 问题 , 我 们 就 简单 地 不 去 定义 广义 实数 系 上 的 任何 算术 运算 ， 


这 样 做 存在 
数 法 则 。 例 
看 起 来 合 型 
5 #3。 


〈 自 反 性 ) z < z。 


(三 歧 性 ) 命题 x <y、x =vy 和 x >w 中 恰好 有 一 个 为 真 。 
) 如果 zx<y 晶 y<z, 那么 x <<z。 


(传递 性 


并 是 满 足 x < vy。 


d) 〔 负 运算 使 序 改变 ) 如 果 z < y, 那么 -y < -z。 


6.2.1。 


因 


除了 负 运 算 和 序 。 
记得 我 们 定义 了 实数 集 EE 的 上 确 界 或 最 小 上 界 的 概念 , 它 曾 给 出 一 个 有 限 或 


无 限 的 广义 实数 sup( 书 )。 


现在 我 们 对 这 个 概念 稍 作 推广 。 


定义 6.2.6 (广义 实数 集 的 上 确 界 ) 设 马 是 R* 的 一 个 子 集 ,， 那么 我 们 根据 


下 列 法 则 来 定义 的 上 确 界 或 最 小 上 界 sup(EE)。 


(a) 如 果 互 被 包含 在 及 中 ( 即 +oo 和 -oo 都 不 是 的 元 素 )， 那么 我 们 按 
照 定义 5.5.10 来 确定 sup(E) 。 
(b) 如 果 互 包 含 +co, 那么 我 们 令 sup( 五 ) := +co。 
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(c) 如 果 巨 不 包含 十 oo 但 包含 -co, 那么 我 们 令 sup(E) := sup(E\{-o0D[E\ 
{一 00} 是 RB 的 子 集 ， 从 而 被 归 入 情形 (a)]。 


我 们 还 可 以 定义 巨 的 下 确 界 inf(B) ( 即 互 的 最 大 下 界 ) 为 
inf (8) := — sup(—E) 
其 中 , -万 是 集合 -已 := {-x:z€B}。 
例 6.2.7 设 马 是 由 全 体 负 整数 以 及 -co 构成 的 集合 : 
E:={-1,—2,—3,—4,...}U {—o00} 
那么 sup() = sup(B\{-00) = 一 1， 而 
inf(E) = 一 Sup( 一 五 ) = 一 (二 co) = 一 co 


例 6.2.8 ”集合 {0.9,0.99,0.999,0.9999,…:} 有 下 确 界 0.9 和 上 确 界 1。 注意 ， 
在 本 例 中 上 确 界 并 不 属于 这 个 集合 , 但 从 某 种 意义 上 来 说 ， 上 确 界 从 右 侧 “触及 ” 
了 该 集合 。 

例 6.2.9 ”集合 {12,3,4,5,…:} 有 下 确 界 1 和 上 确 界 +co。 


例 6.2.10 ” 设 五 为 空 集 ,那么 sup(B) = 一 00 且 inf(B) = 十 oo (为 什么 ? )。 
这 是 上 确 界 能 够 小 于 下 确 界 的 唯一 情形 。( 为 什么 ? ) 


我 们 可 以 像 下 面 这 样 直观 地 考虑 BB 的 上 确 界 。 想 象 这 样 一 条 实 直线 ，+oo 以 
某 种 方式 位 于 直线 的 最 右 端 , 而 -00 以 某 种 方式 位 于 直线 的 最 左 端 ,。 想象 一 下 , 在 
二 co 处 有 一 个 不 断 向 左 侧 移动 的 活塞 ， 并 且 直 到 遇见 集合 BB 时 它 才 停止 移动 ， 那 
么 这 个 活塞 停 下 来 的 地 方 就 是 已 的 上 确 界 。 类 似 地 ， 如果 我 们 想象 在 -ce 处 也 有 
一 个 不 断 向 右 侧 移 动 的 活塞 ,并且 当 它 遇 见 集合 互 时 才 停 止 移动 , 那么 这 个 活塞 
停 下 来 的 地 方 就 是 互 的 下 确 界 。 当 互 为 空 集 时 上 述 两 个 活塞 将 经 过 彼此 ,从 而 上 
确 界 就 落 在 了 -co 而 下 确 界 就 落 在 了 +co。 
下 面 的 定理 证 明了 术语 “最 小 上 界 ” 和 “最 大 下 界 ” 的 合理 性 。 
定理 6.2.11 设 太 是 R* 的 一 个 子 集 , 那么 下 列 命题 均 为 真 。 
(a) 对 于 每 一 个 ze 一 都 有 z 芝 sup( 互 和 zy>inf( 万 )。 
(b) 假设 MeR* 是 克 的 一 个 上 界 , 即 z < 1M 对 所 有 的 ze 号 均 成 立 , 那么 
我 们 有 sup(E) < M。 
(c) 假设 M € R* 是 巨 的 一 个 下 界 , 即 xz > M 对 所 有 的 ze 马 均 成 立 , 那么 
我 们 有 inf(E) > M。 
证 明 : 参见 习题 6.2.2。 


6.3 序列 的 上 确 界 和 下 确 界 .109 . 


习 题 


6.2.1 ”证明 命题 6.2.5。( 提 示 : 你 可 能 会 用 到 命题 5.4.7。) 
6.2.2 ”证 明定 理 6.2.11。( 提 示 : 能 要 根据 +ce 和 -co 是 否 属于 互 来 分 情况 考虑 。 如 
果 马 中 只 包含 实数 ,那么 你 当然 可 以 利用 定义 5.5.10。) 


6.3 ”序列 的 上 确 界 和 下 确 界 


在 定义 了 实数 集 的 上 确 界 和 下 确 界 概念 之 后 ， 现 在 我 们 也 来 讨论 一 下 序列 的 
上 确 界 和 下 确 界 。 

定义 6.3.1 (序列 的 sup 和 inf) 设 (oj 是 一 个 实数 序列 ， 那么 我 们 定 
义 sup(an)%>;, 为 集合 fa :nn zm} 的 上 确 界 ， 并 定义 inf(an)%,, 为 同一 个 集合 
{an :nn 之 m} 的 下 确 界 。 

注 6.3.2 量 sup(an)%>,, 和 inf(an)% ,有 时 分 别 记 作 supan 和 ji f an。 


例 6.3.3” 设 a := (-1)”, 于 是 (an)se ; 为 序列 一。 因此 集合 
{an : n 之 1} 恰好 是 两 元 素 集 {一 1,1}, 从 而 sup(an)221 等 于 1。 类 似 地 ,inf(a)22 1 
等 于 一 1。 

例 6.3.4 设 on := 1/m， 于 是 (au)se_; 是 序列 1,1/2,1/3,…。 因 此 集合 {on 
n 之 1} 是 一 个 可 数 集 {1,1/2,1/3,1/4,…}。 于 是 sup(an)%1 = 1 有 inf(an)%21 = 
0 (习题 6.3.1)。 注意 , 该 序列 的 下 确 界 事实 上 并 不 是 序列 中 的 元 素 , 尽管 最 终 这 个 
下 确 界 与 序列 非常 接近 。( 所 以 把 上 确 界 和 下 确 界 分 别 看 作 “ 序 列 的 最 大 元 素 ” 和 

这 列 的 最 小 元 素 ” 是 不 太 准 确 的 。) 

例 6.3.5 ” 设 on := mw 于 是 (an)? 1 是 序列 1,2,3,4,…。 因 此 集合 {a :n> 1} 

恰好 是 正 整数 集 {1,2,3,4,…}, 所 以 sup(an)%>% 1 = +oo 且 inf(an)22 =1。 


正如 例 6.3.5, 一 个 序列 的 上 确 界 或 下 确 界 有 可 能 是 +ee 或 -co。 但 是 如 果 一 
个 序列 (a,)%2,, 是 有 界 的 ， 比如 以 M 为 界 , 那么 序列 中 的 任意 一 个 元 素 an 都 介 
于 一 M 和 M 之 间 ， 从 而 集合 {aw :n> m} 有 上 界 M 和 下 界 -M。 由 于 这 个 集合 
Vr 是 非 空 的 , 所 以 我 们 能 够 推导 出 有 界 序 列 的 上 确 界 和 下 确 界 都 是 实数 ( 即 , 不 
是 +eo 也 不 是 -00)。 
命题 6.3.6 (最 小 上 界 性 质 ) 设 (a,,)%>,, 是 一 个 实数 序列 , 并 且 设 z 是 广义 
实数 z := sup(an)%2,,。 那 么 ou < 对 所 有 的 nz m 均 成 立 。 并 且 只 要 M eR* 
是 (gn) 的 一 个 上 界 ( 即 对 所 有 的 nz mm 均 有 an < MD), 我 们 就 有 x < M。 最 
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后 , 对 每 一 个 满足 y < z 的 广义 实数 y, 至 少 存在 一 个 nn 之 m 使 得 y < an 乏 z。 


证 明 : 参见 习题 6.3.2。 


注 6.3.7 ”对 于 下 确 界 也 存在 对 应 的 命题 , 但 所 有 的 序 关 系 都 要 颠倒 过 来 。 例 
如 , 所 有 的 上 界 现在 都 应 改 为 下 界 等 , 证 明 过 程 完全 相同 。 


现在 我 们 给 出 有 关上 确 界 和 下 确 界 的 一 个 应 用 。 在 上 一 节 中 , 我 们 看 到 所 有 收 


敛 序列 都 是 有 界 的 。 我 们 会 很 自然 地 问 其 逆 命 题 是 否 也 为 真 : 所 有 的 有 界 序 列 都 是 


收敛 的 吗 ? 答案 是 否定 的 。 例 如 , 序列 1, 一 1,1, 一 1,.… 是 有 界 的 , 但 


它 不 是 柯 西 序 


列 ， 从 而 也 不 是 收敛 序列 。 然而， 如果 我 们 给 出 一 个 序列 , 它 既 是 有 界 的 又 是 单调 


的 ( 即 递增 的 或 递减 的 ), 那么 该 序列 一 定 是 收敛 的 。 


命题 6.3.8 (单调 有 界 序列 收敛 ) 设 (a%)%,, 是 一 个 实数 序列 , 它 存在 一 个 有 


限 的 上 界 M E R, 并 且 它 还 是 单调 递增 的 ( 即 对 所 有 的 
那么 (an)%%,, 是 收敛 的 , 并且 实际 上 


lim an 三 sup(an) nm < M 
oo 


更 一 


证 明 : 参见 习题 6.3.3。 


nn 之 m, 均 


去 
3 Qn+l 之 an ) 。 


同 理 可 以 证 明 如 果 序 列 (a,)%,, 有 下 界 并 且 是 单调 递减 的 ( 即 on+i < an)， 


那么 该 序列 是 收敛 的 , 并 且 极 限 值 就 等 于 下 确 界 。 


对 于 一 个 序列 , 若 它 是 递增 的 , 或 者 是 递减 的 , 则 称 该 序列 是 单调 的 。 从 命题 
6.3.8 和 推论 6.1.17 中 可 以 得 出 一 个 单调 序列 是 收敛 的 , 当 且 仅 当 该 序列 是 有 界 的 。 


例 6.3.9 ”序列 3,3.1,3.14,3.141,3.1415,... 是 单调 


所 以 根据 命题 6.3.8 可 知 , 它 必定 存在 一 个 小 于 或 等 于 4 的 实数 极限 。 
命题 6.3.8 肯定 了 单调 序列 的 极限 是 存在 的 , 但 并 没有 直接 指出 


递增 的 ， 并 且 


以 4 为 上 界 ， 


么 。 然 而 一 旦 确定 极限 是 存在 的 ,我们 一 般 就 能 通过 少量 


限 。 例如， 
命题 6.3.10 设 0<x<1, 那么 lim x”=0。 


证 明 : 因为 0 < x < 1， 所 以 我 们 可 以 证 明 序列 (x 


么 ? )。 另 外 , 序列 (z”)> ， 有 一 个 下 界 0, 所 以 根据 命题 6.3.8 (用 下 确 界 代替 上 胡 
界 ) 可 知 , 序列 (z")>e.; 收敛 于 极限 工 。 由 于 z?+l = zxz", 于 是 根据 极限 定律 ( 定 
理 6.1.19)， 可 知 ，(z?+1)s2 1 收敛 于 zL。 但 是 序列 (zm+1)%2_ | 训 
从 而 它们 一 定 有 相同 的 极限 。( 为 什么 ? ) 因此 , zz 工 = 工 。 又 


可 以 求 出 工 = 0, 于 是 (z”)%_ | 收敛 于 0。 


”)?2.1 是 单调 递减 的 (为 什 


这 个 极限 是 什 
额外 的 工作 找到 这 个 极 


注意 , 当 x > 1 时 , 这 个 证 明 就 不 再 适用 了 (习题 6.3.4)。 


就 是 序列 (zx")%_,， 
因为 x 关 1， 所 以 我 们 


6.4 上 极限 、 下 极限 和 极限 点 


"111. 


习 题 
6.3.1 证明 例 6.3.4 中 的 结论 。 
6.3.2 ”证 明 命题 6.3.6。( 提 示 : 利用 定理 6.2.11。) 
6.3.3 ”证 明 命题 6.3.8。( 提 示 : 利 
(an)2 wm 收敛 于 sup(an)22 mw。) 
6.3.4 ”解释 为 什么 当 z > 1 时 命题 6.3.10 不 成 立 。 实 际 上 就 是 证 明 当 


是 发 散 的 。( 提 示 : 利 ) 


将 本 结论 与 例 1.2.3 中 的 论述 进行 比较 , 现在 你 能 解释 为 什么 例 1.2.3 


在 缺陷 吗 ? 


j 反 证 法 、 恒等式 (1/z)"zx” = 1 和 定 


6.4 ”上 极限 、 下 极限 和 极限 点 


考虑 序列 


如 果 把 这 个 序列 的 


1.1, —1.01, 1.001, —1.0001, 1.00001,.… 


命题 6.3.6 以 及 (an) 窟 m 是 递增 序列 的 假设 去 证 明 


Zz>>1 时 ,序列 (2z")%1 


8 6.1.19 中 的 极限 定律 。) 


E 理 过 程 中 存 


图 像 画 出 来 ， 那 么 我 们 会 发 现 ( 当 然 是 


不 收敛 的 。 序列 中 有 一 半 的 元 素 不 断 地 接近 于 1， 而 另外 一 3 
一 1, 但 就 这 个 序列 来 说 , 它 既 不 收敛 于 1 也 不 收敛 于 -1。 例如 , 它 不 可 能 是 最 终 


1/2- 接 近 于 1 的 , 也 不 可 能 是 最 终 1/2- 接 近 了 
列 的 极限 , 但 它们 的 确 像 是 在 以 某 种 不 有 


有 定 的 方式 “ 想 要 ” 


了 更 准确 地 阐述 这 个 概念 , 我 们 引入 极限 点 的 概念 。 


定义 6.4.1 (极限 点 ) 


点 ， 当 昌 
注 6.4.2 ”动词 
同 , 所 以 术语 “附着 


卫 


元 素 则 不 断 地 


E 式 地 ) 这 个 序列 是 
接近 于 


F -1 的。 虽然 -1 和 +1 不 是 这 个 序 
成 为 该 序列 的 极限 。 为 


设 (as)se_ ， 是 一 个 实数 序列 ，z 是 一 个 实数 ， 并 且 设 
=> 0 是 一 个 实数 。 我 们 称 x 是 e- 附 着 于 (ojse_ ， 的 , 当 且 仅 当 存在 一 个 n>m 使 


日 仅 当 对 于 每 


把 所 有 的 定义 进 


都 存在 一 个 n> NN 


使 得 la 一 xz| 入 =， 那么 z 就 是 


步 


么 这 与 前 面 的 定义 相同 ? ) 注意 下 面 两 种 表述 的 


得 a,, 是 = 接近 于 x 的 。 我 们 称 > 是 持续 e- 附 着 于 (a,)%>, 的 , 当 
一 个 N > m, z 都 是 = 附着 于 (an)sa_w 的 。 我 们 
仅 当 对 任意 的 s > 0, zx 都 是 持续 e- 附 着 于 (an)se. ， 的。 
“附着 于 ” (adherent to) 
的 ”(adhesive) 也 是 同一 个 意思 。 
展开 , 我 们 将 看 到 如 果 对 于 任意 的 =>0 和 任意 的 Nm， 
(an)%> 的 一 个 极限 点 。( 为 什 
区 别 ， 即 “一 个 序列 是 = 接近 于 工 


称 化 是 (an)?2 mm 的 极限 点 或 附着 


的 意思 与 “粘贴 ”Cstick to) 大致 相 


的 (这 意味 着 序列 中 所 有 的 元 素 与 工 的 距离 均 保 持 在 s 之 内 ) ”与 “过 是 e- 附 着 于 


该 序列 的 (这 只 需 让 序列 中 某 一 个 元 素 与 的 8 


日 kk 


的 区 别 。 同样 
都 必须 是 = 附着 于 


地 ， 如 果 


E 离 保持 在 s 之 内 就 可 以 了 ) ”之 间 
卫 是 持续 = 附着 于 (on)?w 的 ”那么 对 所 有 的 N >>m， 二 


(an)22_w 的 。 而 对 于 “(an) 沁 wm 是 最 终 = 接近 于 工 的 ”我 们 只 
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需要 能 够 找到 某 个 N > m 使 得 (an)2%2 Ny 是 = 接近 于 工 的 即 可 。 因 此 在 量词 的 使 
用 方面 , 极限 和 极限 点 有 一 些 细微 的 区 别 。 
注意 , 极限 点 的 定义 仅 限于 有 限 实数 范围 内 。 严 格 地 定义 +eoe 或 -co 为 极限 
点 也 是 有 可 能 的 , 参见 习题 6.4.8。 
例 6.4.3” 设 (o)3 1 表示 序列 
0.9, 0.99, 0.999, 0.9999, 0.99999,…… 
0.8 是 0.1- 附 着 于 该 序列 的 ,因为 0.8 是 0.1- 接 近 于 该 序列 的 元 素 0.9 的 , 但 0.8 不 
是 持续 0.1- 附 着 于 该 序列 的 , 因为 一 旦 我 们 删除 该 序列 的 第 一 个 元 素 , 序列 中 就 没 
有 元 素 与 0.8 是 0.1- 接 近 的 。 特别 地 , 0.8 不 是 该 序列 的 极限 点 。 另 外 , 1 是 0.1- 附 
着 于 该 序列 的 , 并 且 它 实际 上 是 持续 0.1- 附 着 于 该 序列 的 ,因为 无 论 删 除 掉 该 序列 
开头 多 少 个 元 素 , 序列 中 依然 存在 某 个 元 素 与 1 是 0.1- 接 近 的 。 事实 上 对 于 任意 的 
se, 1 都 是 持续 =- 附 着 于 该 序列 的 , 所 以 它 是 这 个 序列 的 极限 点 。 
例 6.4.4 ”现在 考虑 序列 
1.1, —1.01, 1.001, —1.0001, 1.00001,.…. 
1 是 0.1- 附 着 于 该 序列 的 , 事实 上 1 是 持续 0.1- 附 着 于 该 序列 的 ,因为 无 论 删 除 序 
列 中 多 少 个 元 素 , 总 存在 序列 中 的 某 个 元 素 与 1 是 0.1- 接 近 的 。( 就 像 前 面 讨论 的 
那样 ,我 们 没 必 要 让 所 有 的 元 素 都 0.1- 接 近 于 1， 只 需 让 其 中 的 某 些 元 素 是 0.1- 接 
近 于 1 的 就 可 以 了 。 所 以 “0.1- 附 着 于 ”要 比 “0.1- 接 近 于 ”更 弱 , 并 且 “ 持 续 0.1- 附 
着 于 ”和 “最 终 0.1- 接 近 于 ”并 不 相同 。) 实际 上 对 于 任意 的 s > 0, 1 都 是 持续 =- 附 
着 于 该 序列 的 ， 从 而 1 是 这 个 序列 的 极限 点 。 类 似 地 ,一 1 也 是 这 个 序列 的 一 个 极 
限 点 。 但 0 不 是 该 序列 的 极限 点 ， 因 为 0 不 持续 0.1- 附 着 于 这 个 序列 。 
极限 显然 是 极限 点 的 一 种 特殊 情形 。 
命题 6.4.5〔 极 限 是 极限 点 ) 设 (an)%,, 是 一 个 收敛 于 实数 e 的 序列 ， 那么 
是 (an)%2,, 的 极限 点 , 并 且 实 际 上 它 是 (aw)%2%,, 的 唯一 一 个 极限 点 。 
证 明 : 参见 习题 6.4.1。 
现在 我 们 看 一 下 两 种 特殊 类 型 的 极限 点 : 上 极限 和 下 极限 。 
定义 6.4.6〈 上 极限 和 下 极限 ) 设 (o)? ww 是 一 个 序列 ,我 们 定义 一 个 新 序 
列 (aN)R em’ 其 中 


© 


a := sup(an)7 vy 
更 通俗 地 说 ，a 太 是 序列 中 从 ax 开始 继续 往 下 数 所 有 元 素 所 构成 集合 的 上 确 界 。 
于 是 我 们 定义 序列 (a%)%_,, 的 上 极限 , 记 作 lim sup aw, 为 


也 一 CO 


lim sup an := inf (a )%,, 
也 一 OO 


6.4 上 极限 、 下 极限 和 极限 点 . 113- 


类 似 地 , 我 们 可 以 定义 
aw := 一 inf(an)zN 


以 及 定义 序列 (on)s2.w 的 下 极限 ,， 记 作 lim inf ,为 


lim inf an := sup(aw)N_m, 
也 一 CO 


例 6.4.7 设 CQ10Q2)0Q3) 表示 序列 
1.1, —1.01, 1.001, —1.0001, 1.00001,.… 
那么 af ,a2,a3,… 是 序列 
1.1,1.001, 1.001, 1.00001, 1.00001,: 
(为 什么 ? ) 并 且 该 序列 的 下 确 界 是 1。 于 是 原 序 序列 的 上 极限 为 1。 类 似 地 , a ,az ， 
. 为 序列 


—1.01, —1.01, —1.0001, —1.0001, —1.000001,.… 
(为 什么 ? ) 并 且 该 序列 的 上 确 界 是 -1。 于 是 原 序列 的 下 极限 为 -1。 我 们 应 该 把 
上 述 结果 与 原 序 列 的 上 确 界 1.1 和 下 确 界 -1.01 进行 比较 。 


例 6.4.8 设 Q1,Q93,0Q3,°*: 表示 序列 
1,—2,3,—4,5,—6,7,—8,.… 
那么 of,az,ad,… 为 序列 
十 co, 十 oo, 十 co, 十 co 
(为 什么 ? ) 从 而 上 极限 是 +o0。 类似 地 ， aT ,a3 ,… 为 序列 


O00, 一 Do 一 Do 一 Do 


从 而 下 极限 是 -co。 
例 6.4.9 ” 设 a1,a2,a3,… 表示 序列 
1,—1/2,1/3,—1/4,1/5, —1/6,.… 
那么 of,az,ad,… 为 序列 
1,1/3,1/3,1/5,1/5,1/7,..: 
并 且 该 序列 的 下 确 界 为 0, (为 什么 ? ) 所 以 上 极限 也 是 0。 类似 地 ，aT ,az ,… 为 序 


1/2, —1/2,—1/4, —1/4, —1/6, —1/6,.… 
并 且 该 序列 的 上 确 界 为 0, 所 以 下 极限 也 是 0。 
例 6.4.10” 设 a1,a2,a3,… 表示 序列 


1,2,3,4,5,6,… 
那么 of, 叶 ,o 寺 为 序列 
十 co, 十 oo, 十 co 
所 以 上 极限 是 +co。 类 似 地 ，oi ,az ,…… 为 序列 
1,2,3, 4,5,..- 


并 且 该 序列 的 上 确 界 为 +oo， 所 以 下 极限 也 是 +oo。 
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注 6.4.11 有 些 作者 用 符号 lim an 来 代 蔡 lim sup an， 并 且 用 符号 lim an 


来 代 蔡 lim inf an。 注意 , 序列 的 初始 指标 m 并 不 重要 (参见 习题 6.4.2)。 


回 到 活塞 模拟 ， 想 象 在 +oo 处 的 活塞 持续 向 左 侧 移动 ， 并 且 直 到 遇见 序列 
Qa1,Q2,… 它 才 停 下 来 。 那么 活塞 停 下 来 的 地 方 就 是 a1,a2,a3,… 的 上 确 界 ， 记 作 


新 符号 af。 现在 我 们 从 序列 中 删除 掉 第 一 个 元 素 a1, 这 可 能 会 导致 上 述 已 经 停 下 


来 的 活塞 滑 向 左 侧 ， 从 而 停 在 了 一 个 新 位 置 az 上 尽管 在 许多 情况 下 , 活塞 将 不 


发 生 滑动 并 且 a# 就 是 at )。 接 下 来 我 们 删除 掉 第 二 个 元 素 oa, 这 导致 活塞 又 滑动 
了 一 点 。 如果 我 们 不 停 地 依次 删 掉 序列 中 的 元 素 , 那么 活塞 也 会 连续 滑动 。 但 是 存 


过 类 似 的 模拟 来 描述 序列 的 下 极限 。 


现在 我 们 来 给 出 上 极限 和 下 极限 的 一 些 基本 性 质 。 


在 菜 个 点 使 得 活塞 到 达 此 处 后 就 不 再 移动 , 而 这 个 点 就 是 i 


玄 序 列 的 上 极限 。 可 以 通 


命题 6.4.12 设 (on)% wm 是 一 个 实数 序列 ，L+ 是 该 序列 的 上 极限 , 并且 万 - 

是 该 序列 的 下 极限 (于 是 L+ 和 二- 都 是 广义 实数 )。 
(a) 对 于 任意 的 z > Lt, 存在 一 个 NN > m 使 得 a,, < x 对 所 有 的 n> 均 成 

并 (换言之 , 对 于 任意 的 z > L+, 序列 (an)? 的 元 素 最 终 会 小 于 z)。 


类 似 地 ， 对 于 任意 的 y < L-， 存在 一 个 N > m 使 得 


!. > N 均 成 立 。 


an > 4 对 所 有 的 


(b) 对 于 任意 的 z < L+ 和 任意 的 NW > m, 存在 一 个 n > NN 使 得 on > z( 换 


言 之 ， 对 于 任意 的 i Te 序列 (2) 


(c) inf(an)%,, < LL <Lt < sup(an)Y,,。 


的 元 素 无 限 多 次 超过 z)。 类 似 


| n 之 NW 使 得 a,, < vy。 


(d) 如 果 c 是 (aw)%2 的 一 个 极限 点 , 那么 L- < cg Lt。 
(e) 如 果 Lt+ 是 有 限 的 , 那么 L+ 是 (an)%;, 的 极限 点 。 类似 地 , 如 果 L- 是 


有 限 的 , 那么 L- 是 (an)%; 的 极限 点 。 


(f) 设 e 是 一 个 实数 , 如果 (an)%; 收敛 于 ce, 那么 一 定 有 L+ = L- =c。 反 
过 来 , 如 果 L+ = L- =c, 那么 (os 收敛 于 ec。 

证 明 : 我 们 只 证 明 (a) 和 (b)， 其 余部 分 的 证 明 留 作 习题 。 首 先 假设 zx > Z+， 
根据 L+ 的 定义 可 知 ，z > inf(af)%_，。 由 命题 6.3.6 可 得 ， 一 定 存 在 一 个 整数 


NN m 使 得 x > a 直 。 根据 中 的 定义 , z > 路 意味 着 z > sup(an)?e_wv。 于 是 
根据 命题 6.3.6 可 得 , x > an 对 所 有 的 nz 均 成 立 , 这 就 
也 证 
现在 我 们 证 明 (b)。 假设 x < L+， 那么 我 们 有 x < inf(a)3_,;,。 如 果 固 定 任 


明了 (a) 的 第 一 部 分 , 而 (a) 的 第 三 部 分 可 以 类 似 


明 。 


于 次 


月 . HE 


和 证 女 


证 明 的 结论 。 这 证 


意 的 N > m， 那 么 由 命题 6.3.6 可 得 z < 中。 根据 a 的 定义 , z < o 意味 着 


2Z<sup(an)?e.w。 再 次 根据 命题 6.3.6 可 得 , 一 定 存 


在 见 > N 使 得 a,, > x， 这 就 是 


6.4 上 极限 、 下 极限 和 极限 点 115- 


要 证 明 的 结论 。 这 证 明了 (b) 的 第 一 部 分 , 而 同 理 可 以 证 明 (b) 的 第 二 部 分 。 

(c)、(qd)、(e)、(f) 的 证 明 留 作 习题 6.4.3。 

特别 地 , 命题 6.4.12 的 (c) 和 (d) 说 明了 Z+ 和 万- 分 别 是 (an)s 的 最 大 极 
限 点 和 最 小 极限 点 (只 要 L+ 和 L- 是 有 限 的 )。 命题 6.4.12(f) 则 说 明了 如 果 L+ 
和 万- 是 重合 的 (从 而 只 有 唯一 的 极限 点 ), 那么 序列 实际 上 是 收敛 的 。 这 给 出 了 一 
种 判断 序列 是 否 收敛 的 方法 : 计算 序列 的 上 极限 和 下 极限 , 然后 看 它们 是 否 相 等 。 

现在 我 们 给 出 上 极限 和 下 极限 的 一 个 基本 比较 性 质 。 

引 理 6.4.13 (比较 原 理 ) 假设 (a,)%,, 和 (5,)%_,, 是 两 个 实数 序列 ,它们 满 
足 an < bn 对 所 有 的 n> m 均 成 立 , 那么 我 们 有 不 等 式 

sup(an)Fom < sup(bn)Rom 


inf(a,)® ,, < inf(0,)>,, 


ft 


lim sup an < lim sup bn 


N00 nO00 


lim inf ov <lim inf bn 
也 一 CO 3 一 


证 明 : 参见 习题 6.4.4。 

推论 6.4.14 ( 夹 通 定 理 ) 设 (on)?2. (如 )s2. 和 (cn)%>,, 都 是 实数 序列 ， 并 
旦 它们 满 是 对 所 有 的 n> m 均 有 

Qn < On < Cn 

证 明 : 参见 习题 6.4.5。 

例 6.4.15 ”我 们 已 经 知道 了 (参见 命题 6.1.11) lim 1/n = 0。 根据 极限 定律 
(定理 6.1.19) 可 知 , 这 还 蕴涵 着 lim 2/n = 0 和 lim - 2/n = 0。 于 是 根据 夹 逼 定 
理 可 知 , 对 于 任意 一 个 序列 (加 )81， 如 果 它 满足 

一 2/n < bs < 2/n 对 所 有 的 n > 1 均 成 立 
那么 (5%)%2 i 就 收敛 于 0。 例如， 我 们 可 以 利用 这 个 结论 来 证 明 序列 ((-1D7"/m 十 
1/m2)%2 1 收敛 于 0, 或 者 序列 (2-")%2 1 收敛 于 0。 注意 , 我 们 可 以 利用 归纳 法 证 明 
0<<2-"”<1/n 对 所 有 的 nz 1 均 成 立 。 

注 6.4.16 ”把 夹 逼 定理 与 极限 定律 以 及 单调 有 界 序列 必 收 敛 的 性 质 结合 在 一 
起 使 用 ,我 们 就 能 够 计算 出 大 量 的 极限 。 在 下 一 章 中 我 们 将 给 出 一 些 例 子 。 

下 面 是 由 夹 逼 定理 推出 的 一 个 常用 结论 。 

推论 6.4.17 (序列 的 零 判 别 法 ) 设 (om) 记 w 是 一 个 实数 序列 , 那么 极限 lim 
an 存在 且 等 于 0, 当 且 仅 当 极限 lim |an| 存在 且 等 于 0。 
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证 明 : 参见 习题 6.4.7。 
在 本 节 的 最 后 ,我 们 给 出 下 述 改进 后 的 命题 6.1.12。 
定理 6.4.18( 实 数 的 完备 性 ) 实数 序列 (a,)%>| 是 柯 西 序列 ， 当 且 仅 当 它 是 
收敛 的 。 
注 6.4.19 ”注意 , 虽然 这 个 定理 与 命题 6.1.15 本 质 上 非常 相似 , 但 该 定理 更 
加 一 般 , 因为 命题 6.1.15 只 涉及 了 有 理 数 的 柯 西 序列 而 没有 涉及 实数 的 柯 西 序列 。 
证 明 : 命题 6.1.12 表明 任意 的 收敛 序列 都 是 柯 西 序列 , 因此 我 们 只 需要 证 明 每 
一 个 柯 西 序列 都 是 收敛 的 。 
设 (os)se_; 是 一 个 柯 西 序列 , 根据 引 理 5.1.15 (或 者 更 加 准确 地 说 , 利用 推广 
到 实数 上 的 引 理 5.1.15， 其 中 推广 后 的 引 理 采用 与 原 引 理 完全 相同 的 方式 来 证 明 ) 
可 知 , 序列 (as)se.; 是 有 界 的 。 又 根据 引 理 6.4.13 (或 命题 6.4.12(c) ) 可 知 ，(an)se_; 
是 有 界 的 , 所 以 该 序列 的 L- := lim inf av 以 及 L+ := lim sup an 均 是 有 限 的 。 为 
了 证 明 这 个 序列 是 收敛 的 , 根据 命题 6.4.12(f), 我 们 只 需要 证 明 L- = L+ 即 可 。 
现在 设 s > 0 是 任意 实数 , 因为 (a,)> 1 是 柯 西 序列 , 所 以 它 一 定 是 最 终 =- 稳 
定 的 ， 进 而 存在 一 个 N > 1 使 得 序列 (a,,)>%>_、 是 = 稳定 的 。 特 别 地 ， 对 所 有 的 
n 之 入 均 有 an 一 e < an < an 十 e， 义 根据 命题 6.3.6 (或 引 理 6.4.13) 可 知 ， 
aN —~éE<inf(an)Y Nv < sup(an) Tv Sante 
从 而 由 LL- 和 Lt+ 的 定义 (再 次 使 用 命题 6.3.6) 可 得 
anv—e<L <L'<ante 


~ 


区 0<Lt+—-L <2e 
而 上 式 对 所 有 的 =s > 0 都 为 真 , 且 Z+ 和 万- 的 取 值 不 依赖 于 =s。 所 以 L+ = L-。( 如 
果 Lt > L-, 那么 令 e:= (Lt 一 LL-)/3,， 从 而 推出 矛盾 。) 根据 命题 6.4.12(f) 可 知 ， 
这 个 序列 是 收敛 的 。 
注 6.4.20 “用 度量 空间 (参见 B.2 节 ) 的 语言 来 说 ， 定 理 6.4.18 断定 了 实数 
集 是 一 个 完备 的 度量 空间 ， 即 实数 集 不 像 有 理 数 集 那 样 包含 “ 洞 ”( 当 然 ， 有理 数 
上 有 大 量 柯 西 序列 并 不 收敛 于 任何 有 理 数 。 例如 , 序列 1,1.4,1.41,1.414,1.4142,…. 
收敛 于 无 理 数 V2)。 这 种 性 质 与 最 小 上 界 的 性 质 (定理 5.5.9) 密切 相关 。 而 且 在 
分 析 理 论 研 究 方面 ( 取 极 限 、 求 导数 和 积分 、 找 函数 的 零点 以 及 其 他 类 似 的 运算 ) 
完备 性 是 实数 优 于 有 理 数 的 基本 特征 之 一 , 我 们 将 在 后 面 几 章 中 看 到 这 一 点 。 


习 题 


6.5 些 基本 的 极限 .117. 


6.4.2 ”对 于 极限 点 、 上 极限 和 下 极限 ,叙述 并 证 明 与 习题 6.1.3 和 习题 6.1.4 类 似 的 结论 。 

6.4.3 ”证 明 命题 6.4.12 的 (c)、(d)、(e) 和 (f) 四 个 部 分 。( 提 示 : 可 以 利用 该 命题 前 面 的 结 

论 去 证 明 后 面 的 结论 。) 

6.4.4 证 明 引 理 6.4.13。 

6.4.5 “利用 引 理 6.4.13 证 明 推论 6.4.14。 

6.4.6 ”给 出 有 界 序列 (ax) 和 (bw)21 的 一 个 例子 ， 其 中 an < bn 对 所 有 的 nz 1 均 成 
立 , 但 sup(an)221 多 sup(bn)?21。 解释 这 为 什么 与 引 理 6.4.13 不 矛盾 。 

6.4.7 ”证 明 推 论 6.4.17。 如 果 我 们 把 该 推论 中 的 零 换 成 其 他 某 个 数字 , 那么 这 个 推论 是 否 依 
然 成 立 ? 

6.4.8 “我们 称 一 个 实数 序列 (an)2w 以 +eoe 为 极限 点 ， 当 且 仅 当 该 序列 不 存在 有 限 的 上 
界 ; 称 该 序列 以 -ce 为 极限 点 ， 当 且 仅 当 它 不 存在 有 限 的 下 界 。 利 用 这 个 定义 证 
明 : lim sup an 是 (an)22xwr 的 一 个 极限 点 ， 并 且 它 比 (an)?2xw 的 其 他 任何 极限 点 
都 大 。 换 言 之 ， 上 极限 是 序列 的 最 大 极限 点 。 类 似 地 证 明 下 极限 是 序列 的 最 小 极限 
点 。( 在 证 明 过 程 中 , 可 以 利用 命题 6.4.12。) 

6.4.9 ”利用 习题 6.4.8 中 的 定义 , 构造 一 个 序列 (an)%21 使 得 该 序列 恰 有 一 00、0 和 +eco 这 
三 个 极限 点 。 

6.4.10 设 (oo) 记 mw 是 一 个 实数 序列 ，(bm)%-w 是 另 一 个 实数 序列 ， 其 中 每 个 bw 均 是 
(an)sw 的 极限 点 ， 设 c 是 (bm)%_wy 的 一 个 极限 点 。 证 明 : c 也 是 (an)2w 的 
极限 点 。( 换 言 之 , 极限 点 的 极限 点 还 是 原 序列 的 极限 点 。) 


6.5 “一些 基本 的 极限 


利用 极限 定律 和 夹 盘 定理 ,现在 我 们 能 够 计算 出 大 量 的 极限 。 
一 个 特别 简单 的 极限 是 常数 序列 cc cc … 的 极限 , 我 们 显然 有 


lim c 一 c 
7 一 OOG 


对 任意 的 常数 c 均 成 立 。( 为 什么 ? ) 

另外 在 命题 6.1.11 中 , 我 们 证 明了 lim 1m = 0， 它 草 涵 了 : 

推论 6.5.1 对 于 任意 整数 之 1， lim 1 /nV = 0 均 成 立 。 

证 明 : 根据 引 理 5.6.6 可 得 , 1/n1* 是 关于 n 的 减 函 数 ， 并 且 它 以 0 为 下 界 。 
根据 命题 6.3.8 〈 用 减 序 列 替 换 增 序列 ) 可 知 ， 这 个 序列 收敛 于 某 个 极限 工 > 0: 


L= lim 1/ 


把 上 式 升 到 次 肾 并 利用 极限 定律 (或 者 更 准确 地 说 , 利用 定理 6.1.19(b) 和 归纳 
法 ), 我 们 有 


I*= lim 1/n 
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注 


序列 的 极限 


0 6.1.11 可 得 ，L* = 0， 而 这 表明 工 不 能 是 正 的 (否则 大 就 是 正 的 )。 所 以 


= 0， 结 论 得 证 。 


下 面 是 一 些 其 他 的 基本 极限 。 


引 理 6.5.2 设 z 是 一 个 实数 , 当 |z| <1 时 , 极限 lim Zn" 存在 ,并 且 等 于 0; 
当 z=1 时 , 极限 lim z” 存在 , 并 且 等 于 1; 当 z== 1 或 | > 1 时 ,极限 lim zz 
是 发 散 的 。 


证 明 : 参见 习题 


也 一 CO 


6.5.2。 


引 理 6.5.3 对 于 任意 的 x > 0，lim zy 7 二 1 均 成 立 。 


证 明 : 参见 习题 


一 旦 建立 了 关于 级 数 和 序列 的 根 值 判 别 法 和 比值 判别 法 ， 稍 后 我 们 就 能 推 


6.5.3。 


El 


出 更 多 的 基本 极限 。 


6.5.1 证 明 : 对 任意 
定律 以 及 定理 


习 题 


的 有 理 数 g > 0, 均 有 lim 1/ns = 0。( 提 示 : 利用 推论 6.5.1、 极 限 


6.1.19(e)。) 


6.5.2 ”证 明 引 理 6.5 
6.5.3 ”证 明 引 理 6.5 


和 


.2。( 提 示 : 利用 命题 6.3.10。 习题 6.3.4 以 及 夹 通 定 理 。) 
.3。( 提 示 : 你 可 能 要 分 为 x > 1 和 xz < 1 两 种 情形 来 考虑 。 你 或 许愿 意 


6.1.19。) 推导 出 极限 lim na 不 存在 。( 提 示 : 采用 反 证 法 并 利用 定理 


4 


6.6 ” 子 序 列 


先 利 用 引 理 6.5.2 证 明 这 样 一 个 预备 结论 : 对 任意 的 = > 0 和 任意 的 实数 M > 0, 存 
在 一 个 n 使 得 Mi/* < 1 +e。) 


本 章 主要 研究 实数 序列 (on)82; 及 其 极限 。 某 些 序列 收敛 于 单个 极限 , 而 另外 


有 两 个 极限 点 0 和 1( 惟 好 分 别 是 下 极限 和 上 极限 ), 但 该 户 列 实际 
为 上 极限 和 下 极限 不 相等 )。 昌 然 这 个 序列 不 收敛 , 但 它 似 乎 含有 收敛 的 成 分 。 它 
似乎 是 由 两 个 收敛 的 子 序列 ， 即 


一 些 序列 则 有 多 个 极限 点 。 例 如, 序列 


1.1,0.1, 1.01, 0.01, 1.001, 0.001, 1.0001,. 


上 并 不 收敛 ( 因 


一 


1.1,1.01, 1.001,…: 


0.1, 0.01, 0.001,: 


组 合 而 成 。 为 了 使 这 个 概念 更 加 确切 , 我 们 需 ;要 子 序列 的 概念 


6.6 子 序列 .119. 


定义 6.6.1 〈 子 序列 ) 设 (an)%Po 和 (bn)Po 是 实数 序列 , 我们 称 (bn) 沪 o 是 
(on)22 .0 的 一 个 子 序列 ， 当 且 仅 当 存在 一 个 严格 递增 ( 即 对 所 有 的 ws N, 均 有 
jn+1l) > f(n)) 的 函数 f:N 一 NN 使 得 
bn = Qj(n) 对 所 有 的 mn e N 均 成 立 
例 6.6.2 如果 (on) 管 。 是 一 个 序列 ,那么 (a2n)2o 是 (on) 生 的 一 个 子 序 
列 ， 因 为 定义 为 f(n) 一 2n 的 函数 /1 : N 一 N 是 从 N 到 N 的 严格 递增 函数 。 注 
意 , 我 们 不 假设 / 是 双 射 ,尽管 它 必 须 是 单 射 (为 什么 ? )。 更 通俗 地 说 , 序列 


Q0,42, 04, 0Q6… 


是 序列 

Q0,Q1,02,43,04,° 
的 一 个 子 序列 。 

例 6.6.3 ”前 面 提 到 的 两 个 序列 

1.1,1.01, 1.001,... 
和 

0.1,0.01, 0.001,.…. 
都 是 

1.1,0.1, 1.01, 0.01, 1.001, 0.001, 1.0001,.…. 

的 子 序列 。 


子 序列 具有 自 反 性 和 可 传递 性 , 但 不 具有 对 称 性 。 
引 理 6.6.4 设 (an)%>o、(bn)?2o 和 (cn)?2o 是 实数 序列 ， 那么 (an)?2o 是 
(an)%2o 的 子 序列 。 而 且 如 果 (Bn)%o 是 (am) 名 o 的 一 个 子 序列 ， (cn)2o 是 (on)82 
的 一 个 子 序列 , 那么 (cn)%o 是 (an)%2o 的 一 个 子 序列 。 
证 明 : 参见 习题 6.6.1。 
现在 我 们 把 子 序列 与 极限 以 及 极限 点 联系 起 来 。 


命题 6.6.5《〈 与 极限 关联 的 子 序列 ) 设 (a,)>。 是 一 个 实数 序列 , 并 设 工 是 
一 个 实数 , 那么 下 面 两 个 命题 在 逻辑 上 是 等 价 的 〈 每 一 个 都 草 涵 着 另外 一 个 ); 

(a) 序列 (on)2 0 收敛 于 工 ; 

(b) (an,)%2o 的 每 一 个 子 序列 都 收敛 于 工 。 

证 明 : 参见 习题 6.6.4。 


命题 6.6.6 与 极限 点 关联 的 子 序列 ) 设 (an)se_ 是 一 个 实数 序列 ， 并 设 工 
是 一 个 实数 , 那么 下 面 两 个 命题 在 逻辑 上 是 等 价 的 。 

(a) 工 是 (an)?2.u 的 极限 点 。 

(b) 存在 (an)?2.o 的 一 个 子 序列 收 勾 于 工 。 
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证 明 : 参见 习题 6.6.5。 


注 6.6.7 上 面 两 个 命题 鲜明 地 对 比 了 极限 和 极限 点 。 如 果 一 个 序列 有 极限 工 ， 
那么 该 序列 的 所 有 子 序 列 也 都 收敛 于 工 。 但 是 如 果 一 个 序列 有 极限 点 L, 那么 只 有 
某 些 子 序列 收敛 于 工 。 


现在 我 们 能 够 证 明 实 分 析 中 的 一 个 重要 定理 : 每 一 个 有 界 序列 都 有 一 个 收敛 
的 子 序列 , 这 是 由 伯 纳 德 ” 波 尔 查 诺 (1781 一 1848) 和 卡尔 ” 魏 尔 斯 特 拉 斯 (1815 一 
1897) 建立 的 。 


定理 6.6.8( 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ) 设 (an)jse.u 是 一 个 有 界 序列 ( 即 
存在 一 个 实数 M > 0 使 得 |a,| < M 对 所 有 的 ne N 均 成 立 ), 那么 (a)%o 至 少 
有 一 个 收敛 的 子 序列 。 


证 明 : 设 工 是 序列 (a,,)>6o 的 上 极限 ， 因 为 对 于 所 有 的 自然 数 n 都 有 一 M < 
an 和 M， 所 以 根据 比较 原理 ( 引 理 6.4.13) 可 知 , -M < 工 < M。 特别 地 , 工 是 一 
个 实数 ( 既 不 是 +oo 也 不 是 -co)。 又 根据 命题 6.4.12(e), 到 是 (a;,)>>_6 的 一 个 极 
限 点 。 所 以 根据 命题 6.6.6 可 知 ，(a,,)%o 有 一 个 收敛 的 子 序列 (实际 上 , 这 个 子 序 
列 收敛 于 工 ) 。 

注意 , 在 上 述 论证 过 程 中 , 我 们 也 可 以 把 上 极限 替换 成 下 极限 。 

注 6.6.9” 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 说 明了 如 果 一 个 序列 是 有 界 的 ， 那么 
它 最 终 必然 会 收敛 于 某 些 地 方 ， 它 无 法 分 布 到 广阔 的 “空间 ”中 ， 也 无 法 阻止 自 
身 捕获 极限 点 。 对 于 无 界 序列 ， 这 个 定理 是 不 成 立 的 。 例如， 序列 1,2,3,… 在 任 
何 情况 下 都 没有 收敛 的 子 序列 。( 为 什么 ?) 用 拓扑 学 的 语言 来 说 ， 这 意味 着 区 间 
{zxER:-M<zx<M} 是 紧 的 , 而 一 个 无 界 的 集合 , 如实 直线 R, 不 是 紧 的 。 在 
后 面 几 章 中 , 紧 集 合 和 非 紧 集 合 之 间 的 区 别 非常 重要 , 就 像 有 限 集 和 无 限 集 之 间 区 
别 的 重要 性 那样 。 


— 


习 题 


6.6.1 ”证明 引 理 6.6.4。 

6.6.2 ”你 能 否 找到 两 个 不 同 的 序列 (on) 哗 。 和 (bo) 沦 。 使 得 其 中 一 个 序列 是 另 一 个 序列 的 
子 序列 ? 

6.6.3” 设 (an) 吕 o 是 一 个 无 界 序列 , 证 明 : (on) 入 。 有 一 个 子 序列 (bw) 吕 o 使得 lim 1/5n 存 
在 且 等 于 0。 (提示: 对 任意 自然 数 j, 递归 地 引入 量力 := min{n EN : |an| > jjn> 
nj-1}( 当 7 = 0 时 ,忽略 条 件 n > mi-1)， 首 先 解释 为 什么 集合 {n e N : |an| > 
广 n > ny-_1} 是 非 空 的 ， 然后 令 bj := an,。) 


6.7 


实数 的 指数 运算 , IT .121. 


6.6.4 ”证 明 命题 6.6.5。( 注 意 ， 
6.6.5 “证明 命题 6.6.6。( 提 示 


min{n > nj-1 :lan 一 


两 个 蕴涵 关系 中 有 一 个 的 证 明 非 常 简短 。) 
: 为 了 证 明 (a) 蕴涵 着 (b)， 
也 | < 1/ 让， 其 中 令 no := 0; 解释 为 什么 集合 {n > nj_1 : 
lan 一 了 | < 1/ 说 是 非 空 的 , 然后 考虑 序列 (ao )320。) 


6.7 ”实数 的 指数 运算 , II 


五 


最 后 我 们 


是 任意 一 个 收敛 于 a 的 有 型 


当 a 为 实数 时 ， 我 们 还 没有 定义 ze。 现 在 我 们 利 月 
定义 实数 上 其 他 所 有 基本 运算 时 采 有 
引 理 6.7.1 (指数 运算 的 连续 性 ) 设 = > 0， 


步 地 说 ， 如 果 (o9)221 是 另外 任意 一 个 收敛 于 a 


(z")?21 有 相同 的 极限 : 


的 方法 类 似 )。 


日 


对 任意 自然 数 7 定义 数 wj := 


到 实数 的 指数 运算 这 个 主题 ,我 们 曾 在 5.6 节 中 首次 提 到 实数 的 


指数 运算 。 在 那 一 节 中 , 我 们 对 任意 的 有 理 数 g 和 任意 的 正 实数 > 定义 了 z?, 但 


日 极限 来 修正 这 一 点 〈 这 与 我 们 
首先 我 们 需要 一 个 引 理 。 


并 且 设 a 是 一 个 实数 。 令 (qn)?%1 


E 数 序列 ， 那么 (z")%2 i 也 是 一 个 收敛 的 序列 。 更 进 一 


lim x?" 一 
人 一 CO 


A 
lim wa 
人 一 OO 


的 有 理 数 序列 ,那么 (ze)se_; 与 


证 明 : 存在 三 种 可 能 : z<1、z=1 和 >z>l. 当 z=1l 时 非常 简单 〈 因 为 对 一 


切 有 理 数 9， 都 有 z? = 1)。 
的 情况 非常 类 似 ) 留 给 读者 


我 们 首先 证 明 (x9")%_1 


(z")?%21 是 柯 西 序列 即 可 。 


我 们 只 证 明 当 


o 


zr 之 zm《 因 为 xz > 1), 所 以 


由 于 (on)?; 是 收敛 序列 , 于 是 它 存 在 某 个 


因此 


xX>1 时， 


是 收敛 的 。 根 据 命题 6 


因此 ， 我 们 需要 估算 zz 和 x4m 之 间 的 距离 。 


并 把 z < 1 的 情况 (与 zx>1 


.4.18 可 知 ， 我 们 只 需要 证 明 


现在 不 妨 设 ov > qm， 于 是 


d(x rm) 一 Zn — vm = pam (vIn am — 1) 


FEF 界 MM。 又 因为 z > 1， 所 以 wom < x™, 


d(x ,2m) 一 |Zgn — rm| < TM (xan am 一 也 


设 s > 0, 根据 引 理 6.5.3 可 知 , 序列 (zl 号 zi 是 最 终 sz- -接近 于 1 的 。 于 是 存 


在 某 个 K > 1 使 得 


又 因为 (ww)2; 是 收敛 的 ， 所 以 它 是 柯 西 
是 1/K- 接 近 的 。 


都 有 


[rE -1 <er ™ 


因此 对 外 


序列 ， 从 而 存在 一 个 N > 1 使 得 对 所 有 


F 意 使 得 qn > qm 的 n,m>N 


d(zgn ,zam) = 2 (rm 1) < zM(ri/E —1)<w er MM=e 


根据 对 称 性 ， 当 n,m > N 且 g< qm 时 ， 我们 同样 有 这 个 上 界 。 所 以 ， 序 列 


(z")%2y 是 = 稳定 的 。 因 此 对 于 但 


F 意 的 s > 0, 序列 (zr)% 1 都 是 最 终 e- 稳 定 的 ， 


A 
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从 而 它 是 柯 西 请 


列 , 这 就 是 要 证 明 的 结论 。 这 就 证 明了 (zm)?_; 的 收敛 性 。 


现在 我 们 证 明 第 二 个 结论 。 只 需要 证 明 


lim ze 一 1 
人 一 CO 


即 可 , 因为 对 上 述 结果 使 用 极限 定律 (由 于 zr = zz ze ) 就 可 以 得 到 第 二 个 结 


论 。 


记 rw := qn 一 qh， 根据 极限 定 得 


(ZU5)2e i 是 最 终 e- 接 近 于 1 的。 根据 引 理 6.5.3， im ZL 等 于 1, 所 以 (z-V*)e2 


也 是 最 终 = 接近 于 1 的 。 因 此 ,我 们 能 够 找到 一 个 K 使 得 zzK 和 z-VK 都 是 
又 由 于 (rsjee ， 收 敛 于 0， 所 以 它 是 最 终 1/K- 接近 于 0 的 ， 从 而 


e- 接 近 于 1 的 。 


一 1/K rn <1/K, 进而 x-1K < zm < xz1K。 特别 地 ,， (zx)%| 也 是 最 终 e- 接 近 
于 1 的 (参见 命题 4.3.7(f)), 结论 得 证 。 


可 得 ，(7%)% 1 收敛 于 0。 我 们 要 证 明 对 于 任 
意 的 s > 0, 序列 (zx")%_| 是 最 终 e- 接 近 于 1 的 。 而 根据 引 理 6.5.3 可 知 ， 序列 


1 


现在 我 们 给 出 下 述 定义 。 
(实数 次 宕 的 指数 运算 ) 设 x > 0 是 一 个 实数 , 并 且 设 a 是 一 个 
实数 。 我们 定义 量 ze 为 ze = im zm", 其 中 (mw) 沁 ;是 任意 一 个 收敛 于 a 的 有 理 


定义 6.7.2 


数 序列 。 


现在 我 们 来 证 明 上 述 定 义 是 定义 明确 的 。 首 先 , 给 定 任意 一 个 实数 w， 根据 
实数 的 定义 以 及 命题 6.1.15)， 我 们 至 少 能 够 找到 一 个 收敛 于 a 的 有 理 数 序 
(qm) 总 1. 其 次 , 给 定 任意 的 上 述 序列 (gn) 总 1, 由 引 理 6.7.1 可 知 , 极限 lm zw 存 


| 


在 。 最 后 , 尽管 序列 (qn)%2% 可 能 有 多 种 选择 , 但 根据 引 理 6.7.1 可 知 , 所 有 这 些 选 
择 都 具有 相同 的 极限 。 因此 , 这 个 定义 是 定义 明确 的 


如 果 a 不 仅 是 实数 , 而 且 还 是 有 理 数 ， 即 存在 某 个 有 理 数 g 使 得 a = q, 那么 
从 原则 上 来 说 , 这 里 的 定义 与 前 面 5.6 节 中 指数 运算 的 定义 是 不 一 致 的 。 但 是 在 这 


种 情况 下 , a 显 


此 ,指数 运算 的 
命题 6.7.3 


证 明 : 我 们 对 等 式 zs+7 = z9z7〈 即 引 理 5.6.9(b) 的 第 一 部 分 ) 进行 证 明 , 剩余 


过 
然 是 序列 (g) 吕 1 的 极限 , 于 是 根据 定义 有 x* = lim z? = z?。 因 
新 定义 与 旧 定 义 是 一 致 的 。 


引 理 5.6.9 中 对 有 理 数 gq 和 成 立 的 全 部 结论 对 实数 gq 和 依然 


部 分 可 以 类 似 地 证 明 , 并 留 作 习 题 6.7.1。 证 明 的 思路 是 从 关于 有 理 数 的 引 理 5.6.9 


开始 , 然后 通过 取 极 限 得 到 关于 实数 的 相应 结果 。 


设 g 和 7 是 实数 , 根据 实数 定义 (以 及 命题 6.1.15), 我 们 可 以 记 g = lim qn 和 


r= nmnrn， 其 中 (qn) 名 1 和 (rn) 听 1 是 有 理 数 序列 , 那么 根据 极限 定 和 


是 (an 二 rn)221 


的 极限 。 又 根据 实数 次 窘 指数 运算 的 定义 , 我 们 有 


可 知 ， Q 十 了 


6.7 实数 的 指数 运算 , II .123 . 


Xt =o lim zf、 r= lim zr 和 zx” = lim zrn 
nN— O00 有 一 > 


而 由 引 理 5.6.9(b)( 应 用 到 有 理 数 次 虎 的 情形 〉 可 知 ，zm+7 = zz 。 因 此 根据 
极限 定律 ,zs+" = zz7， 这 就 是 要 证 明 的 结论 。 


习 题 


6.7.1 证明 命题 6.7.3 中 剩余 的 部 分 。 
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既然 已 经 建立 了 关于 序列 极限 的 一 个 合理 理论 ,我们 就 利用 这 个 理论 来 建立 
无 限 级 数 的 理论 更 
>》， Qn = Qm 十 Qm+l 十 Qm+2 十 … 


人 包 一 7 


但 是 在 建立 无 限 级 数 之 前 ,我 们 必须 首先 建立 有 限 级 数 的 理 


论 。 


< 


7.1 有限 级 数 


定义 7.1.1 (有 限 级 数 ) 设 m、n 是 整数 , 并 且 设 (ai)?_,, 是 一 个 有 限 实数 序 
列 ， 其 中 , 对 m 和 n 之 间 的 每 一 个 整数 i ( 即 m < i < n) 都 指定 了 一 个 实数 a;。 


那么 我 们 根据 下 述 递归 公式 来 定义 有 限 和 《或 有 限 级 数 ) > a 


4 
n+l n 
jai:= ja 十 Qn+1， 若 nm 一 1 
Sh = 
所 以 我 们 有 下 面 这 些 等 式 : 
70 一 2 mo—1 mm 
a=0; >》 au=0; Yai = am; 
i=m Cy i=m 
m1 m2 
>》， Qi = Qm 十 Qm 二 1; >》， Qi = Qm 十 Qm 二 1 十 Qm 十 2 
i=m Fy 


(为 什么 ? ) 因此 , 我 们 有 时 把 学 ai 不 太 正式 地 写成 : 
Y= amtamtit an 
注 7.1.2 “和 ”与 “级 数 ”之 间 的 区 别 是 一 个 细微 的 语言 学 问题 。 严格 地 
说 , 级 数 是 一 个 形 如 》 oi 的 表达 式 。 在 数学 上 (而 非 语义 上 ) 该 级 数 等 于 一 个 实 
数 ， 并 且 这 个 实数 就 是 该 级 数 的 和 。 例 如 ,1 +2+3+4+5 是 一 个 和 为 15 的 级 
数 。 如 果 在 语义 上 过 于 挑 吻 的 话 ， 那 么 我 们 就 不 会 把 15 看 作 一 个 级 数 ， 也 不 会 把 


7.1 有 限 级 数 .125. 


1 十 2 十 3 十 4 十 5 看 作 一 个 和 , 尽管 这 两 个 表达 式 的 值 是 相同 的 。 但 是 我 们 不 会 特别 在 


意 这 种 区 别 , 因为 这 种 区 别 是 纯 语 言 学 方面 的 , 与 数学 无 关 。 表达 式 1+2 十 3 十 4 二 5 
与 15 是 同一 个 数 ， 从 而 基于 替换 公理 〈 参 见 A.7 节 )， 它们 在 数学 上 是 可 以 互 换 


的 ， 


虽然 两 者 在 语义 上 不 能 互 换 。 
注 7.1.3 ”注意 变量 i (有 时 被 称 作 求 和 指标 〉 是 一 个 约束 变量 (有 时 被 称 作 


虚拟 变量 ), 表达 式 > ai 实际 上 不 依赖 于 任何 被 称 作 i 的 量 。 特 别 地 , 我 们 可 以 


] 伯 


F 何 其 他 符号 来 代替 求 和 指标 i 并 得 到 相同 的 和 : 


n n 
> Qi 二 > Qj 
Ln 


Fn 


下 面 我 们 给 出 求 和 的 一 些 基本 性 质 。 
引 理 7.1.4 
(a) 设 m < n < p 都 是 整数 ,并且 对 任意 的 整数 m < i < p 都 指定 了 一 个 实 
数 a;， 那么 我 们 有 
n p p 
>》 Qi 十 >》 Qi = >》， Qi 


i 二 nn 十 1 i=m 


(b) 设 m < n 都 是 整数 ,k 是 男 一 个 整数 ,并 且 对 任意 的 整数 m < i< n 都 
指定 了 一 个 实数 a;, 那么 我 们 有 


n n+k 
> Qi 二 > Qj—k 
Pen j=m+k 


(0c) 设 m < n 都 是 整数 ,并 且 对 任意 的 整数 m < i < n 都 指定 了 实数 a; 和 
b;， 那么 我 们 有 
t+ 
(d) 设 m < n 都 是 整数 ,对 任意 的 整数 m < i < n 都 指定 了 一 个 实数 a;， 并 
且 设 c 是 男 一 个 实数 , 那么 我 们 有 


2 (cm) =C > ] 


(e) 《有 限 级 数 的 三 角 不 等 式 ) 设 m < n 都 是 整数 ， 并 且 对 任意 的 整数 m < 
i 入 都 指定 了 一 个 实数 a;， 那么 我 们 有 


| 


= 
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(f) 《有 限 级 数 的 比较 判别 法 ) 设 m < n 都 是 整数 ,并 且 对 任意 的 整数 m < 
i < n 都 指定 了 实数 a; 和 b;, 假设 对 所 有 的 m < i < n 都 有 a; < b;， 那 


么 我 们 有 
DED 


证 明 : 参见 习题 7.1.1。 
注 7.1.5 “将 来 我 们 会 省 略 级 数 表 达 式 中 的 一 些 括号 ， 比 如 我 们 可 以 把 3 


(二 简 记 为 时 wii 这 不 会 造成 误解， 因为 另 一 种 解释 ( 半 w ) + 没有 
任何 意义 (& 中 的 指标 ; 放 在 求 和 符号 之 外 是 无 意义 的 ， 因 为 ;只 是 一 个 虚拟 变 


量 )。 
我 们 还 可 以 利用 有 限 级 数 去 定义 有 限 集 上 的 求 和 运算 。 
定义 7.1.6〈 有 限 集 上 的 求 和 运算 ) 设 X 是 含有 nn 个 元 素 的 有 限 集 (其 中 
neEN), 并 且 设 f:X 一 RR 是 一 个 从 XX 到 实数 集 的 函数 ( 即 上 对 和 中 的 每 一 个 元 
素 z 都 指定 了 一 个 实数 f(z))。 于 是 我 们 可 以 像 下 面 这 样 来 定义 有 限 和 》 f(x)。 
EX 
首先 任意 选取 一 个 从 {fie N :1<ign} 到 XX 的 双 射 g, 由 于 假定 了 XX 中 有 nn 个 
元 素 , 所 以 这 样 的 双 射 是 存在 的 。 那 么 我 们 定义 
A > 
ZEX = 
例 7.1.7 设 X 是 含有 三 个 元 素 的 集合 X := {a,b,c}, 其 中 a、b、c 是 不 同 的 
对 象 , 设 了: 对 一 RR 是 函数 f(a) :=2, (0) :=5， 7 :一 一 1。 为 了 计算 和 》 f(z)， 
EX 
我 们 选取 一 个 双 射 g: {1,2,3} 一 X, 例如 , g(1) := ao， g(2) := b, g(3) := c, 于 是 我 
们 有 


3 


2 f(a) 21 + f(b) + f(c) = 


XEX 
我 们 也 可 以 选取 另 一 个 从 {1,2,3} 到 X 的 双 射 ， 例如 ，h(1) := c,h(2) := 由 
h(3) := a, 但 最 终 的 结果 仍旧 是 一 样 的 : 


>_ f(7) )= 7 + f(5) + f(0) = 


为 了 证 明 这 个 定义 对 》 jz) 确实 给 出 了 一 个 单独 定义 明确 的 值 , 我 们 必须 
XEX 
证 明 从 {ieEN:1<ign} 到 XX 的 不 同 双 射 9 给 出 相同 的 和 。 即 我 们 必须 证 明 : 


荆 
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命题 7.1.8 (有 限 求 和 是 定义 明确 的 ) 设 X 是 含有 m 个 元 素 的 有 限 集 (其 
中 mcN), 设 /三 和 X 一 及 是 一 个 函数 ,并 且 设 g:{sN:1I<I 近 对 一 X 和 
h:{ieEN:1<ign} 一 X 都 是 双 射 。 于 是 我 们 有 


六 fo = > FR) 
i=1 i=1 
注 7.1.9” 当 在 无 限 集 上 求 和 时 , 情形 将 变 得 更 加 复杂 ,参见 8.2 节 。 
证 明 : 我 们 对 n 采用 归纳 法 , 更 准确 地 说 , 令 P(n) 为 下 面 的 断言 :“ 对 任意 含 
有 n 个 元 素 的 集合 X, 任意 的 函数 : X 一 R 以 及 任意 两 个 从 {fieN:1<i< 台 
到 X 的 双 射 9 和 h, 都 有 于 f(g(i)) = > f(h( 引 )。”( 更 通俗 地 说 ，P(n) 断定 了 
命题 7.1.8 对 所 有 的 自然 数 ”都 成 立 。) 我 们 想 要 证 明 的 是 P(n) 对 所 有 的 自然 数 
n 都 为 真 。 
首先 证 明 最 基本 的 情况 P(0)。 在 这 种 情况 下 , 根据 有 限 级 数 的 定义 ,>> f(g(2) 
i=1 


和 六 fn)) 都 等 于 0, 结论 得 证 。 
和 
现在 归纳 地 假设 P(n) 为 真 , 我 们 证 明 P(n 十 1) 为 真 , 设 久 是 含有 n 十 1 个 
元 素 的 集合 , f : X 一 R 是 一 个 函数 , 并 且 设 g 和 都 是 从 {ieN:1<i<n+t+l1} 
到 X 的 双 射 。 我 们 要 证 明 的 是 


nl nt+l1 
> fF(90)) = > f(h0)) (7.1) 
= i=1 
设 z:=g(n+1), 于 是 x 是 XX 中 的 元 素 。 根据 有 限 级 数 的 定义 , 我 们 可 以 把 式 (7.1) 
左 侧 展开 成 如 下 形式 : 
n+l 


Df(900)) = 人 re) + 


现在 我 们 来 看 一 下 式 (7.1) 的 右 端 。 在 理想 的 情况 下 , 我 们 希望 wz + 1) 也 等 于 z， 
因为 这 让 我 们 能 更 容易 地 利用 归纳 假设 P(n), 但 我 们 不 能 这 样 假设 。 然 而 , 由 于 
是 一 个 双 射 ， 所 以 我 们 知道 存在 某 个 指标 了 满足 1< j<n+1 且 (7)= x。 现在 
我 们 利用 引 理 7.1.4 以 及 有 限 级 数 的 定义 写 出 : 


ntl 了 ntl 
2 1(n0)) = > ro 出 | > mo 


pl 
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= 3 oO) + (Fm (i+1)) 中 


现在 定义 函数 hh: {ieEN:1<ig<n} 一 久 一 {z} 如 下 : 当 i <j 时 , 今 有 h(i) := 有 (20); 
当 ;i > 时, 令 PD := h(i 十 1)。 所 以 我 们 可 以 把 式 (7.1) 的 右 端 写成 


= > HG + 人 + 5 mo > HG + 


其 中 我 们 再 次 利用 了 引 理 7.1.4。 于 是 为 了 完成 对 式 (7.1) 的 证 明 , 我们 必须 证 明 
2 f(90)) = > 7(h0) (7.2) 
i=1 i=1 


而 函数 g (被 限制 在 {i EN :1<ig<n} 上 ) 是 一 个 从 {ieN:1<i<n} 到 
X 一 {z} 的 双 射 (为什么?)。 函数 hh 也 是 一 个 从 {ieN:1<ig<n} 到 XX- {zx} 
的 双 射 (为 什么 ? 参见 引 理 3.6.9)。 因 为 外 一 {zx} 中 有 个 元 素 (根据 引 理 3.6.9)， 
于 是 式 (7.2) 可 以 从 归纳 假设 P(n) 中 直接 推出 。 
注 7.1.10 设 X 是 一 个 集合 , P(z) 是 关于 X 中 元 素 z 的 性 质 , 并 且 f :{y 

X: P(y) 为 真 } 一 及 是 一 个 函数 。 于 是 我 们 常 把 

> f(z) 

zE{yeEX:P(y) 为 真 } 
简写 成 六 f(x), 甚至 在 不 造成 混淆 的 前 提 下 简写 成 > EA 例如 ， 
ZEX:P(z) 为 真 Pl(z 


) ; 
f(n) 和 jn) 部 是 2 fn)= 7(2)+f(3)+ 7(4 


nEN:2<n<4 2<n<4 nE€E{2,3,4} 
下 列 关 于 有 限 集 上 求 和 运算 的 性 质 显而易见 , 但 仍 需 要 严格 地 证 明 。 


命题 7.1.11 (有 限 集 上 求 和 运算 的 基本 性 质 ) 
(a) 如 果 X 是 空 集 ， 且 站 :和 X 一 R 是 一 个 函数 ( 即 f 是 一 个 空 函数 )， 那么 


我 们 有 
Df(z) = 


rEX 
(b) 如 果 X 是 由 单独 一 个 元 素 构 成 的 集合 , 即 X = {zo}, 且 :和 X 一 及 是 
一 个 函数 , 那么 我 们 有 


>》 jz) = 


rEX 
(c) (人 蔡 换 法 , I) 如 果 X 是 一 个 有 限 集 ，f : X 一 及 是 一 个 函数 ， 并 
g : 工 一 X 是 一 个 双 射 , 那么 
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名 )。 
上 时 , 为 什么 替换 法 就 失效 了 吗 ? 根据 命题 7.1.11(c) 和 (d) 可 得 ， 


对 作 
意味 着 我 们 可 以 对 一 个 有 限 序列 中 的 元 素 进 行 随意 的 排列 ， 并 且 所 有 这 些 排列 得 


2 jz) = > f(g(y)) 


ZEX yEY 
(d) 〈 蔡 换 法 , IT) 设 n< m 都 是 整数 , 上 且 X 为 集合 X:= {ieEZ:n<ig<m}。 
如 果 对 每 一 个 整数 ie X 都 指定 了 一 个 实数 ui, 那么 我 们 有 
>》， Qi 一 >》 Qi 
i= iEX 
(e) 设 久 和 YY 是 两 个 不 相交 的 有 限 集 ( 所 以 XNY=8), 且 f:XUY 一 RB 
一 个 函数 ,那么 我 们 有 


双关 了 后尘 (有 ha 十 了 中 
zEXUY ZEX VEI 


(f) (线性 性 质 , D) 设 X 是 一 个 有 限 集 , 并 且 设 f:X 一 RR 和 g:XX 一 RR 都 
是 函数 ,那么 


2 (f(z) + 9(2)) = 2 f(z) + 2 9(7) 


EX XEX xEX 


(g) (线性 性 质 , ID) 设 X 是 一 个 有 限 集 ,，f :XX 一 及 是 一 个 函数 ， 并 且 设 c 
是 一 个 实数 ,那么 
>》 cjtz)=e>》 Hz) 


EX ZEX 
(h) (单调 性 ) 设 X 是 一 个 有 限 集 , 并 且 设 f:X 一 RR 和 g:X 一 R 是 使 
f(x) < g(x) 对 所 有 ze X 均 成 立 的 两 个 函数 , 那么 我 们 有 
> os》 


EX EX 


(i) (三 角 不 等 式 ) 设 X 是 一 个 有 限 集 , 并 且 设 f :XX 一 R 是 一 个 函数 , 那么 


>》 jz < Yo F(z) 


XEX EX 


emi 


证 明 : 参见 习题 7.1.2。 


注 7.1.12 命题 7.1.11(c) 中 的 蔡 换 法 可 以 看 作 是 做 了 替换 x := g(y)( 以 此 得 
注意 , 假设 9 是 一 个 双 射 很 有 必要 。 你 能 否 看 出 当 9 不 是 一 对 一 或 者 不 是 映 


Da D0 


E 意 一 个 从 集合 {iEZ:n<igm} 到 其 自身 的 双 射 f 都 成 立 。 通 众 地 说 ， 这 


到 同一 个 和 。 


.130. 第 7 章 级 数 


现在 我 们 来 研究 双重 有 限 级 数 一 一 有 限 级 数 的 有 限 级 数 ， 以 及 它们 是 如 何 与 
笛 卡 儿 积 联系 的 。 
引 理 7.1.13 设 X 和 YY 是 有 限 集 , 并 且 设 :XxY 一 RR 是 一 个 函数 , 那么 


和 3- >》 f(r,y) 
ZEX ANVVEI (ZYy)EXXY 


证 明 : 设 n 是 XX 中 元 素 的 个 数 , 我 们 将 对 n 采用 归纳 法 (参见 命题 7.1.8)。 
即 设 P(n) 为 如 下 断言 : “对 任意 含有 ”个 元 素 的 集合 XX、 任意 的 有 限 集 YY 以 及 任 
意 的 函数 f :XxY 一 R, 引 理 7.1.13 均 成 立 。” 我们 想 要 证 明 P(n) 对 所 有 的 自然 

容易 证 明 最 基本 的 情形 P(0) , 它 可 以 从 命题 7.1.11(a) 中 推出 (为 什么 ? ) 。 现 
在 假设 P(n) 为 真 , 我 们 来 证 明 P(n 十 1) 也 为 真 。 设 X 是 含有 n +1 个 元 素 的 集 
合 。 特别 地 , 根据 引 理 3.6.9, 我 们 可 以 记 了 = X'U {zxo}, 其 中 zo 是 X 中 的 元 素 
并 且 X' := 一 {zo} 中 有 wn 个 元 素 。 所 以 根据 命题 7.1.11(e) 可 得 ， 


> 全 re = (5 re 十 攻 re 


ZEX \yEY ZEX' \yEY VEI 


根据 归纳 假设 ,上 式 等 于 


>》， rent (Drie) 


(X,Yy)EX'xY yE€EY 


根据 命题 7.1.11(c) 可 知 ， 上 式 还 等 于 


>》， ent ( > re 
(x,y) 


(ZYy)EX'XY E{zo}xY 


又 根据 命题 7.1.11(ej， 上 式 等 于 


> fz,y) 


(zx,y)EXxY 
(为 什么 ? ) 这 就 是 要 证 明 的 结论 。 
推论 7.1.14 (有 限 级 数 的 富 比 尼 定 理 ) 设 X 和 了 是 有 限 集 , 并 且 设 /六 X x 
Y 一 R 是 一 个 函数 , 那么 


> (Bie) > f(z,y) 
( 


ZEX \vyeEY TYy)EXXY 
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Te 
= f(zx,Yy) 
(yr)EYxX 
= ( re 
VEY AZEX 
证 明 : 根据 引 理 7.1.13 可 知 ， 只 需要 证 明 
De 
(zy)EXXY (yr)EY xX 


即 可 。 而 通过 利 | 
能 够 从 命题 7.1.11(c) 中 推 
们 想 要 的 结论 ? ) 


注 7.1.15 


人 


上 。( 为 什么 h 是 双 射 ? 为 什么 


应 该 将 这 个 结论 与 多 


JE 


| 1.2.5 进行 对 比 ， 那 么 我 们 预料 当 从 有 限 和 


定义 为 h(x,y) := (oz) 的 双 射 hh: 对 xY 一 Yx 六 ,上 面 的 等 式 


页 7.1.11(c) 给 出 了 我 


转向 无 限 和 时 , 会 发 生 一 些 有 趣 的 事情 。 不 管 怎样 , 参见 定理 8.2.2。 
习 题 
7.1.1 证 明 引 理 7.1.4。( 提 示 : 利用 归纳 法 ,而 且 最 基本 的 情形 并 不 一 定 在 0 处 。) 
7.1.2 ”证 明 命题 7.1.11。( 提 示 : 这 个 证 明 并 不 像 看 上 去 那么 元 长 , 关键 在 于 选择 恰当 的 双 射 
把 这 些 集合 上 的 和 转化 为 有 限 级 数 , 然后 利用 引 理 7.1.4。) 
7.1.3 ”构造 有 限 乘积 Ta; 和 f(z) 的 定义 。 在 上 述 关 于 有 限 级 数 的 结论 中 , 哪些 对 于 有 
学 二 寺 ZEX 
限 乘积 也 有 类 似 的 结论 ? 注意， 使 用 对 数 是 有 风险 的 ， 因 为 某 些 a; 或 f(z) 可 能 是 
0 或 负数 。 另外, 我 们 还 没有 定义 对 数 。) 
7.1.4 “利用 递归 定义 来 定义 关于 自然 数 ”的 阶乘 函数 nl: 0! := 1 工 且 (nn 二 JI:= mlx(a 十 1])。 
如 果 x 和 yy 是 实数 , 证 明 : 二 项 式 公式 
一 nl! jn—j 
对 所 有 自然 数 n 均 成 立 。 (提示 : 对 n 使 用 归纳 法 。) 
7.1.5 设 X 是 一 个 有 限 集 , m 是 一 个 整数 ， 对 任意 的 ze X, 设 (as(z))22w 是 一 个 收 
敛 的 实数 序列 。 证明: 序列 ( an(z))，， 是 收敛 的 ,并 
ZEX 
lim >， an(Z) = >， lim an(zZ) 
(提示 : 对 X 的 基数 使 用 归纳 法 , 并 利用 定理 6.1.19(a)。) 于 是 我 们 总 是 可 以 交换 有 
限 和 与 收敛 极限 的 次 序 。 但 对 于 无 限 和 , 情况 将 更 加 复杂 ,参见 习题 19.2.11。 
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7.2 ”无 限 级 数 


现在 我 们 将 对 无 限 级 数 求 和 。 

定义 7.2.1 (形式 无 限 级 数 ) 一 个 (形式 ) 无 限 级 数 是 形 如 
表达 式 , 其 中 mm 是 整数 并 且 对 任意 的 整数 n> m, a,, 是 一 个 实数 。 有 时 我 们 把 
这 个 级 数 写成 


Qm | Qm+1 | Qm+2 


目前 , 这 个 级 数 只 是 被 形式 地 定义 了 ,我们 还 没有 让 这 个 和 等 于 任何 实数 。 记 
号 g++ amii + omia 十 .… 看 上 去 显然 非常 像 一 个 和 ,但 它 实际 上 并 不 是 一 个 有 
限 和 ， 因 为 它 包含 了 符号 “..…”。 为 了 严格 地 定义 这 个 级 数 的 和 到 底 是 什么 我 们 
需要 另外 一 个 定义 。 

定义 7.2.2( 级 数 的 收敛 ) 设 沁 a 是 一 个 形式 无 限 级 数 , 对 任意 的 整数 N > 


m, 我 们 定义 这 个 级 数 的 第 N 部 分 和 Sw 为 SN := 宁 an， 显然 Sy 是 一 个 实数 。 


也 一 ?7 


如 果 当 N 一 co 时 ,序列 (Sw) 吕 _w 收敛 于 某 个 极限 ,那么 我 们 称 无 限 级 数 》 on 


是 收 敛 的 ， 并 且 收敛 于 5 我们 也 记 工 = 器 w, 并 称 工 是 无 限 级 数 衬 ww 的 和 
如 果 部 分 和 序列 (Sw)8_， 是 发 散 的 , 那么 我 们 称 无 限 级 数 a,, 是 发 散 的 , 并 且 
不 对 这 个 级 数 指定 任何 实数 值 。 > 
注 7.2.3 ”注意 , 命题 6.1.7 表明 了 如 果 一 个 级 数 收敛, 那么 它 的 和 是 唯一 的 ， 
所 以 我 们 可 以 放心 地 去 讨论 一 个 收敛 级 数 的 和 工 = 立 ow， 
例 7.2.4 ”考虑 形式 无 限 级 数 


> GR 


通过 一 个 简 生 单 的 归纳 论证 (或 者 利 后 面 的 引 理 7.3.3), 我 们 就 可 以 证 明 部 分 和 等 于 
N 
SN=》 2"=1-2 
二 
当 N 一 00 时 , 序列 (1 一 2- 六 )%?_1 收敛 于 1， 从 而 


Se 2 
ns 
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特别 地 ， 这 个 级 数 是 收敛 的 。 另 外 ,如果 考虑 级 数 


>》 2 一 2 十 22 十 23 十 ，…， 


nh 


N 
SN=》 2"=2Nt—2 
祝 三 并 


而 且 容易 证 明 (Sw)%_， 是 一 个 无 界 的 序列 ， 所 以 它 是 发 散 的 。 因 此 级 数 入 2" 是 
发 般 的 。 i 
现在 我 们 考察 一 个 级 数 何 时 收敛 。 下 面 这 个 命题 说 明了 一 个 级 数 收 敛 , 当 且 仅 
当 对 于 任意 的 s > 0, 这 个 序列 的 “尾部 ” 最终 将 小 于 <。 

命题 7.2.5 设 on 是 一 个 实数 的 形式 级 数 ， 那 么 2 ov 收敛 , 当 上 且 仅 当 


N=mMm 


对 于 任意 实数 。 > 0, 都 存在 一 个 整数 N > m 使 得 
9 
》_an| < 8 对 所 有 的 p,q > NN 均 成 立 


n=p 
证 阴 : 参见 习题 7.2.2。 


就 这 个 命题 本 身 而 言 ， 它 用 起 来 不 是 很 方便 ， 因 为 在 实际 操作 中 计算 部 分 和 
4 > De = 
3) a 并 不 容易 。 但 这 个 命题 有 大 量 实用 的 推论 。 例如 ， 
n= 二 p 


推论 7.2.6〈 零 判别 法 ) 设 ov 是 一 个 收敛 的 实数 级 数 ,那么 我 们 一 定 有 
im an = 0。 换言之 , 如 果 lim an 不 为 零 或 者 是 发 散 的 ， 那 么 级 数 > a 是 发 散 
的 。 

证 明 : 参见 习题 7.2.3。 

例 7.2.7 当 n 一 oo 时 , 序列 @ := 1 不 收敛 于 0, 所 以 党 1 是 一 个 发 散 的 

t=] 
级 数 (但 注意 , 1,1,1,1,.… 是 一 个 收敛 的 序列 , 级 数 的 收敛 与 序列 的 收敛 是 不 同 的 
概念 )。 类似 地 , 序列 a := (1)" 发 散 , 它 当 然 也 不 收敛 于 0, 所 以 级 数 入 (1)” 
的 三 法 
也 是 发 散 的 。 

如 果 序列 (a) 吕 。 确实 收 全 于 0， 那 么 级 数 沁 a 可 能 收敛， 也 可 能 不 收 

敛 ， 这 取决 于 级 数 本 身 。 例如， 不久 我 们 就 会 看 到 级 数 》 1/m 是 发 散 的 ， 尽 管 当 
阁 圭 注 
n 一 oo 时 , (1/n)%_1 实际 上 收敛 于 0。 
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定义 7.2.8〈 绝 对 收敛) 设 六 on 是 一 个 实数 的 形式 级 数 , 我 们 称 这 个 级 数 


N=mMm 


是 绝对 收敛 的 ， 当 上 且 仅 当 级 数 > |an| 是 收敛 的 。 
为 了 区 分 收敛 和 绝对 收敛 , 有 时 我 们 把 收敛 称 作 条 件 收敛 。 
命题 7.2.9 (绝对 收敛 判别 法 ) 设 》 a 是 一 个 实数 的 形式 级 数 ， 如果 这 个 


级 数 是 绝对 收敛 的 , 那么 它 也 是 条 件 收 敛 的 。 另外 , 在 这 种 情况 下 我 们 有 三 角 不 等 


oo oo 
2 oan] < 2 lon 
N=mMm N=mMm 


证 明 : 参见 习题 7.2.4。 


注 7.2.10 “这 个 命题 的 逆 命 题 不 成 立 ， 存 在 条 件 收敛 但 不 绝对 收敛 的 级 数 ， 
参见 例 7.2.13。 


注 7.2.11 ”我 们 把 所 有 条 件 收敛 的 级 数 放 在 一 起 构成 一 个 类 , 而 所 有 绝对 收 
敛 的 级 数 包含 在 其 中 并 构成 了 它 的 一 个 子 类 。 所 以 当 我 们 谈 到 “ 沁 a 是 条 件 收 
敛 的 ”时 ,这 并 不 能 自动 地 表明 San 不 绝对 收敛 。 如果 我 们 想 说 一 个 级 数 是 条 
件 收 敛 的 但 不 是 绝对 收敛 的 , 那么 我 们 就 用 诸如 “Da 仅仅 是 条 件 收 敛 的 ”或 者 
> 条 件 地 但 不 绝对 地 收敛 * 的 语句 来 表达 。 


命题 7.2.12 (交错 级 数 判别 法 ) 设 (a)%,。 是 一 个 非 负 的 且 递 减 的 实数 序 
列 , 于 是 对 任意 的 n> mm 均 有 mm > 0 和 mm > anti。 那么 级 数 和 (~1)"an 是 收 
全 的 , 当 且 仅 当 n 一 00 时 序列 (as)js， 收敛 于 0。 交 

证 明 : 根据 零 判 别 法 可 得 , 如 果 级 数 SS (Dre 是 收敛 的 , 那么 序列 (1)" 
明 (as 也 收敛 于 0, 因为 (-1)"as 和 un 与 0 的 距离 


| 


an)2m 收敛 于 0， 这 
相等 。 

反 过 来 , 现在 假设 (an)se_， 收 敛 于 0。 对 于 每 一 个 N, 设 Sw 为 部 分 和 Sw := 
六 (1)"a, 我 们 的 任务 是 证 明 (Sw)js_， 收敛 。 观 察 到 ; 
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SN+2 = SN+(-1) tiavrit (1) Tavs 


= SN+(-1) Mti(avr — ans2) 
又 根据 假设 可 知 ，(aw+l 一 an42) 是 非 负 的 。 所 以 当 N 是 奇数 时 ，Sw+a > SN; 当 
N 是 偶数 时 ， ON+2 < No 


7.2 ”无限 级 数 .135. 


现在 假设 N 是 偶数 。 根 据 上 面 的 讨论 和 归纳 法 可 知 , 对 所 有 的 自然 数 上 都 有 
SN+j2k 和 5Sw。( 为 什么 ? ) 我 们 还 有 Swjzp41 > SN+41 = 二 SN 一 QaN41。( 为 什么 ? ) 最 
后 我 们 得 到 SN jk41 = SN+42k 一 QN+42k41 所 SN42k。( 为 什么 ? ) 于 是 

ON 一 QN+1L < SN42k+41 < SN+2k < ON 
对 所 有 的 均 成 立 。 特别 地 , 我 们 有 
SN 一 QN+1 < Sn < SN 对 所 有 的 n > N 均 成 六 
(为 什么 ? ) 特别 地 , 序列 (S,)>2 是 最 终 an+41- 稳 定 的 。 而 当 NN 一 ce 时 , 序列 
(av)%_， 收敛 于 0， 这 表明 对 任意 的 s > 0，(5%)%,, 都 是 最 终 = 稳定 的 。( 为 什 


么 ? ) 因此 (5n) 沪 mw 收 系 ,从 而 级 数 六 (-1)"aw 是 收敛 的 。 


例 7.2.13 ”序列 (1/m)se ;是非 负 且 递 减 的 ， 并且 收敛 于 0。 所 以 二 CD"n 
是 收敛 的 〈 但 它 不 是 绝对 收敛 的 ,因为 二 ln 发 散 , 参见 推论 7.3.7)。 因 此, 不 绝 
对 收敛 并 不 意味 着 也 不 条 件 收敛, 尽管 绝对 收敛 意味 着 条 件 收敛 。 
下 面 给 出 关于 收敛 级 数 的 一 些 基 本 恒等式 。 
命题 7.2.14 (级 数 定律 ) 
(a) 如 果 > 是 一 个 收敛 于 x 的 实数 级 数 , 并 且 > 是 一 个 收敛 于 gy 的 
实数 级 数 , 那么 六 (aw+b) 也 是 一 个 收敛 的 级 数 , 并 且 它 收敛 于 x+y。 
特别 地 , 我 们 有 
> (an 十 加) -> an 十 > b, 


(b) 如 果 沁 on 是 一 个 收敛 于 > 的 实数 级 数 ， 并 且 c 是 一 个 实数 ， 那 么 


(can) 也 是 一 个 收敛 的 级 数 ,并且 它 收敛 于 cz。 特别 地 , 我 们 有 


和 (can) = 3 an 
(c) 设 > a 是 一 个 实数 级 数 ， 并 且 设 之 0 是 一 个 整数 。 如 果 级 数 二 mw 
和 级 数 二 mw 中 有 一 个 是 收敛 的 ,那么 另外 一 个 也 是 收敛 的 ， 并 且 我 
们 有 恒等式 
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(d) 设 > an 是 一 个 收敛 于 x 的 实数 级 数 ， 并 且 设 有 是 一 个 整数 ， 那么 


wx 也 收敛 于 z。 


n=m+k 


证 明 : 参见 习题 7.2 


.5。 


根据 命题 7.2.14(c) 可 知 ,一 个 级 数 的 收敛 性 并 不 依赖 于 该 级 数 的 前 儿 项 ( 尽 


初始 指标 m 是 多 少 。 


管 这 些 项 显然 会 影响 级 数 收敛 于 哪个 值 )。 因 此 ， 


我 们 通常 不 会 过 多 地 关注 级 数 的 


有 一 种 级 数 被 称 作 峰 套 级 数 (telescoping series), 很 容易 对 它 求 和 。 


引 理 7.2.15 ( 柑 套 级 数 ) 设 (a) 吕 6 是 一 个 收敛 于 0 的 实数 序列 , 即 lim a 
= 0, 那么 级 数 玉 (a 一 any) 收敛 于 ao。 
n=0 


证 明 : 参见 习题 7.2 


.0。 


习 


题 


7.2.1 级 数 》 (1)” 是 收敛 的 还 是 发 散 的 ? 证 明 你 的 结论 。 你 现在 能 否 解决 例 1.2.2 中 的 


多 二 并 


昌 页 


7.2.2 ”证 明 命题 7.2.5。( 提 示 : 利用 
9 


下 


7.2.4 ”证 明 
7.2.5 ”证 明 
7.2.6 ”证 明 引 理 7.2.15。( 


法 证 明 你 的 判断 。) 


命 
命题 7.2.14。( 


7.3 ” 非 负数 的 和 


命 

7.2.3 ”利用 命题 7.2.5 证 明 推论 7.2.6。 
题 7.2.9。( 提 示 : 利用 命题 

提示 : 利用 定理 
提示 : 首先 算 上 


6.1.12 和 定理 


7.2.5 和 命题 


6.1.19。) 


N 
部 分 和 5 ( 
0 


1 6.4.18.) 


7.1.4(e).) 


an 一 Qan+1) 应 该 是 什么 , 并 利用 归纳 


如 果 我 们 假设 (a%)%o 不 收敛 于 0 而 收敛 于 男 外 某 个 实数 元 , 那 


么 该 如 何 修改 这 个 命题 ? 


为 了 考察 每 一 项 an 都 是 非 负数 的 级 数 > an， 现 在 我 们 对 前 面 的 讨论 进行 详 


细 说 明 。 例 如 ， 这 种 情形 


始终 是 非 负 的 。 注 意 , 当 


间 就 没有 任何 区 别 。 


可 以 来 自 于 绝对 收敛 判别 法 ， 因 为 实数 an 的 绝对 值 |on| 
一 个 级 数 的 所 有 项 都 是 非 负 数 时 , 条 件 收敛 和 绝对 收敛 之 


7.3 非 负 数 的 和 .137. 


设 六 a 是 一 个 非 负数 的 级 数 。 那 么 部 分 和 Sw := an 是 递增 的 , 即 对 所 


N=mMm 


有 的 N zm 均 有 SN41 > SN。( 为 什么 ? ) 根据 命题 6.3.8 和 推论 6.1.17 可 知 , 序 
列 (Sw)%_。 是 收敛 的 , 当 且 仅 当 它 有 上 界 M。 换言之 , 我 们 恰好 证 明了 : 
命题 7.3.1 设 > an 是 一 个 非 负 实数 的 形式 级 数 ， 那 么 这 个 级 数 是 收敛 的 ， 
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当 且 仅 当 存 在 一 个 实数 M 使 得 


N 
》 ”on < M 对 所 有 的 整数 N > mm 均 成 立 


该 命题 的 一 个 简单 推论 如 下 。 
推论 7.3.2 (比较 判别 法 ) 设 D3 an 和 bn, 都 是 实数 的 形式 级 数 ， 并且 对 


任意 的 n>m 均 有 |as| < ba 所以, 如果 5 是 收敛 的 , 那么 on 是 绝对 收 
敛 的 , 而 且 实际 上 


oo 
>_on 
n=m 


oo Co 
< > on 和 Db 
n=m n=m 


证 明 : 参见 习题 7.3.1。 
我 们 也 可 以 用 该 结论 的 逆 否 命题 来 叙述 比较 判别 法 : 如 果 对 任意 的 n> m 均 
有 lan| < ba, 并且 A 不 是 绝对 收敛 的 , 那么 Dh 不 是 条 件 收敛 的 。( 为 什 
么 这 可 以 从 推论 7.3.2 中 直接 推出 ? ) 
在 比较 判别 法 中 , 一 个 实用 的 级 数 是 几何 级 数 


oo 
2_7" 
n=0 


其 中 , z 是 实数 。 

引 理 7.3.3 (几何 级 数 ) 设 z 是 实数 ， 如 果 |z| > 1， 那么 级 数 六 wn 是 发 散 
n= 二 0 

的 。 但 如 果 |z| < 1, 那么 这 个 级 数 是 绝对 收敛 的 , 并且 


Djr" =1/(1— 272) 
n=0 


证 明 : 参见 习题 7.3.2。 


现在 我 们 给 出 一 个 有 用 的 准则 , 即 柯 西 准则 。 该 准则 可 以 用 来 判断 一 个 非 负 且 
递减 的 级 数 是 否 收敛 。 
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命题 7.3.4〈 柯 西 ; 


竹 则 ) 设 (ao)% :1 是 一 个 递减 的 非 负 实 数 序列 (于 是 对 所 有 


的 n 之 1, 均 有 an >0 和 an+r 和 an)。 那 么 级 数 二 mw 是 收敛 的 ， 当 
》 24ao 二 Q1 +4 2a2 4a4 8ag 
k=0 
是 收敛 的 。 
注 7.3.5 ”该 准则 有 一 个 有 趣 的 特点 是 , 它 仅仅 有 


且 仅 当 级 数 


昌 了 序列 (on)? 中 一 小 部 分 


项 〈 即 那些 指标 n 为 2 的 方 窜 n = 2* 的 项 ) 就 判定 了 整个 级 数 是 否 收敛 。 
证 明 : 设 Sw := i 是 二 mw 的 部 分 和 , 并 且 设 Tk := 沁 2hao 是 是 D2 
的 部 分 和 。 根据 命题 7.3.1 可 知 , 我们 需要 证 明 序 列 (SN)%_， 是 有 界 的 , 当 且 仅 当 
序列 (Tk)%_o 是 有 界 的 。 因 此 , 我 们 需要 下 述 结论 。 
引 理 7.3.6 对 任意 的 自然 数 KK, 我 们 有 Ssxr+1_1 < Tk 入 252x。 
证 明 : 我 们 对 K 使 用 归纳 法 , 首先 证 明 当 K = 0 时 的 结论 ， 即 
S1 < TD <251 
a1 < a1 < 2a1 
因为 al 是 非 负 的 , 所 以 上 式 显 然 成 立 。 


假设 已 经 证 明了 结论 对 KK 是 成 立 


Sor+ -Wy eS 


我 们 显然 有 


的 , 现在 我 们 试图 证 明 它 对 KK 十 1 也 成 立 : 
2Sok+1 


< Tk+1 < 


S2Kk 十 >》, Qok+1 = Sor + 2 Qor+t 


Tk41 一 了 KK 十 24+laor+i 
另外 , 我 们 还 有 (利用 引 理 7.1.4(a)、(f) 以 及 (an)2 1 是 递减 的 假设 ) 
oK+1 2K+1 
Horr 二 25 十 >》， an 之 
n=2K +1 n=2K+1 
从 而 
2Sork+1 之 25oxk 十 24+laor+i 
同 理 ， 
2K+12—1 
orK+2_1 = DorK+1_1 加 于 >》, On, 
n=2K+1 
人 人 二 2 二 
< oo2x+1_1 十 >》， CQ2K+1 
入 二 2 
= orK+1_1 本 DK+1la ki 


7.3” 非 负数 的 和 ” . 139. 


把 这 些 不 等 式 与 归纳 假设 
orK+1_1 去 Tk Eg 2Sor 


结合 起 来 就 得 到 了 要 证 明 的 结论 


Eo 


这 就 完成 了 证 明 。 
从 这 个 结论 中 我 们 看 到 ,如 果 (Sw)%_; 是 有 界 的 , 那么 (Szx) 吕 _o 是 有 界 的 ， 
从 而 (Tk)%?_o 是 有 界 的 。 反 过 来 , 如果 (TK)%_o 是 有 界 的 , 那么 上 述 结论 就 表明 
(Szx+1_1)?_o 是 有 界 的 , 即 存在 一 个 M 使 得 65x41_1 < M 对 所 有 的 自然 数 到 均 
成 立 。 容易 证 明 (利用 归纳 法 ) 24+1 一 1 > 下 十 1， 从 而 对 于 所 有 的 自然 数 K 均 有 
Sk+41 < M，, 于 是 (SNw)%_i 是 有 界 的 。 
推论 7.3.7 设 g > 0 是 一 个 有 理 数 , 那么 当 g > 1 时 ,级 数 人 17ma 是 收敛 
屿 生生 
的 ; 当 g < 1 时 ,， 该 级 数 是 发 散 的 。 
证 明 : 序列 (1/n?)%2 1 是 非 负 且 递 减 的 (根据 引 理 5.6.9(d))， 从 而 可 以 对 它 使 
翌 柯 西 准则 。 因 此 这 个 级 数 是 收敛 的 ， 当 且 仅 当 


1 
DR 
2 (2*)4 
是 收敛 的 。 根据 指数 运算 定律 ( 引 理 5.6.9), 我 们 可 以 把 上 述 级 数 改 写成 几何 级 数 
> (全 和 
A 


正如 前 文 所 述 , 几何 级 数 并 wt 是 收敛 的 , 当 且 仅 当 |z| < 1。 于 是 级 数 江 1/n? 是 
k=0 千 半 二 


收敛 的 , 当 且 仅 当 |2179| < 1, 并 且 仅 当 9g > 工时 才 有 259| < 1。( 为 什么 ? 试 着 5 
利用 引 理 5.6.9 来 证 明 这 一 点 , 而 且 不 要 使 用 对 数 ) 


特别 地 ， 如 前 文 所 述 ， 级 数 ST (也 被 称 作 调 和 级 数 ) 是 发 散 的 ， 但 级 数 
J 
和 1/n2 是 收敛 的 。 
Wl 


im 


a 


注 7.3.8 当 > 1/nd 收敛 时 , 它 的 和 记 作 c(q), 并 被 称 为 9 的 黎 曼 -西塔 函 
涯 三 二 


数 。 这 个 函数 在 数论 中 非常 重要 , 特别 是 在 素数 分 布 的 研究 中 尤为 重要 。 关 于 这 个 
函数 , 有 一 个 非常 著名 的 未 解难 题 叫 作 黎 曼 假设 , 但 对 这 个 问题 的 进一步 讨论 远 远 
超出 了 本 书 的 范围 。 然 而 , 对 此 我 想 说 能 够 解决 这 个 难题 的 人 将 会 得 到 一 百 万 美元 
的 奖励 ,并 且 还 将 震惊 整个 数学 界 。 


.140. 第 7 章 级 数 


7.3.1 ”利用 命题 7.3.1 证 明 推 论 7.3.2。 
7.3.2 ”证 明 引 理 7.3.3。( 提 示 : 对 第 一 部 分 使 用 零 判 别 法 ,对 于 第 三 部 分 ,首先 利用 
建立 一 个 几何 级 数 公 式 


归纳 法 


Ne 


然后 使 用 引 理 6.5.2。) 
7.3.3” 设 》 an 是 一 个 绝对 收敛 的 实数 级 数 ， 满足 |as| = 0。 证 明 : 对 任意 自然 数 
n=0 %=0 
n 部 有 an = 0。 


7.4 ”级 数 的 重 排列 


不 管 我 们 怎样 重新 排列 序列 中 的 项 , 有 限 级 数 的 总 和 始终 保持 不 变 , 这 是 有 限 
级 数 的 特征 之 一 。 例如 ， 
Ql 十 Q2 十 a3 十 Q4 十 Q5 二 Q4 十 a3 十 Q5 十 Ql1 十 Q2 
在 前 文中 我 们 已 经 更 加 严格 地 叙述 了 这 一 特征 , 其 中 还 用 到 了 双 射 , 参见 注 7.1.12。 
或 许 有 人 会 问 , 对 于 无 限 级 数 是 否 也 有 同样 的 结论 ? 如 果 无 限 级 数 的 所 有 项 都 
是 非 负 的 , 那么 答案 是 肯定 的 。 
命题 7.4.1 设 a 是 一 个 收敛 的 非 负 实数 级 数 , 并 且 设 f :N 一 N 是 一 个 
0 


双 射 , 那么 ajem) 也 是 收敛 的 ,并 且 与 原 级 数 具有 相同 的 和 : 


2 wm = > orm) 
n= 


m=0 


二 


证 明 : 我 们 引入 部 分 和 Sw := 六 os 和 Tw := 六 ape。 我 们 知道 序列 (Sw)?_。 
n=0 


WE 


命题 6.3.8 


和 (Thz) 和 -0 都 是 递增 的 ， 记 工 := sup(9w)%_ L’ := sup(TM)Y0。 
可 知 , 是 有 限 的 , 而 且 实 际 上 = a。 又 根据 命题 6.3.8 可 知 , 只 要 能 够 证 明 
FE 
LL=L, 我 们 就 完成 了 证 明 。 
将 M 固定 不 变 ,， 设 Y 为 集合 了 := {fm e N :m < M}。 注意 , f 是 从 Y 到 
f(Y) 的 一 个 双 射 。 根 据 命 题 7.1.11 可 得 ， 


M 
Ty= am = am = > an 
m=0 


meEY neEf(Y) 
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序列 (f(m))M_o 是 有 限 的 ,从 而 它 是 有 界 的 , 即 存在 一 个 NN 使 得 f(m) < N 对 所 
有 的 m < M 均 成 立 。 特别 地 , f(Y) 是 {ne N :n < N} 的 一 个 子 集 ， 从 而 根据 命 
题 7.1.11 (以 及 所 有 的 on 都 是 非 负 的 假设 ) 可 得 ， 


N 
Tw = SD an < Db an = ,an = SN 


n€Ef(Y) nE{nEN:n<N} n=0 


而 由 于 (SNw)%_o 有 上 确 界 工 , 所 以 Sy 世子， 从 而 对 于 所 有 的 M 都 有 Tw < 工 。 又 
因为 L' 是 (Ty)%3_o 的 最 小 上 界 , 所 以 L' < 工 。 
同 理 (用 反 函 数 广 ! 替换 了 ) 可 以 证 明 每 一 个 Sw 都 以 L 为 上 界 , 从 而 LL。 
把 这 两 个 不 等 式 结合 在 一 起 , 就 得 到 了 要 证 明 的 结果 工 = L'。 
例 7.4.2 ”由 推论 7.3.7 可 知 , 级 数 


Ooe 


>》 1/2 =1+1/4 二 1/9+1/16 二 1/25 十 1/36 十 …: 


n=1 
是 收敛 的 。 所 以 ,如 果 我 们 成 对 地 交换 相 邻 两 项 的 位 置 ， 就 得 到 了 
1/4+1+4+1/16+1/9+1/36+1/25+.…: 


那么 这 个 级 数 也 是 收敛 的 , 并 且 与 原 级 数 具 有 相同 的 和 (这 个 和 就 是 4(2) = x2/6， 
我 们 将 在 习题 11.32.2 中 证 明 这 一 事实 )。 


现在 我 们 问 , 如 果 级 数 并 非 每 一 项 都 是 非 负 的 , 那么 会 发 生 什 么 状况 ? 只 要 级 
数 是 绝对 收敛 的 , 我 们 就 依然 可 以 对 它 进 行 重新 排列 。 


命题 7.4.3 (级 数 的 重 排列 ) 设 立 ao 是 一 个 绝对 收敛 的 实数 级 数 ， 并 且 设 
n=0 


oo 


f : N 一 NN 是 一 个 双 射 ,那么 芝 aftm) 也 是 绝对 收敛 的 ， 并 且 它 与 原 级 数 有 相同 
m=0 
的 和 : 00 Ce 
2 mn = > osem) 
= m=0 


证 明 :〈 选 学 ) 我 们 把 命题 7.4.1 应 用 到 无 限 级 数 六 a,| 上 , 由 假设 可 知 六 asl 
n=0 w=) 


是 一 个 收敛 的 非 负 级 数 。 如 果 我 们 记 工 := SD lan|， 那么 根据 命题 7.4.1 可 知 ， > 
w= m=0 
lorem| 也 收敛 于 工 。 
现在 记忆 := 学 a。 我 们 必须 证 明 六 ar) 也 收敛 于 5 。 换言之 , 给 定 任 
n=0 m=0 


M 
意 的 。 > 0, 我 们 必须 找到 一 个 M 使 得 对 每 个 M' > M 都 有 和 ur) 是 = 接近 


于 二 的 。_ 
因为 茎 la | 是 收 化 的 , 所 以 我 们 可 以 利用 命题 7.2.5 找到 一 个 Ni， 使 得 对 所 
= 
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有 的 pq 之 Ni 都 有 次 jas| < a/2。 因为 尝 。 收 敏 于 忆 , 所 以 部 分 和 六 也 收 
n=p n=0 ye) 


化 于 L'， 从 而 存在 一 个 N > Ni 使 得 六 a 是 e/2- 接 近 于 5 的 。 
入 一 二 


现在 序列 ( 广 !)) 六 是 有 限 的 ,从 而 是 有 界 的 , 于 是 存在 一 个 M 使 得 对 所 
有 的 0<n<N 都 有 f-1(n) < M。 特别 地 , 对 任意 的 M' > M， 集合 {j(m) :me 
N;m < M'} 包含 了 {neEN:n<N}。( 为 什么 ? ) 于 是 根据 命题 7.1.11, 对 任意 的 
M' > AM 都 有 


JI/ N 
2 artm = 2 on = ont 2 on 
m=0 n€E{f(m):mEN;m<M'} n=0 n€EX 


X={f(m):mEeENm< M}\{neN:ngN} 
集合 X 是 有 限 的 ， 从 而 它 以 某 个 自然 数 gq 为 上 界 , 于 是 我 们 一 定 有 
XC{neN:N+l<n<a} 
(为 什么 ? ) 所 以 根据 N 的 选取 , 有 
4 
>》 四 过 >》 lo 和 > lan|l <&e/2 


mEX mEX n=N+1 


因此 实 ajtm) 是 6/2- 接 近 于 党 @ 的 , 如 前 文 所 述 ， 江 a 是 e/2 接近 于 三 的 。 
m=0 yt} m0) 


所 以 对 所 有 的 M' > M，S arw 都 是 = 接近 于 5 的 , 这 就 是 要 证 明 的 结论 。 
0 


ug 


出 乎 意料 地 ， 当 一 个 级 数 不 绝 对 收敛 时 , 对 它 进行 重 排列 会 引发 非常 不 好 的 状 


况 。 
例 7.4.4 考虑 级 数 
1/3—1/4+1/5—1/6+1/7—1/8+.… 

这 个 级 数 不 是 绝对 收敛 的 , (为 什么 ? ) 但 由 交错 级 数 判 别 法 可 知 ， 它 是 条 件 收敛 
的 , 事实 上 , 可 以 看 出 这 个 级 数 收敛 于 一 个 正 数 (实际 上 , 它 收敛 于 In(2) -1/2 = 
0.193147.… ， 参 见 例 11.25.7)。 从 根本 上 说 ,该 级 数 和 是 正 数 的 原因 在 于 (1/3 一 
1/4)、(1/5 一 1/6) 和 (1/7 一 1/8) 都 是 正 的 , 这 可 以 用 来 证 明 每 一 个 部 分 和 都 是 正 
的 。( 为 什么 ? 你 必须 分 为 两 种 情形 来 考虑 ， 即 部 分 和 是 由 偶数 个 项 组 成 的 以 及 部 
分 和 是 由 奇数 个 项 组 成 的 。) 
但 是 , 如 果 我 们 对 这 个 级 数 进行 重新 排列 ,使 得 每 个 正 项 之 后 有 两 个 负 项 , 那 


么 有 
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1/3—1/4—1/6+1/5—1/8—1/10+1/7—1/12—1/14+.… 
于 是 部 分 和 将 很 快 变 成 负 的 (这 是 因为 (1/3 一 1/4 一 1/6), (1/5 一 1/8 一 1/10) 以 及 
更 一 般 的 (1/(2n 填 1) 一 1/4n 一 1/(4n 十 2)) 都 是 负 的 ), 从 而 这 个 级 数 收 敛 于 一 个 负 
数 。 事实 上 , 它 收敛 于 


1n(2) — 1)/2 = -0.153426 


( 
实际 上 有 一 个 令 人 惊讶 的 黎 曼 结果 , 它 表 明了 对 一 个 条 件 收敛 但 不 绝对 收敛 的 级 数 
适当 地 重新 排列 , 可 以 使 排列 后 的 级 数 收敛 于 任何 值 (或 者 发 散 , 参见 习题 8.2.6)， 
参见 定理 8.2.8。 


总 之 ， 当 一 个 级 数 绝对 收敛 时 , 对 它 进行 重 排 列 是 安全 的 ; 而 当 级 数 不 绝对 收 
敛 时 ,对 它 进行 重 排列 就 存在 一 定 的 危险 。( 这 并 不 是 说 ,对 一 个 不 绝对 收敛 的 级 
数 进 行 重 排列 就 必然 给 出 错误 的 结果 。 例如, 在 理论 物理 学 中 , 人 们 经 常 采用 类 似 
的 策略 但 最 后 仍然 常 香 得 个 正确 的 结果 。 但 这 样 做 是 有 风险 的 , 除非 它 有 一 个 
像 命题 7.4.3 那样 严格 的 结论 作为 依据 。) 


习 题 


7.4.1 设 De 是 一 个 绝对 收敛 的 实数 级 数 , 设 f : N 一 N 是 一 个 增 函 数 ( 即 对 所 有 的 


n EN 都 有 fm+1) > (mn))。 证明: 对 ayww 也 是 :绝对 收敛 的 级 数 。 [提示 : 试 着 把 


> ay(n) 的 每 一 个 部 分 和 与 an《〈 略 有 不 同 ) 的 部 分 和 进行 比较 。] 
部 王 0 n=0 


7.5 ” 根 值 判别 法 和 比值 判别 法 


现在 我 们 盖 述 并 证 明 众所周知 的 级 数 收敛 的 根 值 判别 法 和 比值 判别 法 。 
定理 7.5.1 ( 根 值 判别 法 ) 设 》 a 是 一 个 实数 级 数 , 并且 设 a := lim sup 


no00 


la 。 


(a) 如 果 a <1, 那么 级 数 立 o 是 绝对 收敛 的 (从 而 也 是 条 件 收敛 的 )。 


(b) 如 果 a > 1, 那么 级 数 沁 an 不 是 条 件 收敛 的 (从 而 也 不 可 能 是 绝对 收敛 
的 )。 
(c) 如 果 a = 1, 我 们 不 能 给 出 任何 结论 。 
证 明 : 首先 假设 a < 1， 注意， 我 们 一 定 有 a > 0， 因 为 对 任意 的 ”都 有 
Ian” > 0。 于 是 我 们 能 够 找到 一 个 。> 0 使 得 0 < w+e < 1 (例如 , 令 = := 
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人 
有 的 n > N 均 成 立 。 换言之 ，|an| 和 (e+ sj” 对 所 有 的 冯 > 六 均 成 立 。 而 由 几 
何 级 数 可 知 ， (a + sj” 是 绝对 收敛 的 ， 因 因为 0 < a +e < 1。 (注意, 根据 命题 


n= 


7.2.14(e) 可 知 , 我 们 让 级 数 的 指标 从 N 开始 是 没什么 问题 的 .) 于 是 根据 比较 判别 
法 ， 和 on 是 绝对 收敛 的 ， 从 而 又 由 命题 7.2.14(e) 可 知 ， 半 ov 是 绝对 收敛 的 。 


n=N 
ee Re eh 
一 个 n> N 使 得 on" > 1， 从 而 |an| > 1。 特别 地 ,对 任意 的 NN，(an)%y 都 不 
是 1- 接 近 于 0 的 , 从 而 (a,)%; 不 是 最 终 1- 接 近 于 0 的 , (an)%,, 不 收敛 于 0。 因 
此 根据 零 判别 法 ， 半 on 不 是 条 件 收敛 的 。 
对 于 a =1 的 情形 , 参见 习题 7.5.3。 
根 值 判别 法 是 用 上 极限 的 语言 来 描述 的 ,但 如 果 “lim lan|/” 是 收敛 的 , 那么 
极限 与 上 极限 当然 就 是 同一 个 值 。 因 此 , 我 们 可 以 用 极限 代替 上 极限 来 描述 根 值 判 
别 法 , 但 仅 当 极限 存在 时 才 行 。 
在 某 些 情况 下 , 根 值 判 别 法 用 起 来 难度 较 大 , 而 利用 下 面 这 个 引 理 我 们 就 可 以 
用 比值 来 代替 根 值 。 


引 理 7.5.2 设 (c,)% 是 一 个 正 数 序列 , 那么 我 们 有 


Cm 十 1 
C 


ee 


c 
< lim nf cs <lim sup cr < lim sup et 


nN Nn—00 N00 Cn 


1/n 1/n 


lim inf 
2 


证 明 : 这 里 有 三 个 不 等 式 需 要 证 明 。 根 据 命题 6.4.12(c) 可 以 得 到 中 间 的 不 等 
式 。 我们 将 给 出 最 后 一 个 不 等 式 的 证 明 , 并 把 第 一 个 不 等 式 的 证 明 留 作 习 题 7.5.1。 

记 工 := lim Sup 空 革 ,如果 工 = +co, 那么 不 需要 证 明 任 何事 情 〈 因 为 对 每 一 
个 广义 实数 zx 都 有 z< i 于 是 我 们 可 以 假设 工 是 一 个 有 限 实数 。( 注 意 工 不 
可 能 是 -co, 为 什么 ? ) 因为 空 芋 总 是 正 的 , 所 以 艺 > 0。 

设 = > 0,， 由 命题 6.4.12(a) 可 知 存在 一 个 N>mmn 使 得 2 二 入 大 +s 对 所 有 的 
nn 之 让 均 成 立 。 所 以 cui < cn(L+e) 对 所 有 的 nN 均 成 立 。 根据 归纳 法 , 这 表 
明 


cn 艺 cCN(L+e)” 六 对 所 有 的 n NN 均 成 立 
(为 什么 ? ) 如 果 我 们 记 4 := cn(L+e)- 六 ,那么 
cn < A(L+e)" 


从 而 cl/m < Al/"(L+e) 
对 所 有 的 nz NN 均 成 立 。 而 根据 极限 定律 (定理 6.1.19) 和 引 理 6.5.3, 我 们 有 
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lim A"(L+e)=L+e 


于 是 由 比较 原理 ( 引 理 6.4.13) 可 知 ， 


而 上 式 对 人 


(为 什么 ? 利用 反 证 法 证 明 。) 这 就 是 要 证 明 的 结论 。 


的 假设 是 为 了 保证 


同 理 


lim sup cl/n <Li+ie 


也 一 OO 


F 意 的 = > 0 都 成 立 , 因此 


lim sup cl/n <L 


no00 


根据 定理 7.5.1 和 


1 引 理 7.5.2( 以 及 习题 7.5.3) 可 得 ， 


推论 7.5.3 比 值 判别 法 ) 设 > an 是 一 个 所 有 项 都 不 为 零 的 级 数 (不 为 零 


。 如果 lim sup | 
的 )。 

。 如果 lim inf | 
绝对 收敛 的 )。 


下 文中 的 比值 lanril/lan| 是 有 意义 的 )。 


各 二 < 1， 那么 级 数 》 on 是 绝对 收敛 的 (从 而 是 条 件 收敛 


AAA 


名 二 > 1, 那么 级 数 》 on 不 是 条 件 收敛 的 〈 从 而 不 可 能 是 


。 在 其 余 情 况 下 , 我 们 无 法 给 出 任何 结论 。 
从 引 理 7.5.2 中 推出 的 另 一 个 结论 是 下 面 的 极限 。 


命题 7.5.4 lim 


nil/n = 1。 


证 明 : 根据 引 理 7.5.2、 命题 6.1.11 以 及 极限 定律 (定理 6.1.19), 我 们 有 
lim sup nl <lim sup (n+1)/n=lim sup (1+1/n)=1 


人 OO 


可 知 ， 


及 一 OO 


lim inf nl >limn inf +1)/n=lim inf (1+1/n)=1 


于 是 利 月 
注 7.5.5 


有 命题 6.4.12(c) 和 (f) 就 得 到 要 证 的 结论 。 
除了 比值 判别 法 和 根 值 判 别 法 , 另 一 个 非常 有 用 的 收敛 判别 法 是 积 


分 判别 法 , 我 们 将 在 命题 11.6.4 中 予以 介绍 。 


7.5.1 


习 题 


证 明 引 理 7.5.2 中 第 一 个 不 等 式 。 


7.5.2 设 z 是 一 个 满足 |z| < 1 的 实数 ,并 设 9 是 实数 。 证 明 : 级 数 2 msz” 是 绝对 收敛 
物 三 1 


的 , 并且 lim nx” = 0。 
no0 
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7.5.3 ”给 出 一 个 发 散 级 数 ” 江 a 的 例子 ， 其 中 每 一 项 an 都 是 正 数 并 且 使 得 
说 二 十 
jim ali/as = lim ay” = 1。 另 外 给 出 一 个 收敛 级 数 六 如 的 例子 ， 其 中 每 一 
侯 一 OO 7 一 OO 而 三 让 


项 如 都 是 正 数 并 且 使 得 lim bnt1/bn = ,lim bm” 二 1。( 提 示 : 利用 推论 7.3.7。) 这 
表明 即使 级 数 的 所 有 项 都 是 正 的 且 所 有 的 极限 也 都 收敛 ,比值 判别 法 和 根 值 判 别 法 也 


可 能 无 法 判定 级 数 是 否 收敛 。 


现在 我 们 回 过 头 来 研究 集合 论 ， 特别 要 对 无 限 集 ( 即 任意 自然 数 ”都 不 是 其 
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基数 的 集合 ) 的 基数 进行 研究 。 在 3.6 节 中 曾 首次 提 到 了 无 限 集 。 


8.1 “可 数 性 


根据 命题 3.6.14(c) 可 知 ， 如 果 X 是 有 限 集 并 且 节 是 X 的 真子 集 ， 那 么 并 
与 X 的 基数 不 相等 。 但 对 于 无 限 集 , 情况 就 不 是 这 样 的 。 例如 ， 由 定理 3.6.12 可 


知 ， 自 然 数 集 N 是 无 限 集 。 由 命题 3.6.14(a) 可 知 , 集合 N - {0} 也 是 无 限 集 (为 
什么 ? ), 并 且 它 还 是 N 的 真子 集 。 然 而 , 尽管 集合 N 一 {0} 比 N“ 更 小 ” 但 它 与 
N 仍 有 相同 的 基数 ， 因 为 定义 为 f(n) := n+1 的 函数 了 :N 一 NN 一 {0} 是 一 个 从 
N 到 N 一 {0} 的 双 射 (为 什么 ? )。 这 是 无 限 集 的 一 个 特点 , 参见 习题 8.1.1。 


现在 我 们 来 区 分 两 种 类 型 的 无 限 集 : 可 数 集 和 不 可 数 集 。 


定义 8.1.1〔 可 数 集 ) 集合 X 是 可 数 无 限 的 〈 或 简称 为 可 数 的 )， 当 且 仅 当 
X 与 自然 数 集 N 有 相等 的 基数 。 集 合 X 是 至 多 可 数 的 ， 当 且 仅 当 X 是 可 数 的 或 


和 是 有 限 的 。 如 果 
数 的 。 


一 个 集合 是 无 限 的 并 且 不 是 可 数 的 ,那么 我 们 称 该 集合 是 不 可 


注 8.1.2 ”可 数 无 限 集 也 被 称 作 可 列 集 。 
例 8.1.3 ”从 前 面 的 讨论 中 我 们 看 到 NN 是 可 数 的 , 从 而 N 一 {0} 也 是 可 数 的 。 


另 一 个 可 数 集 的 例子 是 偶 自 然 数 集 {2n : n e N}， 因为 函数 f(n) := 27 构成 了 N 


与 偶 自然 数 集 之 间 


的 一 个 双 射 。( 为 什么 ? ) 


设 X 是 一 个 可 


的 每 一 个 元 素 都 恰 
们 有 


个 元 素 f(1), 然后 
f(0)、 f(1)、 f(2)、: 
什么 这 些 集合 被 称 


数 集 , 那么 由 定义 可 知 , 存在 一 个 双 射 1 : N 一 X。 于 是 X 中 


一 个 自然 数 n 来 决定 并 能 够 写成 f(n) 的 形式 。 通俗 地 说 , 我 


因此 可 数 集 能 够 被 排 成 一 个 序列 ， 从 而 我 们 有 第 零 个 元 素 f(0)， 其 后 紧 跟 着 第 一 


紧 跟着 第 二 个 元 素 1(2)， 以 此 类 推 。 这 种 方式 使 得 所 有 的 元 素 
i 互 不 相同 , 并且 它们 共同 填 满 了 整个 集合 X。( 这 就 是 为 
作 是 可 数 的 ， 因 为 我 们 可 以 逐个 地 去 数 它 们 ， 从 了 (0) 开始 ， 然 
E,) 


后 是 f(1), 以 此 类 
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因此 , 为 什么 自然 数 集 
N = {0, 1,2,3,...} 
正 整数 集 
以 及 偶 自 然 数 集 
{0,2,468 
都 是 可 数 的 就 显而易见 了 。 然 而 ， 整 数 集 
Z={.… ,—3, —2,—1,0,1,2,3,...} 

有 理 数 集 


R= {0, V2, —7n, 2.5,...} 
是 否 可 数 就 不 那么 明显 了 。 例 如 ， 目 前 我 们 还 不 Wd i 


了 (0),; 了 (1), f(2),…。 稍 后 我 们 会 给 出 这 些 问题 的 答 

根据 命题 3.6.4 和 定理 3.6.12， 我 们 知道 可 数 集 是 无 限 集 。 然而 是 否 所 有 的 无 
限 集 都 是 可 数 的 , 我 们 尚 不 清楚 。 稍 后 我 们 同样 会 回答 这 些 问 题 。 首先 , 我 们 需要 
下 面 这 个 重要 的 原理 。 

命题 8.1.4( 良 序 原理 ) 设 X 是 自然 数 集 N 的 一 个 非 空子 集 , 那么 恰好 存在 
一 个 元 素 me X， 使 得 对 所 有 的 m exX 都 有 n < m。 换言之 , 任意 一 个 元 素 为 自 
然 数 的 非 空 集合 都 有 一 个 最 小 元 素 。 

证 明 : 参见 习题 8.1.2。 

我 们 把 由 良 序 原理 给 出 的 元 素 半 称 作 X 的 最 小 值 , 并 记 作 min(X)。 例 如 , 集 
合 {2,4,6,8,…} 的 最 小 值 是 2。 这 里 的 最 小 值 显然 与 定义 5.5.10 中 X 的 下 确 界 是 
同一 个 值 。( 为 什么 ? ) 


命题 8.1.5 设 X 是 自然 数 集 N 的 一 个 无 限 子 集 , 那么 存在 唯一 一 个 递增 的 


双 射 了 : N 一 XX， 这 里 


递增 指 的 是 对 所 有 的 ne N 都 有 f(n 十 1) > f(n)。 特别 


地 , X 与 N 具有 相等 的 基数 , 所 以 X 是 可 数 的 。 


证 明 : 我 们 给 出 这 个 证 明 的 不 完整 框架 
“2» 来 标记 。 这 些 细节 


， 其 中 留 下 一 些 待 补充 的 细节 用 问号 


将 在 习题 8.1.3 中 补充 完整 。 
现在 我 们 根据 下 述 公 式 来 递归 地 定义 一 个 自然 数 序列 ao0, a1, a2,… 


an :二 min{x € 关 :对 所 有 的 m <n 均 有 x am} 


是 X 的 最 小 元 素 ; az 是 X 的 第 三 


小 元 素 ; 


直观 地 说 , ao 是 X 的 最 小 元 素 ; al 是 XX 的 第 二 小 元 素 , 即 只 要 把 ao 删除 挥 , al 就 


以 此 类 推 。 注意 , 为 了 定义 cn， 对 于 一 
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切 m <n 我 们 只 需要 知道 ww 值 就 可 以 了 , 因此 这 个 定义 是 递归 的 。 另 外 , 因为 X 
是 无 限 集 , 所 以 集合 {ze XX : 对 所 有 的 mm <n 均 有 zx 冯 am} 也 是 无 限 集 0?)， 从 而 
是 非 空 的 。 因 此 根据 良 序 原理 ， 最 小 值 min{fz < 和 : 对 所 有 的 m < n 均 有 z # am} 


我 们 可 以 证 明 〈?) (a,)%_o 是 一 个 递增 序列 , 即 
a0 <al<a2 < 

并 且 对 所 有 的 nn 关 mw 均 有 an 关 am(?)。 此 外 ， 对 于 任意 的 自然 数 n 均 有 (?) 
an EX。 

现在 定义 函数 :NN 一 匀 为 f(n) := an。 从 上 一 段 中 我 们 知道 了 是 一 对 一 的 。 
现在 我 们 证 明 f 是 映 上 的 。 换言之 , 我 们 要 证 明 对 于 每 个 x e X 都 存在 一 个 n 使 
得 au = xz。 
令 ze XX, 利用 反 证 法 , 假设 对 每 一 个 自然 数 n 都 有 a, 关 x， 那么 这 表明 (?) 
对 于 所 有 的 n, xz 都 是 集合 {zx € XX :对 所 有 的 mm <n 均 有 z 关 am} 中 的 元 素 。 根据 
an 的 定义 可 知 , 这 表明 了 对 任意 的 自然 数 ”都 有 z > an。 又 因为 (an)>%>o 是 一 个 
递增 序列 , 所 以 on > n(?), 从 而 x zn 对 任意 的 自然 数 ” 均 成 立 。 特 别 地 , 我 们 
有 zy>z+l, 这 是 一 个 矛盾 。 因 此 一 定 存在 某 个 自然 数 n 使 得 a, = x， 从 而 了 是 
映 上 的 。 
因为 f :NN 一 X 既是 一 对 一 又 是 映 上 的 ,所 以 它 是 一 个 双 射 。 因 此 ,我 们 至 
少 能 够 找到 一 个 从 N 到 X 的 递增 双 射 。 现 在 利用 反 证 法 ， 假 设 存在 另外 一 个 从 
N 到 X 的 递增 双 射 g, 并 且 9 不 等 于 f。 于 是 集合 {neE N : g(n) 关 f(n)} 是 非 空 
的 。 定义 mm:= min{fn EN :g(n) 关 fn)}, 那么 g(m) 关 f(m) = an， 并 且 对 所 有 的 
n<m 均 有 g(n) = f(n) = an。 但 由 此 可 知 , 必然 有 (?) 

g(m) = min{x € XX :对 所 有 的 t < m 均 有 zx at} = am 

这 是 一 个 矛盾 ,因此 除了 户 不 存在 其 他 从 N 到 XX 的 递增 双 射 。 
定义 可 知 ， 有 限 集 是 至 多 可 数 的 , 于 是 得 出 下 述 推论 。 
推论 8.1.6 自然数 集 的 所 有 子 集 都 是 至 多 可 数 的 。 


推论 8.1.7 如 果 X 是 一 个 至 多 可 数 的 集合 , 并 且 世 是 X 的 一 个 子 集 , 那么 
Y 也 是 至 多 可 数 的 。 

证 明 : 如 果 X 是 有 限 集 , 那么 根据 命题 3.6.14(c) 可 以 得 出 结论 。 假设 X 是 可 
数 的 , 那么 在 X 和 之 间 存 在 一 个 双 射 1 :XX 一 N。 因为 Y 是 X 的 子 集 并 且 f 
是 从 匀 到 NN 的 双 射 , 所 以 把 了 限制 在 Y 上 就 得 到 了 了 和 f(Y) 之 间 的 一 个 双 
射 。( 为 什么 是 双 射 ? ) 于 是 f(Y) 与 Y 有 相同 的 基数 , 而 f(Y) 是 NN 的 一 个 子 集 ， 
从 而 根据 推论 8.1.6 可 知 ，f(Y) 是 至 多 可 数 的 。 因 此 Y 也 是 至 多 可 数 的 。 


小 
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Du 


命题 8.1.8 设 Y 是 一 个 集合 , 并 且 设 f :N 一 了 是 一 个 函数 , 那么 f(N) 
至 多 可 数 的 。 

证 明 : 参见 习题 8.1.4。 

推论 8.1.9 设 X 是 一 个 可 数 集 ,， 并 且 设 f :一 站 是 一 个 函数 , 那么 f(X) 
是 至 多 可 数 的 。 

证 明 : 参见 习题 8.1.5。 

命题 8.1.10 设 X 是 一 个 可 数 集 , 并 且 设 Y 也 是 一 个 可 数 集 , 那么 XUY 是 
可 数 集 。 

证 明 : 参见 习题 8.1.7。 

总 之 , 一 个 可 数 集 的 任何 子 集 和 和 象 集 都 是 至 多 可 数 的 , 并 且 有 限 个 可 数 集 的 并 
集 仍然 是 可 数 集 。 现 在 我 们 可 以 建立 整数 集 的 可 数 性 。 

推论 8.1.11 整数 集 Z 是 可 数 集 。 

证 明 : 我 们 已 经 知道 自然 数 集 N = {0,1,2,3,…} 是 可 数 集 , 那么 集合 ~-N 

N:={-—n:neN}=1{0,-1,—2,—3,.…} 

也 是 可 数 集 ， 这 是 因为 映射 fm := -n 是 N 和 一 N 之 间 的 一 个 双 射 。 由 于 整数 
集 是 N 和 一 N 的 并 集 , 所 以 根据 命题 8.1.10 就 可 以 推出 要 证 明 的 结论 。 
为 了 建立 有 理 数 集 的 可 数 性 ， 我 们 需要 把 可 数 性 与 笛 卡 儿 积 联系 起 来 。 特 别 
地 , 我 们 要 证 明 集合 N x N 是 可 数 的 。 首 先 , 我 们 需要 一 个 预备 引 理 。 

引 理 8.1.12 集合 

A:={(n,m)EeENxN:0<m<n} 


是 可 数 集 。 
证 明 : 递归 地 定义 序列 a0, ai,a2,…， 其 中 ao := 0, 并 且 对 任意 的 自然 数 n 有 


Qn+l :一 an 十 nN 十 1。 于 是 


ao = 0,a1 二 0 十 1,a2 = 二 0 十 1 十 2,a3= 二 0 十 1 十 2 十 3,…: 
利用 归纳 法 , 我 们 可 以 证 明 (a)%o 是 递增 的 , 即 只 要 n> m, 就 有 a, > am。( 为 
什么 ? ) 
现在 定义 函数 1:A4 一 NN 为 
fn,m) :一 an 十 7 
我 们 要 证 明 f 是 一 对 一 的 。 换言之, 如 果 (n,m) 和 (wm/) 是 4 中 任意 两 个 不 同 
的 元 素 ,那么 我 们 要 证 明 f(r,m) f(r,m)。 
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为 了 证 明 上 述 结论 , 设 (n,m) 和 (mw,m) 是 4 中 两 个 不 同 的 元 素 。 那么 存在 三 
种 情形 : w = wm、 >n 以 及 mn <n。 首先 假设 n=n, 那么 我 们 一 定 有 m 关 m ,人 奋 
则 (n,m) 与 (mw,m') 就 是 相同 的 。 于 是 om 十 不 头巾 十 mo 从 而 f(n,m) # fwW,m’)， 
这 就 是 要 证 明 的 结果 。 

现在 假设 n>n, 于 是 nn 之 nn 十 1， 从 而 


fmMm)=anw+m 2 an 2 antl=an+t+n+t+l 
而 根据 (n,m) € 4 可 知 , m <n<n+1， 从 而 
jp atnt1l>atm= fn,m) 
因此 f (n,n ) 关 f (n,m). 
对 于 mn/ < n 的 情形 也 可 类 似 地 证 明 ， 只 需 把 上 述 论证 过 程 中 n 和 n/' 互 换 即 
可 。 于 是 我 们 证 明了 了 是 一 对 一 的 , 所 以 f 是 从 4 到 f(4) 的 双 射 ， 从 而 4 和 
f(4) 有 相同 的 基数 。 而 f(4) 是 N 的 一 个 子 集 ， 进而 根据 推论 8.1.6 可 知 ，f(4) 
是 至 多 可 数 的 。 因 此 4 是 至 多 可 数 的 。 但 4 显然 不 是 有 限 集 , (为 什么 ? 提示 : 如 
果 4 是 有 限 集 , 那么 4 的 任意 一 个 子 集 都 是 有 限 集 , 从 而 {(n,0) :ne N} 是 有 限 
集 , 但 这 个 集合 明显 是 可 数 无 限 的 , 这 就 出 现 了 矛盾 ) 因此 4 一 定 是 可 数 集 。 
推论 8.1.13 集合 N xN 是 可 数 集 。 
证 明 : 我 们 已 经 知道 集合 
A:={(n,m)EeENxN:0<mz<n} 
是 可 数 集 。 这 表明 集合 


lu 


B:={(n,m)eENxN:0<n<m} 
也 是 一 个 可 数 集 ，, 这 是 因为 定义 为 f(rn,m) := (m,n) 的 映射 f:4 一 B 是 从 A 到 
B 的 双 射 。 (为 什么 ? ) 而 由 NxN 是 4 和 B 的 并 集 (为 什么 ?) 可 知 ， 从 命题 
8.1.10 中 可 以 推出 要 证 明 的 结论 。 

推论 8.1.14 如 果 X 和 了 都 是 可 数 集 , 那么 X xyY 也 是 可 数 集 。 

证 明 : 参见 习题 8.1.8。 

推论 8.1.15 有 理 数 集 Q 是 可 数 集 。 

证 明 : 我 们 已 经 知道 整数 集 Z 是 可 数 集 ， 那 么 非 零 整数 集 Z -~ {0} 也 是 可 数 
集 。( 为 什么 ? ) 根据 推论 8.1.14 可 知 , 集合 

Zx(Z-{0h={cwo:abocZD 天 0} 

是 可 数 集 。 如 果 设 1/:Zx(Z-{0h 一 Q 为 函数 f(a,0) := a/b (注意 是 有 意义 
的 , 因为 5b 不 等 于 零 ), 那么 从 推论 8.1.9 可 知 , f(Z x (Z 一 {0})) 是 至 多 可 数 的 。 而 
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f(Z x (Z 一 {0))) = Q,; (为 什么 ?这 基本 上 就 是 有 理 数 集 Q 的 定义 ) 于 是 Q 是 至 多 


可 数 的 。 但 
注 8.1.16 


其 中 , 序列 中 的 每 一 项 与 其 他 任意 一 项 都 不 相等 ， 
元 素 ( 即 每 一 个 有 
具体 序列 Q0,Q1, 


8.1.1 


8.1.2 


8.1.3 
8.1.4 


8.1.5 
8.1.6 
8.1.7 


8.1.8 
8.1.9 


8.1.10 


Q 不 可 能 是 有 限 集 , 因为 它 包 含 了 无 限 集 N。 因 此 , Q 是 可 数 集 。 
因为 有 理 数 集 是 可 数 集 ， 所 以 从 原则 上 来 说 可 以 把 有 理 数 集 排 成 


a 


Q er {Qa0,Q1, 2,43,..* } 


并且 该 序列 穷尽 了 Q 中 的 所 有 


I 


复数 都 成 为 序列 中 的 某 一 项 on )。 但 是 尝试 真正 地 找到 这 样 一 个 
是 非常 困难 的 (尽管 这 是 有 可 能 的 ), 参见 习题 8.1.10。 


习 题 


设 X 是 一 个 集合 , 证 明 : X 是 无 限 集 ， 当 且 仅 当 存 在 X 的 一 个 真子 集 Y CX 与 X 


有 相同 的 基数 。( 本 题 要 用 到 选择 公理 和 公理 8.1。) 


证 明 命题 8.1.4。 [提示 : 可 以 利用 归纳 法 、 无 穷 递 降 原理 、 习 题 4.4.2、 最 小 上 界 (或 最 


大 下 界 ) 原理 


或 定理 5.5.9。] 如 果 把 良 序 原 理 中 的 自然 数 蔡 换 成 整数 , 那么 该 原理 还 


成 立 吗 ? 如 果 把 自然 数 蔡 换 成 正 有 理 数 ,结果 又 如 何 ? 请 给 出 解释 。 
把 命题 8.1.5 中 标记 (?) 的 细节 补充 完整 。 


证 明 命题 8 
舍 太 


-在 口 


序列 f(0),f 


.1.8。( 提 示 : 这 里 基本 的 问题 是 没有 假设 f 是 一 对 一 的 。 定 义 A 为 


A := {neEN:f(m) 关 f(n) 对 所 有 的 0 < m <n 均 成 立 } 
通俗 地 说 ，A 是 由 满足 如 下 条 件 的 自然 数 n 构成 的 集合 : rn 所 对 应 的 f(n) 不 出 现在 


(1),… ,fn 一 1) 中 。 证 明 如 果 把 限制 在 4 上 , 那么 f 就 成 为 从 A 到 


f(4) 的 双 射 , 然后 利用 命题 8.1.5。) 


利用 命题 8.1.8 证 明 推 论 8.1.9。 
三 


设 4 是 集合 , 证 明 : 4 是 至 多 可 数 的 , 当 且 仅 当 存在 从 4 到 N 的 单 射 /: 4 一 N。 


设 了 是 一 个 


CE 


找到 一 个 从 


明 : 集合 (J 4。 也 是 至 多 可 数 的 。 特 别 地 ， 可 数 个 可 数 集 的 并 集 是 可 数 集 。( 本 题 要 
到 选择 公理 ， 


证 明 命 题 8.1.10。( 提 示 : 根据 假设 , 我 们 有 双 射 上: N 一 X 和 双 射 9:N 一 Y。 现在 
定义 h:N 一 XUY 如 下 : 对 任意 的 自然 数 n, 令 h(2n) := f(n) 且 h(2n+1) := g(n)， 
证 明 h(N) = XUY。 然后 利用 推论 8.1.9 并 证 明 XUY 不 可 能 是 有 限 集 。) 

利用 推论 8.1.13 证 明 推 论 8.1.14。 


至 多 可 数 的 集合 , 并 且 对 每 个 a e 1, 令 4。 为 一 个 至 多 可 数 的 集合 。 证 


和 


参见 8.4 节 。) 
自然 数 集 到 有 理 数 集 的 双 射 f: N 一 Q。( 注 意 : 真正 找到 一 个 具体 的 f 


需要 非常 高 


超 的 技巧 ,而 且 使 得 f 同时 是 单 射 和 满 射 是 很 困难 的 。) 
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8.2 ”在 无 限 集 上 求 和 


现在 我 们 引入 在 可 数 集 上 求 和 的 概念 , 只 要 和 是 绝对 收敛 的 , 这 个 概念 就 是 定 

义 明确 的 。 

定义 8.2.1〈 可 数 集 上 的 级 数 ) 设 是 一 个 可 数 集 , 并 且 设 f:XX 一 R 是 

一 个 函数 ,我们 称 级 数 》 jz) 是 绝对 收敛 的 , 当 且 仅 当 存在 某 个 双 射 9: N 一 和 
XEX 


使 得 级 数 六 f(g(n)) 是 绝对 收敛 的 。 此 时 我 们 定义 
0 


> 1(7) = > f(g(n)) 
n=0 


EX 
根据 命题 7.4.3 (和 命题 3.6.4), 我 们 可 以 证 明 这 些 定义 与 9 的 选取 无 天 ， 从 
而 它们 是 定义 明确 的 。 
现在 我 们 能 够 给 出 一 个 关于 二 重 求 和 的 重要 定理 。 
定理 8.2.2 (关于 无 限 和 的 富 比 尼 定 理 ) 设 f:N xN 一 R 是 一 个 使 得 
fn,m) 绝对 收敛 的 函数 。 那 么 


(n,m)ENxN 


玫 


0 


n=0 \m= (n,m)ENxN 


(m,n)ENxN 


> tum)] 
m=0 \n=0 

换言之 , 只 要 整个 级 数 的 和 是 绝对 收敛 的 , 我 们 就 可 以 交换 无 限 和 的 次 序 。 你 
应 该 把 这 个 结论 与 例 1.2.5 进行 比较 。 

证 明 : (只 给 出 一 个 证 明 的 框架 ， 这 个 证 明 比 其 他 证 明 要 复杂 得 多 ， 所 以 把 它 
作为 选 学 内 容 ) 第 二 个 等 式 能 够 很 容易 从 命题 7.4.3 (和 命题 3.6.4) 中 推出 。 由 于 
第 三 个 等 式 的 证 明 与 第 一 个 等 式 非 常 相似 (基本 上 只 需要 交换 n 和 m), 所 以 我 们 
只 证 明 第 一 个 等 式 。 
首先 我 们 考虑 f(n,m) 始终 是 非 负数 的 情形 ( 稍 后 我 们 会 对 一 般 的 情形 进行 处 
理 )。 记 


D3= >》， f (n,m) 


(n,m)ENxN 


我 们 的 任务 是 证 明 级 数 > fn,m)) 收敛 于 工 。 


很 容易 证 明 , 对 所 有 的 有 限 集 XCNxN 都 有 ”站 jnm) 芯 荆 ( 为 什么 ? 


(n,m)EX 


使 用 N x N 和 N 之 间 的 一 个 双 射 g, 然后 利用 g(X) 是 有 限 集 从 而 是 有 界 的 这 一 
事实 )。 特别 地 , 对 每 一 个 neEN 和 M Ee N 都 有 党 f(n,m) < 上, 那么 根据 命题 
m=0 
6.3.8 可 知 ， 这 意味 着 对 于 每 一 个 m， f(n,m) 都 是 收敛 的 。 类 似 地 ， 对 任意 的 
70 一 0 


NeN 和 MeN 都 有 (利用 推论 7.1.14) 
Fe 
DY jms 》 fm)<L 
n=0 m=0 (nm)EX 
其 中 X 是 集合 {(n,m) e N x N:n < N,m < M}, 并且 由 命题 3.6.14 可 知 , X 是 
有 限 集 。 当 M 一 ce 时, 对 上 面 的 式 子 取 上 确 界 可 得 (利用 极限 定律 并 对 N 使 用 


归纳 法 )， Ne 
DL 


n=0 m=0 


命题 6.3.8 可 知 , 这 表明 六 芝 f(n,m) 收敛 以 及 
n=0m=0 


D2, Fm) <L 


n=0 m=0 


为 了 完成 这 个 证 明 ， 只 需要 证 明 对 于 任意 的 s > 0 都 有 


> >》 jwm)> 工 一 s 


n=0 m=0 
即 可 。( 为 什么 只 需要 证 明 这 一 点 就 足够 了 ? 利用 反 证 法 证 明 。) 设 s > 0, 根据 工 
的 定义 , 我 们 能 够 找到 一 个 有 限 集 CNxN 使 得 ”ff(n,m) >L-e。( 为 什 


(nm)EX 
么 ? ) 集合 X 作为 有 限 集 必定 包含 在 某 个 形 如 := {(n,m)eENxN:n<N;m< 


M} 的 集合 中 。( 为 什么 ? 利用 归纳 法 ) 于 是 根据 推论 7.1.14 可 得 ， 


N M 
D2 Tm Df) Ye fm) SL 


n=0 m=0 (n,m)EY (n,m)EX 
从 而 

co 00 N co N M 

n=0 m=0 n=0 m=0 n=0 m=0 
结论 得 证 。 


这 就 证 明了 当 所 有 f(n,m) 都 是 非 负 数 时 的 结论 。 同 理 可 以 证 明 全 体 f(n,m) 
都 是 非 正 数 时 的 结论 。( 事 实 上 ， 我 们 可 以 把 刚刚 得 到 的 结果 简单 地 应 用 到 函数 
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一 f(n,m) 上 ， 然 后 利用 极限 定律 去 掉 负 号 。) 对 于 一 般 的 情形 ， 我 们 注意 到 ， 任 
意 的 函数 f(n,m) 都 可 以 写成 为什么? ) 天 (n,m) 十 (rn,m)， 其 中 (n,m) 


是 f(n,m) 的 


正 数 部 分 ( 


即 当 了 (n,m) 为 正 数 时 ， 记 (n,m) 等 于 f(n,m)， 否 则 


所 (n,m) 就 等 于 0)，f_ (n,m) 是 f(n,m) 的 负数 部 分 ( 当 f(n,m) 为 负数 时 ， 它 等 
于 f(n,m)， 否则 它 就 等 于 0)。 容 易 证 明 ， 如 果 ff(n,m) 是 绝对 收敛 的 ， 


那么 


(n,m)ENx 


刚 得 到 的 结果 


N 


(n,m)ENxN 


广 (wm) 和 天 (n,m) 也 都 是 绝对 收敛 的 。 于 是 我 们 把 刚 


(n,m)ENxN 


应 用 到 和 广 上 , 并 用 极限 定律 把 它们 加 起 来 ,从 而 就 得 到 了 关 
于 一 般 的 f 的 结论 。 


绝对 收敛 的 级 数 还 有 另 一 个 特征 。 
引 理 8.2.3 设 X 是 一 个 至 多 可 数 的 集合 ,并且 设 让 : X 一 及 是 一 个 函数 。 


那么 级 数 》 jz) 是 绝对 
EX 


证 明 : 参见 习题 8.2.1。 


受到 这 个 


Tr 


收敛 的 ， 当 且 仅 当 


人 |f(z)|:ACX,A 是 有 Re] < oo 


EA 


引 理 的 启发 , 我 们 现在 可 以 定义 绝对 收敛 级 数 的 概念 , 而 且 即 便 集合 


X 是 不 可 数 集 也 适用 于 该 
定义 8.2.4 设 X 是 一 个 集合 〈 可 以 是 不 可 数 集 )， 并 且 设 站 :和 X 一 及 是 一 个 
函数 , 级 数 f(x) 是 绝对 收敛 的 ， 当 且 仅 当 
rzEX 


Tr 


定义 。( 在 下 一 节 中 , 我 们 会 给 出 一 些 不 可 数 集 的 例子 。) 


人 |f(z)|:ACX,A 是 有 | < oo 
EA 


注意 ,我 们 还 没有 说 明 级 数 f(z) 等 于 什么 。 而 利用 下 面 这 个 引 理 就 可 以 
xEX 


得 到 答案 。 


引 理 8.2.5 设 X 是 一 个 集合 〈 可 以 是 不 可 数 集 )， 并且 设 1 :X 一 R 是 一 个 


(这 个 结论 要 月 


使 得 级 数 > f(z) 绝对 收敛 的 函数 ， 那 么 集合 {x e XX : f(x) 关 0} 是 至 多 可 数 的 
XEX 


日 到 选择 公 性 


证 明 : 参见 习题 8.2.2。 
因此 ， 对 于 不 可 数 集 X 上 任意 一 个 绝对 收敛 的 级 数 六 f(x), 我 们 可 以 定义 
XEX 


它 的 值 为 


EE 参见 8.4 节 )。 


> jz:= > f(z), 


rEX TEX:f (I)#A0 
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这 是 因为 我 们 已 经 用 可 数 集 {zeX: f(x) 关 0} 上 的 和 替代 了 不 可 数 集 X 上 的 和 


(注意 , 如 果 f(x) 是 绝对 收敛 的 , 那么 。 ”f(x) 也 是 绝对 收敛 的 )。 还 要 
rzEX 


兴 


ZEX:F(z) 天 0 


主意 ， 这 个 定义 与 我 们 已 有 的 那些 关于 可 数 集 上 级 数 的 定义 是 一 致 的 。 


i 
o 


我 们 给 出 一 些 关 于 任意 集合 上 绝对 收敛 级 数 的 定 得 
命题 8.2.6 绝对 收敛 级 数 的 定律 ) 设 X 是 任意 一 个 集合 (可 以 是 不 可 数 


个 


集 ), 设 f:XX 一 R 和 g :XX 一 R 是 使 得 Di f(z) 和 g(x) 都 绝对 收敛 的 两 
EX EX 


人 


(a) 级 数 》 (jz) 十 g(z)) 是 绝对 收敛 的 ,并 且 
ZEX 
>》 (flz)+g(z))= >》 f(z) + > 9g(z) 


EX EX ZE 和 


(b) 如 果 e 是 一 个 实数 , 那么 cjf(z) 是 绝对 收敛 的 , 并 且 


XEX 


>》 cj(tz)=e>》 Hz) 


EX EX 


(c) 如 果 存 在 两 个 不 相交 的 集合 Xi 和 X 使 得 = Xi1UX2, 那么 六 f(x) 
ZEX1 
和 》 jz) 都 是 绝对 收敛 的 , 并 且 


ZEX2 
> fx)= >》 jz)+ >》 jz) 


ZEXIUX2 ZEX1 LEX 
反 过 来 , 如 果 hh:X 一 RR 使 得 并 h(z) 和 并 h(z) 都 是 绝对 收敛 的 , 屠 
ZEX1 ZEX2 
么 ”于 h(xz) 也 是 绝对 收敛 的 ,并且 


ZEX1IUX2 
> hz)= 》 jz)+ 》 hlz) 


ZEXIUX2 ZEX1 TEX2 


(d) 如 果 Y 是 另 一 个 集合 , 并 且 $:Y 一 X 是 一 个 双 射 , 那么 2 f(G(Y)) 是 
VE 
绝对 收敛 的 , 并且 


2 f(0(%)) = > f(7) 


VE ZEX 
(当头 是 不 可 数 集 时 ,本 结论 要 用 到 选择 公理 , 参见 8.4 节 。) 
证 阴 : 参见 习题 8.2.3。 
回顾 例 7.4.4， 如 果 一 个 级 数 是 条 件 收敛 但 不 绝对 收敛 的 ， 那么 对 它 进行 重 排 
列 就 会 产生 不 好 的 结果 。 现 在 我 们 进一步 分 析 这 一 现象 。 
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引 理 8.2.7 设 二 mm 是 一 个 条 件 收 和 敛 但 不 绝对 收 和 敛 的 实数 级 数 ， 定 义 集合 
A+1: 二 人 meEN:on>20 和 4_ :={neN:a,<0}, 于 是 44U4_=NE 
Ajn4_ = 8g。 那么 级 数 六 an 和 对 an 都 不 是 条 件 收敛 的 (从 而 也 不 是 绝对 
收 伊 的 )。 nEA+ mmE4- 

证 明 : 参见 习题 8.2.4。 

现在 我 们 将 给 出 格 奥 尔 格 ”和 歼 曼 (1826 一 1866) 的 一 个 非常 著名 的 定理 。 该 定 
理 断 言 ， 对 一 个 条 件 收敛 但 不 绝对 收敛 的 级 数 进行 适当 的 重 排 列 就 可 以 使 它 收敛 
于 任何 值 。 

定理 8.2.8 设 bo 是 一 个 条 件 收 敛 但 不 绝对 收敛 的 级 数 , 并 设 工 是 任意 


个 实数 那么 存在 一 个 双 射 J: N 一 N 使 得 学 ortm 条 件 收敛 于 工 。 
m=0 


证 明 : ( 选 学 ) 我 们 给 出 证 明 的 框架 ,其 中 的 细节 将 留 到 习题 8.2.5 中 补充 完 
整 。 设 4; 和 A_ 是 引 理 8.2.7 中 定义 的 集合 ， 根 据 该 引 理 可 知 ， 交 7 a 和 5D an 
mEA4+ mE4- 
都 不 是 绝对 收敛 的 。 特别 地 ，A.: 和 4_ 都 是 无 限 集 。( 为 什么 ? ) 根据 命题 8.1.5， 
我 们 能 够 找到 递增 的 双 射 方 :N 一 4 和 广 :N 一 4 。 于 是 级 数 >》 ar on 和 
= 
ap_(m) 都 不 是 绝对 收敛 的 ,为 什么 ? ) 我 们 计划 按照 某 种 适当 的 顺序 从 发 散 级 


nd 
数 生 or,om 和 江 of_om 中 选取 一 些 元 素 , 使 它们 的 和 收敛 于 工 。 
m=0 m0 


按照 下 面 的 方式 递归 地 定义 自然 数 序列 no,ni,n2,…。 设 j 是 一 个 自然 数 , 对 
所 有 的 i < j 假设 已 经 定义 了 ni (车 了 = 0, 这 就 是 一 个 空虚 的 真 )。 然 后 按照 下 列 
法 则 定义 nj。 


(人 如 果 并 an < 研 ,那么 令 
0O<i<7 


nj; := min{n€ 44+ : 对 所 有 的 i < 7 均 有 n 冯 ni} 
(ID 如 果 和 an > 二 那么 令 


0<i<j 
i := min{n € 4_: 对 所 有 的 i < j 均 有 n 了 n;} 
注意 , 这 个 递归 的 定义 是 有 意义 的 , 因为 4; 和 4_ 是 无 限 集 , 从 而 集合 {n 
A : 对 所 有 的 i < j 均 有 n 关 ni} 和 nj := min{n € 4 : 对 所 有 的 i < j 均 有 n 冯 ni} 
永远 都 不 可 能 为 空 集 (直观 地 说 , 只 要 部 分 和 太 小 , 我 们 就 把 一 个 非 负 数 加 到 这 个 
级 数 上 。 而 当 部 分 和 太 大 时 ,我 们 就 把 一 个 负数 加 到 这 个 级 数 上 )。 接 下 来 我 们 可 
以 证 明 下 面 这 些 结论 : 
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限 集 


单 射 。( 为 人 


证 法 证 明 。) 


映射 7 一 n; 是 站 
情形 工 出 现 了 无 限 多 次 , 并 


映射 7 一 nj 是 满 射 。( 为 人 
lim an = 0 (为 什么 ? 注意 , 利用 
了 7 一 Co 


下 


FY 
且 情 形 I 工 也 出 现 了 无 限 多 次 。( 为 什么 ? 利用 反 


F 么 ? ) 


lim 小 an =。 (为什么? ) 


JI 一 co0<i< 7 


8.2.1 
8.2.2 


8.2.3 
8.2.4 
8.2.5 


8.2.6 


证 明 引 理 8.2.5。[ 


于 是 对 所 有 的 i 令 f(i) := w， 就 得 到 了 结论 。 


习 题 


证 明 引 理 8.2.3。( 提 示 : 习题 3.6.3 或 许 有 用 。) 


提示 : 先 证 明 如 果 M 是 


Mu {D 


EA 


那么 对 于 任意 的 


Mn。 然后 利用 习 


过 


正明 命题 8.2.6。( 提 示 : 你 当 
证 明 引 理 8.2.7。( 提 示 : 利 
坚 释 定理 8.2.8 的 证 明 中 标注 (为 什么 ? ) 的 地 方 。 


FE 整数 n, 集合 {ze X : |f(z) 
题 8.1.9 (其 中 会 用 到 选择 公理 , 参见 8.4 节 )。] 


设 六 wo。 是 一 个 条 件 收敛 但 不 绝对 收敛 的 级 数 ， 证 明 : 
三 0 


一 N 使 得 ajy(m) 发 散 到 
m= 


co, 或 者 更 准确 地 说 ， 


N 


N 


E 论 7.2.6 可 得 lim oa， = 0)。 


> 1/n} 都 是 有 限 集 并 且 基 数 至 多 为 


然 可 以 使 用 第 7 章 中 的 所 有 结论 。) 
反 证 法 和 极限 定律 。) 


存在 一 个 双 射 J : N 


lim ANint_ 2 af(m) = lim up: 2 EN 二 十 co 


(当然 , 把 +ee 替换 成 -ce 所 得 到 的 类 似 结论 依然 成 立 。) 


8.3 ”不 可 数 集 


我 们 已 经 训 


E 明 了 大 量 无 限 集 都 是 可 数 的 ， 即 使 像 有 理 数 集 这 样 不 能 明显 地 看 


出 如 何 排 成 一 个 序列 的 集合 , 也 是 可 数 集 。 给 出 这 些 例子 之 后 , 我 们 或 许 还 希望 其 


他 的 无 限 集 , 如 实数 集 , 也 是 可 数 集 。 毕竟 实数 只 不 过 是 有 到 
] 已 经 证 明了 有 理 数 集 是 可 数 的 , 所 以 实数 集 似乎 也 应 该 是 可 数 集 。 

康 托 尔 (1845 一 1918) 在 1873 年 证 明了 某 些 集合 (包括 实 
引起 了 很 大 的 又 动 。 无 论 你 多 么 努力 ,都 无 法 


且 


我 人 


于 是 , 当 格 奥 尔 格 
数 集 及 ) 事实 上 是 不 可 


数 集 时 ， 的 在 


E 数 的 (形式 ) 极限 , 而 


8.3 不 可 数 集 .159 


把 实数 集 及 排 成 一 个 序列 ao,al az，……《〈 当 然 ,实数 集 及 中 包含 许多 无 限 序列 ， 
例如 , 序列 0,1,2,3,4,…。 但 是 康 托 尔 证 明了 没有 序列 可 以 填 满 整个 实数 集 。 不 管 
你 选取 什么 样 的 实数 序列 ， 总 存在 某 些 实数 不 包含 在 这 个 序列 中 )。 

回忆 注 3.4.10, 如果 X 是 一 个 集合 , 那么 X 的 震 集 , 记 作 24 = {4:ACX} 
是 X 的 全 体 子 集 所 构成 的 集合 。 例 如， 2{1,2} = {@,{1}, {2,},{1,2}。 用 2X 表示 
X 的 窜 集 的 原因 在 习题 8.3.1 中 给 出 。 

定理 8.3.1( 康 托 尔 定理 ) 设 X 是 任意 一 个 集合 (可 以 是 有 限 集 , 也 可 以 是 
无 限 集 ), 那么 X 和 2X 不 可 能 有 相同 的 基数 。 

证 明 : 利用 反 证 法 , 假设 集合 X 和 2X 有 相同 的 基数 ,那么 存在 一 个 铸 和 XX 
震 集 之 间 的 双 射 :XX 一 2X。 现在 考虑 集合 

A:={rEX:r 7Z)} 

注意 这 个 集合 是 有 意义 的 ， 因 为 f(x) 是 2X 中 的 元 素 , 所 以 它 是 X 的 一 个 子 集 。 
显然 , 4 是 X 的 子 集 , 于 是 4 是 2X 中 的 元 素 。 因 为 上 是 一 个 双 射 , 所 以 一 定 存在 
Zz EX 使 得 f(z) = 4。 这 里 存在 两 种 情形 : zs4 和 zg&4。 如 果 ze4, 那么 由 4 
的 定义 可 知 z 买 jz)， 从 而 z& 4， 这 是 一 个 矛盾 。 如 果 z& 4, 那么 x 4 f(z), 从 
而 根据 4 的 定义 有 z e 4, 这 是 一 个 矛盾 。 因 此 , 无 论 是 哪 种 情形 , 都 存在 矛盾 。 

注 8.3.2 ”读者 应 当 把 康 托 尔 定理 的 证 明 与 罗素 悖 论 的 (3.2 节 ) 叙述 进行 对 
比 。 关 键 在 于 , X 与 2X 之 间 的 双 射 将 危险 地 接近 于 “包含 自身 ”的 集合 X 这 样 
一 个 概念 。 

推论 8.3.3 2N 是 不 可 数 集 。 

证 明 : 根据 定理 8.3.1 可 知 , 2N 与 N 不 可 能 有 相同 的 基数 , 因此 2N 要 么 是 不 
可 数 集 , 要 么 是 有 限 集 。 但 2N 中 包含 由 单元 素 集 构成 的 集合 , 如 {{n} : n € N}， 
其 中 {{n} :ne€ N} 与 N 之 间 显 然 存 在 双 射 ， 从 而 {{n} :ne N} 是 可 数 无 限 的 。 
于 是 2N 不 可 能 是 有 限 集 (根据 命题 3.6.14)， 从 而 它 是 不 可 数 集 。 
康 托 尔 定理 有 下 面 这 个 重要 的 〈 但 不 直观 的 ) 推论 。 
推论 8.3.4 及 是 不 可 数 集 。 
证 明 : 定义 映射 f :2N 一 及 为 

f(4):= >》 10™ 
n€EA 


观察 可 知 ， 由 于 10-" 是 一 个 绝对 收敛 的 级 数 (根据 引 理 7.3.3)， 所 以 级 数 
n=0 
亲 10-” 也 是 绝对 收敛 的 (利用 命题 8.2.6(c))， 所 以 映射 了 是 定义 明确 的 。 现 


n€EA 


“160. 第 8 章 无 限 集 


口 


足 f(4) = f(B)。 由 4A 关 B 可 知 ， 集合 (4\ B)U(B\ 4) 是 NN 的 一 个 
空子 集 。 根 据 良 序 原理 (命题 8.1.4) 可 知 ， 我 们 可 以 定义 这 个 集合 的 最 小 值 ， 有 


小 


| 
no :二 min(4\ B)U(B\ 4)。 于 是 no 要 么 属于 A\ B, 要 么 属于 B\ 4。 根据 对 称 


在 我 们 证 明 f 是 单 射 。 利 用 反 证 法 ， 假 设 存在 两 个 不 同 的 集合 4,B € 2 满 


] 


性 , 不 妨 假 设 no 属于 A\ B, 于 是 noeE A 有 是 no GB, 并且 对 所 有 的 n<mno, 都 有 


ne A,B 或 ng 4,B。 因 此， 


0= 1(4) — f(B) 
= 10"— >》 10™ 
n€EA n€EB 
= | > 10"+10 "m+ >》 0"] 
n<no:n€EA n>no:n€EA 
-( > 10"*+ >》 oo 
nNn<no:n€EB n>no:n€EB 
=10 "+ >》 107- 》 10™ 
n>no:n€EA n>no:n€EB 
>10 "+0— >》 10™" 
n>no 


1 
> 10-"。 一 ~10-"o 
9 


>0 

这 是 一 个 矛盾 ,其 中 我 们 使 用 了 几何 级 数 引 理 〈 引 理 7.3.3) 来 求 和 
S10 ?= > 0 0 > 10-™ 510- 6 
n>no m=0 


于 是 f 是 一 个 单 射 ,所 以 f(2N) 与 2 的 基数 相同 , 从 而 f(2N) 是 不 可 数 集 。 由 于 
f(2N) 是 及 的 一 个 子 集 ， 因此 及 也 是 不 可 数 集 (否则 ,这 就 和 推论 8.1.7 矛盾 )， 
到 这 里 就 完成 了 证 明 。 
注 8.3.5 在 习题 11.42.6 中 , 我 们 将 利用 测度 论 给 出 上 述 结果 的 另 一 种 证 明 。 


注 8.3.6 推论 8.3.4 表明 实数 集 的 基数 严格 大 于 自然 数 集 的 基数 (根据 习题 
3.6.7 )。 人 们 也 许 会 问 , 是 否 存 在 某 个 集合 使 得 该 集合 的 基数 严格 大 于 自然 数 集 的 
基数 , 同时 又 严格 小 于 实数 集 的 基数 。 连 续 统 假设 断言 不 存在 这 样 的 集合 。 有 趣 的 
是 , 库 尔 特 ， 哥 德尔 (1906 一 1978) 和 保罗 科恩 (1934 一 2007) 各 自 独立 地 证 明了 
这 个 假设 独立 于 集合 论 的 其 他 公理 ; 它 既 不 能 用 那些 公理 来 证 明 , 也 无 法 被 那些 公 
理 否 定 (除非 那些 公理 是 不 一 致 的 , 而 这 不 太 可 能 
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习 题 


8.3.1 设 X 是 一 个 基数 为 ”的 有 限 集 , 证 明 : 2X 是 一 个 基数 为 2” 的 有 限 集 。( 提 示 : 对 m 
使 用 归纳 法 。) 
8.3.2 设 4、B、C 是 满足 4 C B C C 的 集合 并 且 假 设 存 在 一 个 单 射 了 : C 一 4。 
如 下 递归 地 定义 集合 Do, Di D2,…: 令 Do := B\A， 且 对 所 有 的 自然 数 n 令 
Dn+l := f(Dn)。 证明: 集合 Do, D1,:…. 是 互 不 相交 的 集合 〈 即 只 要 n 关 m， 就 有 
Dn Di = 2)。 同 时 证 明 : 如 果 g : 4 一 B 被 定义 为 如 下 函数 : 当 x e UD, 时 ， 


Hl 


IS 


令 g(z) := f-!1(z); 当 w¢ UD 时 ， 令 g(z) := xz， 那么 g 的 确 是 把 4 映射 到 B 

的 一 个 双 射 。 特 别 地 ，4 和 B 有 相同 的 基数 。 
8.3.3 ”回顾 习题 3.6.7, 称 集合 4 的 基数 小 于 或 等 于 集合 B 的 基数 , 当 且 仅 当 存在 一 个 从 A 
到 B 的 单 射 f: 4 一 B。 利用 习题 8.3.2 证 明 : 如 果 集 合 4 的 级 数 小 于 或 等 于 集合 
B 的 基数 ,并 且 集 合 B 的 基数 也 小 于 或 等 于 集合 4 的 基数 , 那么 A 和 B 有 相同 的 
基数 (这 被 称 作 施 罗 德 一 伯 恩 斯 坦 定理 , 该 定理 以 恩 斯 特 ” 施 罗 德 (1841 一 1902) 和 
费 利 克 斯 ” 伯 恩 斯 坦 (1878 一 1956) 的 名 字 来 命名 )。 
8.3.4 ”如 果 集 合 4 的 基数 小 于 或 等 于 集合 B 的 基数 (根据 习题 3.6.7), 但 4 的 基数 与 B 
的 基数 不 相同 ,那么 我 们 称 集合 4 的 基数 严格 小 于 集合 B 的 基数 。 证 明 : 对 任意 的 
集合 X，X 的 基数 都 严格 小 于 2X 的 基数 。 同 时 证 明 : 如 果 集 合 4 的 基数 严格 小 于 
集合 B 的 基数 ,， 且 集合 B 的 基数 严格 小 于 集合 C 的 基数 , 那么 集合 4 的 基数 严格 
小 于 集合 C 的 基数 。 
8.3.5 ”证 明 : 不 存在 可 数 无 限 的 寡 集 。( 集 合 X 的 昭 集 就 是 形 如 2X 的 集合 。) 


8.4 选择 公理 


现在 我 们 讨论 集合 论 中 标准 策 梅 洛 - 弗 兰 克 尔 -选择 系统 的 最 后 一 个 公理 ， 即 
选择 公理 。 我 们 迟 迟 没有 介绍 这 个 公理 是 为 了 说 明 分 析 理 论 的 大 部 分 基础 内 容 可 
以 不 依赖 于 这 个 公理 而 建立 起 来 。 但 是 , 在 分 析 理 论 更 深层 次 的 发 展 中 , 使 用 这 个 
强大 的 公理 是 非常 方便 的 〈 在 某 些 方面 甚至 是 必 不 可 少 的 )。 另 外 ， 从 选择 公理 中 
可 以 推导 出 许多 非 直 观 的 结论 (例如 ， 巴 拿 赫 一 塔 斯 基 悖 论 , 我 们 将 在 第 18 章 中 
讨论 它 的 简化 形式 )， 也 可 以 推导 出 在 哲学 上 有 点 不 满足 需要 的 证 明 。 而 且 ， 这 个 
公理 差不多 被 全 世界 的 数学 家 所 接受 。 如 此 被 信任 的 原因 之 一 在 于 , 由 伟大 的 逻辑 
学 家 库 尔 特 ” 哥 德 尔 给 出 的 一 个 定理 表明 ,利用 选择 公理 证 明 的 结论 永远 不 会 与 
不 利用 选择 公理 证 明 的 结论 产生 矛盾 (除非 集合 论 的 其 他 公理 本 身 就 是 不 一 致 的 ， 
但 这 不 太 可 能 )。 更 准确 地 说 , 哥 德 尔 阐述 了 选择 公理 是 不 可 判定 的 ， 如果 集 合 论 
的 其 他 公理 本 身 是 一 致 的 , 那么 选择 公理 既 不 能 用 这 些 公理 来 证 明 , 也 无 法 被 这 些 
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理 否 定 ( 利 


于 “ 硬 


判定 


一 簇 不 


的 ”问题 的 


理 也 可 以 被 严格 地 证 


日 


杂 


更 复 
全 日 


更 见长 的 论 i 
节省 劳动 力 的 


正 。 因 


同 在 数学 和 逻辑 

首先 , 我 们 把 定义 3.5.7 中 有 限 笛 卡 儿 积 

个 集合 (可 以 是 无 限 集 ), 并 且 对 任意 

FE 儿 积 TI X。 是 集合 
CET 


定义 8.4.1《〈 无 限 笛 卡 儿 积 ) 设 工 是 
的 we 了 7, 设 X。 是 一 个 集合 。 那么 我 们 定义 笛 1 


IIx. 


CET 


(根据 公理 3.10) 回 


坚 池 


成 。 


例 8.4.2 ”对 任意 的 集合 上 和 X,， 我 们 有 IIX = X (为 什么 ? )。 如 果 了 
aET 


是 一 个 形 如 了 := {ie N :1<i<n} 的 集合 , 那么 T] Xs 与 定义 3.5.7 中 的 集合 
QET 


是 可 判定 的 ,是否 接受 选择 公有 
学 方面 受到 关 六 


,尽管 在 很 多 情 
此 ,我 们 可 以 把 选择 公 届 
[ 具 。 在 数学 的 其 他 领域 


E 存 在 争议 ， 
一 样 。 但 在 本 


中 ”的 任何 应 


况 下 ， 如 果 不 使 


三 


中 ， 特别 是 


E 看 作 分 析 理 


致 的 公理 , 我 们 可 以 证 明 每 个 命题 既是 真 的 , 又 是 假 的 )。 
实践 中 , 这 意味 着 分 析 理 论 在 “现实 生 


用 (更 准确 地 说 ,是 任何 


应 用 )， 只 要 能 够 被 选择 公理 严格 地 证 明 , 那么 不 使 
选择 公理 ， 我们 就 要 做 
论 中 一 个 方便 、 
在 集合 论 中 , 许多 问题 都 


并 且 还 受到 了 哲学 方 邓 


项 ( Ux 

CET 

(za)aer 对 每 一 个 a e 了 都 指定 了 一 个 元 素 ze U Xs。 所 以 开 X。 是 这 个 函数 
GET £ 


€ CE 
合 的 子 集 , 它 由 那些 对 每 一 个 we 了 都 指定 了 一 个 元 素 ze e Xe 的 函数 (za)aer 


[ € (L 从 6 
bel 


E 广 到 无 限 外 


) 是 


II X; 是 同一 个 集合 。( 为 什么 ? ) 


Te 
回顾 引 到 
卡 儿 积 


Ee 


公理 8.1 (选择 公理 


EE 3.5.12 可 知 ， 如果 X1,…… 
I] Xi 也 是 非 空 的 。 选择 公开 


LE 断定 了 上 述 结论 对 无 限 稍 


) 设 了 是 一 个 集合 , 并 且 


对 


全 体 函 数 (za)aer 构成 的 集合 ， 


,Xn 是 任意 有 限 个 非 空 集合 ， 
FF 儿 积 


每 一 人 aEl, 设 XX。 


那么 有 限 负 


目 选 择 


的 关注 , 就 如 
书 中 , 我 们 不 讨论 这 些 问 题 。 
用 卡 儿 积 。 


I 
) :ZuwEX 对 所 有 的 a | 


中 函数 


2 


同样 成 并 。 


是 一 个 


非 空 集合 , 那么 集合 TT Xs 也 是 非 空 的。 换言之， 存在 一 个 函数 (zajser 对 每 一 


个 we 都 指定 了 一 个 元 素 zw € Xo。 
隐藏 在 这 个 公理 
合 X。， 我们 应 该 能 够 从 每 一 个 X 中选 
素 构造 一 个 无 限 多 元 组 (x6)aer。 


注 8.4.3 


CET 


给 名 


背后 


的 直观 是 ， 


绍 人 契 


ne 


8 单独 


日 


i 


二 为 面 ， 了 这 十 


个 在 


组 (可 以 是 无 限 个 ) 非 空 集 
个 元 素 z。， 从 而 利 月 
观 上 非常 具有 吸引 力 的 公 


昌 选 出 的 元 
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理 


。 在 某 种 意义 上 , 这 个 公理 只 是 在 不 断 地 重复 利用 引 理 3.1.6。 另 一 方面 ， 
这 是 在 进行 无 限 次 的 任意 选取 , 而 
有 点 让 人 为 难 。 许 


性 质 的 某 个 对 象 x 


已 。 
而 没 
问题 在 引 理 3.1.6 中 就 已 经 上 
对 象 , 它们 在 非 构造 
构造 的 存在 性 
下 这 并 不 是 严格 必要 的 )， 
注 8.4.4 选择 公理 
述 。 


种 


| 
下 


选择 公理 ， 


出 如 下 这 个 


因此 ， 


有 真正 地 


命 


关于 


日 


定理 的 确 是 
的 抽象 存在 


在 分 析 理 


引 理 8.4.5 设 马 是 实 直 线 的 一 个 非 空子 集 , 并 


论 中 , 人们 


a 


如 人 
用 选择 公理 
， 而 根本 没有 说 明 这 个 对 
选择 公理 可 以 推导 出 一 些 非 构造 性 的 证 明 ， 
巴 这 个 对 象 具 体 地 构造 出 来 。 这 并 非 选 择 公 理 
8 现 过 , 但 对 于 那些 利用 选择 公理 
生 水 平 上 更 加 倾向 于 极端 的 状况 。 然而, 只 要 我 们 
题 与 构造 的 存在 性 命题 之 间 的 
这 里 就 不 会 有 什么 困难 ， 


来 证 明 的 ， 


又 间 


独 有 的 


可 选取 没有 明确 的 规则 , 这 个 事实 的 
并 且 它 们 断定 了 具有 一 定 
象 是 什么 以 及 如 
述 一 个 对 象 的 存在 性 ， 
问题 。 例 如 


2 


事实 上 


可 来 构造 


Ss 
， 过 


来 证 明 其 存在 性 


区 别 


有 许多 等 价 


] 往 往 不 需要 


的 表述 , 在 下 


用 到 选择 公 
它 与 选择 公理 相同 ,只 不 过 把 指标 集 7 限制 为 至 多 可 数 。 对 此 , 我 们 给 
型 的 例子 。 


(后 者 更 受 欢迎 , 但 在 很 多 
除非 在 哲学 层面 上 讨论 。 
面 的 习题 中 我 们 会 给 出 其 中 一 些 


的 
到 非 
音 况 


和 -> 、 
能 意识 


里 的 全 部 功能 , 反而 


只 会 


全 


到 可 数 


sup(B) <o00( 即 轧 是 有 上 


界 的 ), 那么 存在 一 个 所 有 项 an 都 在 中 的 序列 (@i,)?21 使 得 ,lim an = sup(E)。 


因 


二 


证 明 : 对 于 人 


Xn := {rz € E :sup(E) 


为 sup(B) 是 忆 的 最 小 上 界 ， 所 以 sup(B) 一 1/n 不 可 能 是 的 | 
每 一 个 n 都 有 X,, 是 非 空 的 。 利 月 
个 序列 (au)se_ 使 得 on e X 对 所 有 的 n zz 1 均 成 立 。 特 别 
轧 和 sup(B) 一 1/n < an < sup(B)。 然 后 根据 夹 台 定 型 


3 Qn 


lim an = sup(E)。 


注 8.4.6 


于 


E。 


选择 公理 的 男 一 种 表述 如 下 。 


命题 8.4.7 设 久 


和 了 是 集合 , 并 且 


FE 意 的 正 自 然 数 n, 设 Xn 


日 选择 公理 (或 者 可 数 选 择 公开 


在 很 多 特殊 情况 下 ， 我 们 不 使 有 


表示 集合 


—1/n<z< sup(p)} 


上 界 ， 于 是 对 


E) ， 能 够 找到 一 
也 ， 对 所 有 的 n 均 
E (推论 6.4.14) 有 


日 选择 公理 就 能 得 到 这 个 引 理 的 结 
论 。 例 如 ， 如 果 瑟 是 一 个 闭 集 (定义 11.4.12)， 那 么 我 们 可 以 不 利用 选择 公理 ， 
inf(X) 来 定义 ou， 已 是 一 个 闭 集 这 个 额外 的 假设 保证 了 a 属 


| 设 关 于 对 象 ze X 和 对 象 ye Y 的 性 质 


P(z,y) 满足 : 对 每 一 个 x EX 都 全 少 存在 一 个 ye Y 使 得 P(z,y) 为 真 ， 那么 存 


在 一 


个 函数 f : 闫 一 Y 使 得 P(z, f(z)) 对 所 有 的 ze X 均 为 真 。 
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无 限 集 


证 明 : 参见 习题 8.4.1。 


8.4.1 证 明 : 选择 公理 缆 涵 
P(x,y) 为 真 }。) 反 过 来 , 订 


习 


题 


8.42， 设 了 是 一 个 集合 ,并且 对 每 个 we 7， 设 X。 是 一 个 非 空 集合 


互 不 相交 ,， 即 对 任意 不 同 的 a,8 eI 都 有 Xu mn Xs = 8。 利 
个 集合 Y 使 得 #(Y N X。) = 1 对 所 有 
有 一 个 共同 元 素 。) 反 过 来 ， 订 


比 不 相交 的 集合 艇 Xe 都 成 立 ， 那 么 选择 公正 


命题 8.4.7。( 提 示 : 对 每 一 个 ze X, 考虑 集合 六 
FE 明 : 如 果 命 题 8.4.7 成 立 , 那么 选择 公理 也 成 立 。 
。 假 设 所 有 的 集合 X。 


:= {ye€Y: 


的 a ez 均 成 立 。( 


{Qa} x Xa = {(Q,2z) :x €E Xa} 来 代替 Xe。) 
是 集合 并 且 存 在 一 个 满 射 9 : B 一 4, 利用 选择 公理 证 明 : 存在 一 个 单 射 


8.4.3 设 A4 和 B 


f :4 一 B。 换言之 ， 根 和 


每 一 个 a € 


明 : 如 果 上 述 命题 对 


FE 明 : 如 果 上 述 命 题 对 任意 选取 


的 全 


里 证 明 存在 一 
即 Y 与 每 一 个 Xe。 人 恰 
慌 合 了 以 及 非 空 且 彼 


成 立 。( 提 示 : 


问题 是 在 公理 8.1 中 没 
有 假设 集合 X。 是 互 不 相交 的 , 但 这 可 以 通过 采取 下 面 的 方法 来 解决 ， 即 考虑 用 集合 


A， 考虑 逆 象 g-!({Q})。) 把 这 个 结论 与 习题 3.6.8 进行 对 比 。 
任意 的 集合 A、B 以 及 满 射 g : B 一 4 都 成 立 , 那么 选择 公理 成 


立 。( 提 示 : 


8.5 ”有 序 集 


利用 习题 8.4.2。) 


焦 


>is 


局 习题 3.6.7，4 的 基数 小 于 或 等 于 B 的 基数 。( 提 示 : 对 于 


反 过 来 , 证 


、 全 序 集 和 良 序 集 。 


种 关系 遵守 下 面 三 个 性 质 : 
e (〈 自 反 性 ) 对 任意 的 ze X,， 我 们 有 z <x x; 


e。《〈 反 对 称 必 


FE) 如 果 zyeEX 满足 z 和 xy 
e (传递 性 ) 如 果 z,y,zEX 满 足 x<xy | 


日 vy <x zx, 那么 T=Y; 
Hy <x 2， 那么 <x z。 


选择 公理 与 有 序 集 理 论 有 着 密切 的 关系 。 事实 上 , 存在 多 种 类 型 的 有 序 集 , 而 
我 们 只 关心 其 中 的 三 种 类 型 : 偏 序 
定义 8.5.1( 偏 序 集 ) 偏 序 集 是 一 个 附加 "了 关系 <x 的 集合 和 (所 以 对 人 


两 个 对 象 x,y e X,， 命 题 zx <xvy 要 


有 
心 \ 


人 


要 么 是 假 命题 )。 此 外 , 我 们 设 这 


我 们 称 <x 为 序 关 系 。 在 绝 大 多 数 情 况 下 , 我 们 可 以 从 上 下 文中 了 解 到 集合 X 是 什 


么 , 这 时 我 们 简单 地 用 < 来 代 玲 <x。 如 果 z <xy | 


简 记 为 z < y)。 


@ 严格 地 说 , 偏 / 
楚 地 知道 序 关 系 <x 是 什么 ， 医 


此 我 们 把 XX 


昌 xz 关 y, 那么 记 作 x <xy (或 


字 集 不 是 集合 X, 而 是 一 个 组 合 (和 ,x)。 但 在 许多 1 


身 称 为 偏 序 身 


ER 


尽管 从 技术 


家 况 


, 我们 可 以 


层面 - 


从 上 下 文中 清 
E 确 的 表述 。 


上 说 这 是 不 


8.5 “有 序 集 


:165 . 


例 8.5.2 根据 
如 定义 2.2.11 所 述 ) 就 构成 ] 


命题 


个 人 


和 命题 


序 集 。 此 乡 


se 


导 ， 能 够 友 
子 参见 习题 8.5.3。 


定义 8.5.3 (全 序 集 ) 设 久 是 一 个 偏 序 集 , 并且 


) 可 以 证 明 整 数 集 ZZ、 有 型 


2.2.12， 自 然 数 集 N 附加 上 通常 的 小 于 或 等 于 关系 < (下 
ij 序 集 。 按 照 类 似 的 论证 方法 ( 利 月 
E 数 集 Q、 实 数 集 及 以 及 广义 实数 集 R* 都 是 偏 
， 如 果 X 是 由 一 组 集合 构成 的 整体 ， 把 集合 的 包含 关系 E〈 正 如 定义 
3.1.15 所 述 ) 做 为 X 上 的 序 关 系 <x, 那么 X 也 是 一 个 偏 序 
有 信 的 是 我 们 可 以 对 这 些 和 集合 附加 上 不 同 于 标准 情形 


集 (命题 


的 其 他 偏 


<x 是 对 上 的 序 


合适 


的 定义 


3.1.18) 。 注 
序 关 系 , 例 


四 
个 


关系 。 如 


对 于 任意 给 定 的 y,y ee Y, 我 们 有 yy <x vy 或 yw <xy (或 两 者 皆 成 立 ), 那么 立 


的 子 集 Y 是 全 序 的 。 如 果 X 本 身 是 


<x 的 全 序 集 (或 链 )。 


例 8.5.4 


自然 数 集 N、 整 数 集 Z、 


py = 


了 理 数 集 Q、 实 数 集 R, 以 及 广义 实数 集 


R* 附加 上 通常 的 序 关 系 < 之 后 都 是 全 序 的 (分别 
6.2.5)。 而且 全 序 集 的 任意 


题 4.2.9、 命题 


5.4. 


7 以 及 


什么 ? ) 另外 ，| 


{2,3} Z {1,2})。 


果 X 是 集合 {{1, 2}, {2}, {2, 3}, {2, 3, 4}，, {5}}, 
的 序 关 系 , 那么 X 的 元 素 {1,2} 和 {2, 3} 是 无 法 互相 比较 的 ( 即 {1,2} & {2,3} 且 


定义 8.5.5( 最 大 元 素 和 最 小 元 素 ) 


小 元 素 。 如 果 yeY 日 
元 素 。 
例 8.5.6 使 月 


利 


和 命题 2.2.13、 引 | 到 
一 个 子 集 也 是 全 序 的 。( 为 


全 序 的 , 那么 我 们 称 X 是 一 个 附加 了 序 关系 


E 4.1.11、 命 


集合 构成 的 整体 附加 上 包含 关系 C 通常 不 是 全 序 的 。 例 如 ， 如 
并 把 集合 的 包含 关系 C 作为 X 上 


设 X 是 一 个 偏 序 集 , 并 有 目 设 YY 是 的 
一 个 子 集 。 如 果 y e Y 且 不 存在 元 素 ye Y 使 得 wy < wy, 那么 我 们 称 y 是 Y 的 最 


最 大 元 素 , {5} 既是 最 小 元 素 又 是 最 大 元 素 ， 而 {2,3} 既 不 是 最 小 元 素 也 不 是 最 


元 素 。 这 个 例子 说 


以 (习题 8.5.7) 。 
例 8.5.7 


明 偏 序 集 可 以 有 


整数 集 Z 既 没 有 最 大 元 素 , 也 没有 最 小 元 素 。 


La 


序 集 ) 设 X 是 一 个 4 


定义 8.5.8 (E 


衣 序 集 ， 并 


多 个 最 大 元 素 和 多 个 最 小 元 素 , 但 


不 存在 元 素 Vy EY 使 得 y < y，, 那么 我 们 称 y 是 了 的 最 大 


上 一 个 例子 中 的 集合 XX, {2} 是 最 小 元 素 , {1,2} 和 {2,3,4} 是 


大 


全 序 4 


二 就 不 可 


自然 数 集 N (以 < 为 序 关 系 ) 有 最 小 元 素 , 即 0, 但 没有 最 大 元 素 。 


如 果 了 的 每 一 个 非 空子 集 都 有 最 小 元 素 , 那么 了 是 良 序 的 。 


例 8.5.9 ”根据 


命题 


日 设立 是 X 的 一 个 全 序 子 集 。 


8.1.4， 自 然 数 集 N 是 恨 序 的 。 但 整数 集 Z、 有 


理 数 集 Q 


以 及 实数 集 及 都 不 是 良 序 的 (参见 习题 8.1.2)。 有 限 的 全 序 集 都 是 良 序 的 〈 习 题 


8.5.8)。 6 


序 集 的 人 


FE 意 子 集 也 都 是 良 序 的 (为什么? )。 


P(n) 是 关于 元 素 n 


是 假 命题 )。 假设 对 


良 序 集 自动 地 遵守 强 归纳 原理 (参见 命题 2.2.14), 这 它 的 优点 之 一 。 
命题 8.5.10〈 强 归纳 原理 ) 设 X 是 一 个 以 < 为 序 关 系 的 良 序 集 ， 并且 设 


EX 的 性 质 ( 即 对 每 一 个 me X，P(n) 要 么 是 真 命题 要么 
每 一 个 ne X,， 我 们 有 如 下 列 涵 关系 : 如 果 P(m) 对 所 有 满足 


m <x n 的 me 六 都 为 真 ， 那么 P(n) 也 为 真 。 所 以 对 所 有 的 me X，P(m) 均 


注 8.5.11 在 强 归纳 中 ， 没 有 对 应 公理 2.5 中 假设 P(0) 的 “最 基本 情形 ”， 
这 一 点 看 起 来 有 些 奇怪 。 然 而 ， 这 个 最 基本 的 情形 已 经 自动 地 包含 在 强 归纳 假设 
。 事 实 上 ,如 果 0 是 X 的 最 小 元 素 , 那么 通过 把 假设 “如 果 P(m) 对 所 有 满足 


中 
m <xn 的 me XX 都 为 真 , 那么 P(n) 也 为 真 ” 其 体 到 n=0 时 的 情形 , 我 们 就 自 
动 


地 得 到 了 P(0) 为 真 (为 什么 ? )。 


证 明 : 参见 习题 8.5.10。 


目前 为 止 , 我 们 还 没有 看 到 选择 公理 起 到 任何 作用 。 一旦 我 们 引入 上 界 和 严 


至 


格 上 界 的 概念 , 选择 公理 就 会 发 挥 作用 了 。 


定义 8.5.12〈 上 界 和 严格 上 界 ) 设 X 是 一 个 以 < 为 序 关系 的 偏 序 集 , 并 且 


设 了 是 X 的 一 个 子 集 。 若 ze X, 我 们 称 x 是 Y 的 一 个 上 界 ， 当 且 仅 当 对 所 有 
的 yeY 均 有 vy < xz。 此 外 ， 如果 z 还 满足 zx 44Y, 那么 我 们 称 x 是 了 的 一 个 严 
格 上 界 。 等 价 的 说 法 是 , x 是 了 的 一 个 严格 上 界 ， 当 且 仅 当 对 所 有 的 ye Y 均 有 
y < xX。( 为 什么 这 个 说 法 是 等 价 的 ? ) 


例 8.5.13 我 人 


门 来 考察 上 共有 通常 的 序 < 的 实数 系 R, 2 是 集合 {rE R :1< 


2 < 2} 的 一 个 上 界 ， 但 不 是 严格 上 界 。 男 外 ， 数 字 3 则 是 这 个 集合 的 一 个 严格 


上 有 界 。 


引 理 8.5.14 设 X 是 一 个 以 < 为 序 关 系 的 偏 序 集 , 并 且 设 zo 是 X 的 一 个 


元 素 , 那么 存在 X 
上 界 。 


证 明 : 这 个 引 弄 


的 一 个 良 序 子 集 Y 使 得 zo 为 Y 的 最 小 元 素 并 且 了 没有 严格 


背后 的 直观 是 尝试 进行 下 述 步骤 : 首先 设 Y := {zo}。 如 果 此 


时 没有 严格 上 界 


把 它 添加 到 了 中 , 然后 再 看 Y 是 否 有 严格 上 界 。 如果 没 有 , 那么 工作 结束 。 和 否则 我 
们 就 选取 另 一 个 严格 上 界 并 将 它 添加 到 站 中 。 我 们 “不 停 地 ”进行 这 个 过 程 , 直到 


遍历 了 YY 的 所 有 严 


， 那 么 我 们 的 工作 就 完成 了 。 和 否则 我 们 就 选取 一 个 严格 上 界 并 


格 上 界 。 在 这 个 过 程 中 会 用 到 选择 公理 ， 因 为 这 里 涉及 无 限 次 


严格 的 证 明 ， 因 为 准确 地 描述 “不 停 地 ”进行 这 个 过 程 相当 困 


难 。 不 使 用 这 个 方法 , 我 们 需要 隔离 出 一 侯 “ 部 分 完备 的 ”集合 了 ,这些 集 合 被 称 


8.5 有 序 集 167. 


为 好 的 集合 ， 然 后 对 所 有 这 些 好 的 集合 取 并 集 ， 进 而 得 到 


而 Yo 的 确 没有 严格 上 界 。 


的 良 序 子 集 Y 至 少 有 一 个 严格 上 界 。 利 


用 选择 公理 《以 


个 “完备 的 ”对 象 到。， 


现在 我 们 开始 严格 的 证 明 。 利 用 反 证 法 , 假设 X 的 每 一 个 以 zo 为 最 小 元 素 


命题 


8.4.7 的 形式 ),， 我 们 


可 以 对 X 的 每 一 个 以 zo 为 最 小 元 素 的 良 序 子 集 Y 指定 一 个 严格 上 界 s(Y) < X。 
我 们 来 定义 X 的 一 类 特殊 子 集 。 我 们 称 X 的 子 集 Y 是 好 的 ， 当 且 仅 当 它 是 


恨 序 的 , 并 


把 zo 作为 其 最 小 元 素 , 还 遵守 如 下 性 质 : 


z= 二 s({yEY:y<2z}) 对 所 有 xz EY\ {xo} 均 成 立 


元 素 的 6 


体 。 98 不 是 空 集 ， 


因为 X 的 子 集 {zo} 显然 是 好 的 。 
我 们 进行 下 述 重要 的 考察 : 如 果 和 和 2 是 和 


注意 , 如 果 z e Y\ {zxo}， 那么 集合 {y EY :y < zl 就 是 X 的 一 个 以 zo 为 最 小 
序 子 集 。 设 0 := {Y C 对 :Y 是 好 的 } 是 


X 的 全 体 好 的 子 集 构成 的 整 


(为 什么 ? ) 
的 两 个 好 的 子 集 , 那么 YY \Y 


中 的 每 一 个 元 素 都 是 Y 的 严格 上 界 , 并且 YN\Y' 中 的 每 一 个 元 素 也 都 是 Y 的 严 
格 上 界 (习题 8.5.13)。 特 别 地 ,给 定 任意 两 个 好 的 集合 了 和 YY ,那么 YY\Y 和 


Y \Y' 中 至 少 有 一 个 必 为 空 集 (因为 它 人 


] 互 为 严格 上 界 )。 换 言 之 ,9 是 关 了 


焦 公 
不 口 


包含 关系 的 全 序 集 : 给 定 任 意 两 个 好 的 集合 Y 和 YY', 要 么 YCY', 要 么 YCY。 
设 Yo := UQ, 即 YY。 是 由 那些 至 少 属于 X 的 一 个 好 的 子 集 的 元 素 构成 的 集 


合 。 显然 有 zo e Y。。 男 外 ， 

集合 Y。 的 最 小 元 素 是 X。( 为 什么 ? ) 
接 下 来 我 
定义 可 知 , z 属于 某 个 好 的 集合 Y 且 x 


的 结果 。 


门 证 明 到 是 全 序 的 。 设 zx 和 zx 是 六 


所 以 其 中 一 个 好 的 集合 包含 了 另 一 个 好 的 
集合 中 (Y 或 Y')。 由 于 好 的 集合 是 全 序 


下 面 我 们 证 明 到。 是 良 序 的 。 设 4 是 Yo 的 任意 


于 X 的 每 一 个 好 的 子 集 都 以 zo 为 最 小 元 素 , 所 以 


PF 的 两 个 元 素 , 根据 的 
属于 某 个 好 的 集合 Y'。 因 为 0 是 全 序 的 ， 
集合 。 于 是 zx 和 z' 被 包含 在 同一 个 好 的 
的 , 所 以 z < x' 或 xz’ < zx, 这 就 是 要 证 明 


个 非 空 子 集 , 于 是 我 们 可 以 


选取 一 个 元 素 ae 4, 从 而 a 也 属于 站 。。 因 此 , 存在 一 个 好 的 集合 了 使 得 a € YY， 


那么 ANY 是 Y 的 一 个 非 空子 集 。 义 因为 Y 是 良 序 


都 是 Y 的 严格 上 界 , 当然 就 大 于 6。 由 


一 个 元 素 都 属于 Y。 从 而 至 少 属于 一 个 好 的 集合 Y' 可 知 , 5 是 4 的 最 小 元 素 。 因 


此 8 是 序 的 


的 , 所 以 集合 A4nY 有 一 个 最 


小 元 素 , 记 作 5。 现在 回顾 一 下 , 对 于 其 他 任意 好 的 集合 Y', Y'\Y 的 每 一 个 元 素 
于 5 是 ANY 的 最 小 元 素 , 所 以 对 于 任意 满 
足 ANnY’ 关 8 的 好 的 集合 Y',b 也 是 ANY' 的 最 小 元 素 。( 为 什么 ? ) 1 


A 中 每 


于 Ys 是 以 zo 为 最 小 元 素 的 B 
YsU{s(Y2)} 是 良 序 的 , (为 什么 ?参见 习 


因此 这 个 集合 是 好 的 ,从 而 必定 被 包含 在 Yo 


序 集 , 所 以 它 有 一 个 严格 上 界 s()。 


于 是 


题 8.5.11) 并 且 最 小 元 素 是 匀 。( 为 什么 ?) 


Ph 。 但 这 是 一 个 矛盾 ， 


因为 s(Yoo) 是 


* 168. 


从 


信人 


站 


8 章 无 限 


Yw 的 严格 上 界 。 于 是 我 
从 上 述 引 理 中 可 以 推出 下 面 


引 理 8.5.15〈 佐 恩 引 至 
每 一 个 全 序 子 集 了 都 有 一 个 J 


门 构造 出 一 个 没有 严格 上 界 的 集合 ,结论 得 证 。 


这 个 重要 的 结论 。 


证 明 : 参见 习题 8.5.14。 


在 下 面 的 习题 


用 。 


8.5.1 


8.5.2 


8.5.3 


8.5.4 
8.5.5 


8.5.6 


8.5.8 


8.5.9 


搬 虑 


但 村 
个 集合 是 


局 序 的 吗 ? 是 全 序 


(a) 关系 < 是 自 


EE) 设 XX 


Ph， 我 们 将 给 


有 空 序 关系 和 az 的 空 集 g (这 个 关系 是 空 的 ， 
的 
给 出 集合 X 和 满足 如 下 条 件 
反 的 和 反对 称 的 , 但 不 是 可 传递 的 ; 


晶 
全 


习 


题 


大 | 
吗 ? 是 良 序 的 吗 ? 请 给 出 解释 。 
的 关系 < 的 例子 : 


个 具有 如 下 性 质 的 非 空 偏 序 集 , 即 X 的 
上 界 , 那么 X 至 少 有 一 个 最 大 元 素 。 


出 佐 恩 引 理 (也 被 称 作 超 限 归纳 原理 〉 的 一 些 应 


为 空 集中 没有 任何 元 素 )。 这 


(b) 关系 < 是 自 反 的 和 可 传递 的 , 但 不 是 反对 称 的 ; 

(c) 关系 < 是 反对 称 的 和 可 传递 的 , 但 不 是 自 反 的 。 
给 定 两 个 正 整 数 n,m e N \ {0},， 如 果 存 在 一 个 下 整数 a 使 得 m = na， 那么 我 们 称 
n 整除 m,， 并 记 作 n|m。 证 明 : 附加 上 序 关 系 | 的 集合 N\ {0} 是 一 个 偏 序 集 , 但 不 
是 全 序 集 。 注意 , 这 里 的 序 关 系 不 同 于 N \ {0} 上 通常 的 序 关 系 <。 
证 明 : 正 实数 集 R+ := {xz e R :zx > 0} 没有 最 小 元 素 。 
设 f :六 一 Y 是 从 一 个 集合 X 到 男 一 个 集合 Y 的 函数 , 设 Y 是 具有 某 种 序 关系 
<y 的 偏 序 集 。 在 X 上 定义 一 个 关系 <x 使 得 z <x x, 当 且 仪 当 f(x) <y f(z) 或 


ZX = 二 x'。 证 明 : 关系 <x 使 承 成 为 一 个 偏 序 集 。 如 果 关 系 <y 使 得 Y 是 全 序 的 , 那 


么 这 是 否 意味 着 


关系 <x 也 使 得 X 成 为 全 序 的 ? 若 答 案 是 否定 的 , 那么 还 需要 对 f 
附加 什么 样 的 假设 才能 保证 <x 使 得 X 成 为 全 序 的 ? 


设 X 是 一 个 偏 序 集 , 对 X 中 任意 的 元 素 x, 定义 序 理想 (x) C X 为 集合 (z) := {y € 


Xi:Yy rT}, 设 (X) := {(x): 
(X) 为 映射 f(x) := (zx), 它 把 每 个 元 素 z 都 映 成 了 z 
对 任意 给 定 的 z,yeX,z<sxy 当 
一 个 集合 复 来 表示 ， 其 中 该 集合 徐 上 


射 ， 并 上 
集 都 能 
设 X 是 一 个 偏 序 集 ， 并 
且 最 多 有 


证 明 : 全 序 集 的 任意 


不 


个 有 


设 Y 是 X 的 一 个 全 序 子 集 。 
个 最 小 元 素 。 
的 非 空子 集 都 有 


休 序 理想 构成 的 集合 , 并 
的 序 理想 。 证明: 了 是 一 
仅 当 f(z) S f(y)。 本题 表明 任何 
的 序 关系 由 集合 的 包含 关系 给 出 。 
证 明 : Y 最 多 有 一 个 最 


TE 


X} 是 由 全 


利用 


设 X 是 一 个 全 序 集 


了 纳 法 。) 特别 地 ， 每 个 有 
， 并 且 X 的 每 一 个 非 空 子 集 都 既 有 最 小 元 素 又 有 最 大 元 素 。 证 


限 的 全 序 集 都 是 良 序 的 。 


设 f :对 一 


个 双 


偏 序 


a 


大 元 


个 最 小 元 素 和 一 个 最 大 元 素 。( 提 示 : 


明 : X 是 有 限 集 。 (提示 : 利 


I 反 证 法 , 假设 X 是 无 限 集 。 从 X 的 最 小 元 素 zo 7 


于 始 ， 


8.5.10 


8.5.11 


8.5.12 


8.5.13 


8.5.14 


8.5.15 


8.5.16 


8.5.17 


在 X 中 构造 一 个 递增 的 序列 zo < zi <…。) 


不 利用 选择 公理 证 明 命题 8.5.10。( 提 示 : 考虑 集合 
Y := {neX: 存在 某 个 满足 m 和 xz 的 mexX 使 得 P(m) 为 假 } 
并 证 明 若 Y 不 是 空 集 就 会 导致 矛盾 。) 
设 X 是 一 个 偏 序 集 , 并 且 设 Y 和 YY' 都 是 X 的 良 序 子 集 , 证 明 : YUY’ 是 良 序 的 ， 
当 且 仅 当 它 是 全 序 的 。 


设 X 和 了 分别 是 具有 序 关 系 和 x 和 <y 的 伪 


序 集 ， 在 笛 卡 儿 积 X x Y 上 定义 一 


个 关系 <xxy 如 下 : 车 xz x x 或 者 若 xz = x 且 y 和 yy 则 定义 (x,Y) xxY 


(z',y )[ 这 被 称 作 XX x Y 上 的 字典 顺序 ， 


一 个 字母 比 另 
个 字母 相同 但 


推 ), 那么 w 就 比 w' 更 早出 现在 字典 中 ]。 证 


它 类 似 于 单词 的 字母 顺序 。 如 


果 单 词 w 的 第 


一 个 单词 ww 的 第 一 个 字母 更 早出 现 


在 5 


母 表 中 , 或 


个 单词 的 第 一 


w 的 第 二 个 字母 比 w 的 第 二 个 字母 更 早出 现 的 在 字母 表 中 《以 此 类 


序 关 系 。 更 进 


X 和 YY 都 是 良 序 的 , 那么 XxY 也 是 良 序 
证 明 : 引 理 8.5.14 的 证 


的 。 


人 Bi 


然 。( 提 示 : 利 


用 命题 8.5.10 证 明 


明 : 入 xxy 定义 了 XxY 上 的 
步 地 证 明 : 如 果 X 和 都 是 全 序 的 , 那么 Xxy 也 是 全 序 的 ; 如 果 


个 候 


明 中 的 结论 , 即 YY \ YY 的 每 一 个 元 素 都 是 Y 的 上 界 , 反之 亦 


{yeY:y<a}={yeY :ya}={yeYNY :y<a} 


对 所 有 的 a e 
果 Y'\Y 是 


。 因 为 站 \Y 
基于 这 一 点 ， 很 容易 得 出 结论 。) 
已 
~ 


YnY’ 均 成 立 。 扫 


导出 YN Y 是 好 的 , 从 而 s( 


Y 


ny) 存在 。 证 明 如 


E 空 的 , 那么 s(Y NY ) = min(Y'\Y)。Y 和 YY' 交换 之 后 也 有 类 似 的 


和 YY\Y" 是 不 相交 的 , 所 以 我 们 可 以 断定 


14 证 明 引 理 8.5.15。( 提 示 : 


设 A 和 B 是 两 个 非 空 的 集合 , 其 中 4 的 
数 。( 提 示 : 对 任意 的 子 集 
示 性 质 : 存在 一 个 从 XX 到 4 的 单 射 。) 本 题 (结合 习题 8.3.3) 表明 


归纳 原理 


证 明 


上 界 的 子 集 也 


定 有 严格 上 界 。) 


个 集 


下 


合 中 有 


个 为 空 


先 证 明 如 果 X 没有 最 大 元 素 , 那么 XX 


基数 不 小 于 或 者 等 本 


B 的 基数 不 大 于 4 的 直 


BB 的 


成 立 , 任意 两 个 集合 的 基数 就 是 


可 比较 的 。 


设 X 是 一 个 集合 , 并 且 设 P 是 
N \ {0}, 那么 通常 的 偏 序 关系 < 和 习题 8.5.3 中 的 偏 序 关系 者 


我 们 称 一 个 偏 


,部 有 兹 涵 关 系 (x < y) 二 > (x < yy)。 比 如 , 习题 8.5.3 中 


关系 


这 关系 <e PP 比 男 一 个 偏 序 关 系 <'e PP 更 粗粮 


< 更 粗糙 。 如 果 < 比 <' 更 粗糙 , 那么 我 们 记 <<<”。 证 


因 


辣 集 ， 


明 : 


比 由 X 上 的 偏 序 关系 所 构成 的 集合 划 


最 小 元 素 , 这 个 最 小 元 素 是 什么 ? 证 明 


日 身 就 是 仿 


: 局 的 最 大 元 素 正 是 忒 


对 


于 给 定 X 的 任意 


引 理 给 出 习题 8.4.2 中 


个 1 


结论 的 男 一 种 证 明 。( 提 示 : 设 


2 十 了 


基数 。 利 | 
XCB, 设 P(X) 


i 


] 超 限 


只 要 选择 公理 


X 的 所 有 偏 序 关系 构成 的 集合 (例如: 如 果 X := 
bh 是 P 的 元 素 )。 

， 如 果 对 任意 的 z,y E 
的 偏 序 关系 比 通常 的 序 
< 使 得 PP 成 为 一 
序 的 。 
的 全 序 关 系 。 利 
晶 序 关系 入， 总 存在 一 个 全 序 关 系 < 使 得 < 比 


P 恰好 有 一 个 
用 休 恩 


[Sy 


体 YCU Xa 
让 


CE 
其 中 对 任意 的 a e 工 均 有 #(Y N Xa) < 1。 即 那些 与 每 个 X。 都 至 多 有 


“170 ， 


8 章 无 限 集 


8.5.18 


8.5.19 


8.5.20 


-个 


佐 | 


3 


利用 佐 恩 引 玫 


人 


) 
引 理 


同 
\ 


与 选择 公理 在 逻辑 上 确 


元 素 的 集合 的 全 体 就 是 Q。 利 ) 


恩 引 


十 人 


| 到 


! 找 出 9 的 


实 是 等 价 的 《 即 从 大 


证 明 豪 斯 多 夫 最 大 性 原理 : 如 果 X 是 


成 立 。 因 此 根据 习题 8.5.17， 这 


设 X 是 一 个 集合 ， 


个 命 是 


契 Y 
使 得 Y := {ye€EY :y<’ rz}( 


大 


yy， 当 
的 一 个 关系 过 ; 


SI 


(Y, <) 


元 素 是 什么 ? 证 明 : 9 的 最 大 元 素 正 是 


pn XO 


全 序 子 集 Y， 它 关于 集合 的 包含 关系 是 最 大 的 ( 即 不 存在 X 的 
得 Y 包含 在 Y 中 )。 反 过 来 , 证 明 : 如 果 豪 斯 多 夫 最 大 怕 
在 逻辑 上 与 选择 公理 是 等 价 的 。 
并 且 设 9 是 全 体 序 对 (Y, <) 构成 的 空间 ， 
的 一 个 良 序 关系 。 设 (Y,<) 和 (Y', < 人) 都 是 Q 的 元 素 , 妇 
此 特别 有 YY CG Y'), 并 
仅 当 y <’ yy， 那么 我 们 称 (Y,<) 是 (Y', < ) 的 一 个 前 段 。 定义 Q 上 
(YY, < ) 时 或 者 当 (7 <) 是 (Y, < 的 一 个 前 段 时 , 令 
(到 乞 ) < (Y ,< )。 证 明 : < 是 Q 的 一 个 偏 序 关系 。Q 恰 在 
训 关 系 (X, 和)。 利 用 


页 


X 的 良 


良 序 原理 : 每 个 集合 X 都 至 少 有 
理 ， 即 公 到 


x€E 


个 良 序 关系 。 反 过 来 ， 利 


E 8.1。( 提 示 : 在 U XX。 上 假设 一 个 良 序 关系 <, 然后 考虑 每 个 X。 的 最 


小 元 素 。) 所 以 选择 公 
设 X 是 一 个 集合 ， 
利 


j 佐 恩 引 
已 是 9' 中 不 


里 、 佐 恩 引 理 


同 的 元 素 , 那么 AN B= 


以 及 展 序 原 于 
Qc 2X 是 由 X 的 子 集 构成 的 


里 证 明 : 存在 子 集 Q' C 9 使 得 Q' 中 所 在 


名 ), 而 


个 


个 最 大 元 素 。) 
中 任意 一 个 开始 都 能 推导 出 


FE 原理 成 立 , 那么 伍 ! 


衣 序 集 ,那么 存在 一 个 的 


他 全 序 子 集 六" 


恩 引 理 


使 


上 


Ea 


H.C 


Y 是 匀 的 子 集 且 


I 果 存 在 一 个 z€ YY" 


对 任意 


的 y,y EY 均 有 


个 最 小 元 素 ; 


一 


这 个 最 


| 日 推导 册 H 
于 可 中 HI 


佐 恩 


] 良 序 原 开 


日 


选择 公 


证 


从 


、 
大口， 天 


设 Q 


里 在 逻辑 上 都 是 互相 等 价 


的 。 


中 不 包含 空 集 g。 


的 元 素 


戎 虑 由 9 的 满足 条 件 “ 全 体 元 素 都 互 不 相交 ” 
个 整体 的 一 个 最 大 元 素 。) 反 过 来 , 如 果 上 述 结论 成 立 , 证 


的 所 有 子 集 所 构成 


结论 ， 从 而 这 是 另 一 个 在 逻辑 上 与 选择 


公 


FI 


了 且 zauexXu。) 


{(0, o)， (1, Za)} 的 序 对 集 构 成 的 集合 ， 


CQ 


互 不 相交 《〈 即 如 果 4 和 
Q 中 的 每 个 元 素 都 至 少 与 Q' 中 的 
一 个 元 素 相交 〈 即 对 于 任意 的 C es Q, 存在 一 个 4e Q 使 得 Cn 


Az 多 )。( 提 示 : 
的 整体 ， 并 找到 这 


明 : 它 蕴 涵 了 习题 8.4.2 的 
里 等 价 的 结论 。( 提 示 : 设 Q 是 


所 有 形 如 


第 9 章 ”及 上 的 连续 函数 


在 前 几 章 中 , 我 们 主要 研究 了 序列 。 序列 (a,)%o 可 以 看 作 是 一 个 从 N 到 RR 


的 函数 ， 即 对 每 一 个 自然 数 ”都 指定 了 一 个 实数 on 的 映射 。 然 后 我 们 对 这 些 从 


也 


N 到 R 的 函数 做 了 各 利 


假设 级 数 是 收敛 的 ) 


各 样 的 事情 , 例如 妊 


E 无 穷 大 处 取 它 们 的 极限 〈 当 函数 收敛 
时 ), 或 者 构造 上 确 界 和 下 确 界 等 ， 又 或 者 计算 一 个 序列 的 全 体 元 素 之 和 (同样 要 


现在 我 们 要 研究 的 不 是 定义 在 “离散 的 ”自然 数 集 N 上 的 函数 , 而 是 定义 在 


一 个 连续 统 ”上 的 函数 ,例如 定义 在 实 直线 及 上 的 函数 , 或 者 定义 在 像 {x e 及 : 


a 和 2 所 外 这样 区 间 上 的 函数 。 最 终 ,， 我 们 将 对 这 些 函 数 进行 大 量 运算 


包括 取 极 


~ 


限 、 求 导 以 及 计算 积分 值 。 在 本 章 中 , 我 们 主要 研究 函数 的 极限 以 及 与 之 密切 相关 


的 连续 函数 的 概念 。 


在 讨论 函数 之 前 , 我 们 必须 先 给 出 关于 实 直线 子 集 的 一 些 记 号 。 


9.1 ” 实 直 线 的 子 集 


些 特 定子 集 ， 比 如 正 实 轴 {z € R :x > 0}。 另 外 , 我 人 


义 实 直线 R* 打交道 , 或 者 在 它 的 子 集 中 展 


开 研 究 。 


在 分 析 学 中 , 我 们 通常 不 会 对 整个 实 直 线 及 进行 研究 ,而 是 研究 实 直线 的 某 


门 偶尔 


实 直线 显然 有 无 穷 多 个 子 集 。 事实 上 , 月 


表明 了 实 直线 子 集 的 个 数 甚至 比 实数 的 还 要 多 。 但 是 
些 特 殊 子 集 才 是 我 们 经 常 遇 到 的 ,其 中 区 间 就 是 一 种 这 检 
定义 9.1.1 (区 间 ) 设 wbeR* 是 广义 实数 , 我 们 


托 尔 定 汉 


EC 定型 


也 与 6.2 节 中 定义 的 广 


有 8.3.1, 参见 习题 8.3.4) 


实 直线 (和 广义 实 直线 ) 的 一 


la,b] := {rER*:a<r < ob} 


半 开 区 间 [a,5) 和 (a, 相 为 


的 集合 。 


定义 闭 区 间 [oa, 中 为 


la,b):= {rzER*:a<zr<b}; (ab:= {rEeER*:a<r<0} 


开 区 间 (a,0) 为 


(a,0):= {xzER*:a<z<0b} 


@ 在 本 书 中 , 我 们 不 严格 定义 离散 集合 和 连续 统 的 概念 。 粗略 地 说 ,如 果 集 合 中 的 每 一 个 元 素 与 剩余 
元 素 之 间 都 有 一 段 非 零 的 距离 ,那么 这 个 集合 就 是 离散 的 ; 如 果 一 个 集合 是 连通 的 并 且 没 有 “ 洞 ”， 那么 这 


个 集合 就 是 一 个 连续 统 。 


我 们 称 a 为 这 些 区 间 的 左 端点 , b 为 这 些 区 间 的 右 端点 。 


注 9.1.2 ”这 里 我 们 再 一 次 使 用 了 圆 括号 。 


示 一 个 从 2 到 3 的 开 区 间 , 也 可 以 用 它 来 表示 第 
有 序 对 。 这 或 许 会 导致 歧义 ,但 你 应 该 能 够 从 上 下 文中 了 解 圆 括号 所 表达 的 意思 。 
圆 括号 来 解决 这 个 问题 ， 例 如 [a,5) 就 变 成 


在 某 些 教材 中 , 使 用 反 向 的 
了 [a,b[，(a,0| 就 是 ja, 9]， 而 


括号 代替 


(a,5b) 就 记 作 


半 


{ZER:z<0} 是 (-o0,0|。 最 后 , 实 直 线 R 本 身 是 
直线 R* 是 闭 区 间 [0%0, 十 oo]。 有 了 时候 我 们 称 其 


a, bl|。 


侈 如 ,现在 我 们 既 可 以 用 (2, 3) 表 
卡 儿 平面 


2 < 0} 是 (-co,0)， 并 且 非 正 实 轴 


R2 := R xR 上 的 一 个 


例 9.1.3 “如果 a 和 bb 是 实数 ( 即 它们 既 不 等 于 +co， 也 不 等 于 -co)， 那 
么 所 有 上 述 区 间 都 是 实 直 线 的 子 集 , 例如 [2,3) = {ze R :2<x<3}。 正 实 轴 
{zx € R :xz > 0} 就 是 开 区 间 (0, 十 oo)， 而 非 负 实 轴 {x se R : z > 0} 就 是 一 个 


区 间 [0, 十 oo0)。 类 似 地 , 负 实 轴 {zx €E BR.: 


全 


区 间 (一 00, 十 00), 而 广义 实 
中 一 个 端点 是 无 限 (+o0 或 -co) 


的 区 间 为 半 无 限 区 间 , 称 两 个 端点 都 是 无 限 的 区 间 为 双 无 限 区 间 ; 而 其 余 所 有 的 区 
区 间 ， 正 实 轴 和 和 负 实 轴 都 是 半 无 限 区 间 ， 


间 都 被 称 为 有 界 区 间 。 所 以 
而 R 和 R* 都 是 双 无 限 区 间 


例 9.1.4 如果 a >5, 那么 四 


[2,3) 是 有 界 


个 区 间 [a, 相 、 [a,5)、(a,9] 和 (a,b) 都 是 空 集 (为 
什么 ? )。 如 果 a = 5,， 那么 三 个 区 间 [a,5)、(a,9] 和 (a,5) 都 是 空 集 , 而 [a,0] 就 是 


一 个 单元 素 集 {a}。( 为 什么 ? ) 因此 , 我 们 称 这 些 区 间 是 退化 的 。 我 们 所 学 习 的 分 


析 理 论 的 绝 大 部 分 (但 并 非 全 部 ) 内 容 都 


当然 ， 区 间 并 不 是 实 直线 唯一 一 个 有 意义 的 子 集 。 其 他 重要 的 例子 包括 自然 
过 使 用 并 全 
我 们 可 以 求 出 两 个 区 间 不 连通 的 并 集 ， 如 
包含 端点 在 内 ) 的 有 理 数 集合 [_1,1] n Q。 


数 集 N、 整 数 集 Z 以 及 有 理 


运算 ,我 们 还 可 以 构造 其 他 集合 ,例如 
(1,2) U [3, 旬 , 或 者 考虑 -1 和 1 之 间 ( 
利用 这 些 运算 , 我 们 显然 可 以 构造 出 无 限 多 个 集合 。 


限 伟 


一 


在 非 退化 的 区 间 上 。 


数 集 Q。 通 


和 交角 


(参见 3.1 节 ) 这 样 的 


就 像 实 数 序列 存在 极限 点 一 样 ， 实数 集 也 有 附着 点 ， 现在 我 们 来 定义 附 


着 点 。 
定义 9.1.5 (se- 附 着 点 ) 


设 X 是 及 的 子 集 ， e>0, 
是 e- 附 着 于 X 的 , 当 且 仅 当 存在 一 个 ye X 是 e- 接 近 于 vz 的 ( 即 |z 一 y|<e)。 


并 且 设 x € R。 我 们 称 x 


注 9.1.6 ”术语 “e- 附 着 于 ”不 是 文献 中 的 标准 术语 , 但 是 我 们 简单 地 用 它 来 
定义 附着 点 的 概念 ， 其 中 附着 点 是 一 个 标准 术语 。 
例 9.1.7 点 1.1 是 0.5- 附 着 于 开 区 间 (0,1) 的 ,但 不 是 0.1- 附 着 于 这 个 区 间 
的 。( 为 什么 ?) 点 1.1 是 0.5- 附 着 于 有 限 集 {1,2,3} 的 。 点 1 是 0.5- 附 着 于 {1,2,3} 


的 。( 为 什么 ? ) 
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定义 9.1.8 (附着 点 ) 设 XX 是 RR 的 一 个 子 集 , 并 且 设 zeR, 我 们 称 zx 是 X 
的 一 个 附着 点 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 的 s> 0, x 都 是 =- 附 着 于 X 的 。 

例 9.1.9 “对 于 任意 的 =>0, 数字 1 都 是 e- 附 着 于 开 区 间 (0,1) 的 , (为 什么 ? ) 
从 而 1 是 (0,1) 的 一 个 附着 点 。 类 似 地 , 点 0.5 也 是 (0,1) 的 一 个 附着 点 。 但 数字 
2 不 是 (例如) 0.5- 附 着 于 (0,1) 的 , 因此 2 不 是 (0,1) 的 附着 点 。 

定义 9.1.10 ( 闭 包 ) 设 和 是 及 的 一 个 子 集 。X 的 闭 包 , 有 时 记 作 么 , 是 指 
X 的 全 体 附 着 点 所 构成 的 集合 。 


引 理 9.1.11 〈 闭 包 的 初等 性质) 设 铸 和 Y 是 BR 的 任意 两 个 子 集 ， 那 么 
XCX, XUY=XUY, 且 NYCXNY。 如 果 CY, 那么 各 CT。 


证 明 : 参见 习题 9.1.2。 

现在 我 们 来 计算 一 些 闭 包 。 

引 理 9.1.12〈 区 间 的 闭 包 ) 设 a <5 是 实数 ,， 并且 设 械 是 四 个 区 间 (a,0)、 
(a,g|、[a,5) 和 [aa 中 的 任意 一 个 。 那 么 工 的 闭 包 是 [a, 0]。 类 似 地 ，(a, 十 oo) 或 
[a, +00) 的 闭 包 是 [a, +co)， 而 (—00, a) 或 (—00, ql 的 财 包 是 (一 co, a]。 最 后 ， (一 co， 
十 00) 的 闭 包 是 (一 00, +co)。 

证 明 : 我 们 只 证 明 这 些 结论 中 的 一 个 , 即 (a,5) 的 闭 包 是 [a, 9]。 其 他 的 结论 可 
以 类 似 地 证 明 (或 者 利用 习题 9.1.1)。 

我 们 首先 证 明 [a,9] 的 每 一 个 元 素 都 是 附着 于 (a,5) 的 。 设 zx €& [a, 中 ， 如 果 

ce (a,5)， 那 么 它 肯 定 是 附着 于 (a,5) 的 。 如果 x = b,， 那么 x 也 是 附着 于 (a, 刀 
的 。( 为 什么 ? ) 当 x = a 时 也 有 类 似 的 结论 。 因 此 [w, 中 的 每 一 点 都 是 附着 于 
(a, b) 的 。 
现在 我 们 证 明 附着 于 (a,5) 的 每 一 个 点 x 都 属于 [a,9]。 利 用 反 证 法 , 假设 x 

属于 [a,9]， 于 是 要 么 z > 六 要么 x < a。 如 果 x > 05, 那么 x 不 是 (x 一 0)- 附 着 
a,b) 的 (为 什么 ?), 从 而 xz 不 是 (a,5) 的 附着 点 。 类似 地 , 如 果 x <a, 那么 z 
是 (a 一 z)- 附 着 于 (a,b) 的 ， 从 而 z 不 是 (a,0) 的 附着 点 。 这 个 矛盾 说 明 x 实际 
属于 [a,9]， 结论 得 证 。 

引 理 9.1.13 ”NN 的 闭 包 是 N, Z 的 闭 包 是 Z，Q 的 闭 包 是 及 , 及 的 闭 包 是 
及 。 空 集 g 的 闭 包 是 g。 

证 明 : 参见 习题 9.1.3。 

下 面 的 引 理 证 明了 集合 X 的 附着 点 可 以 作为 X 中 元 素 的 极限 而 得 到 。 

引 理 9.1.14 设 X 是 R 的 子 集 , 并 且 设 zeR。 那么 xz 是 X 的 一 个 附着 点 ， 
当 且 仅 当 存在 一 个 完全 由 X 中 元 素 构成 的 序列 (an)?2_u 收敛 于 z 。 


Fr 冯 出 


站 


d 
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证 明 : 参见 习题 9.1.5。 

定义 9.1.15 如 果 五 = 轧 , 那么 子 集 已 C 尺 是 闭 的 , 即 瑟 的 所 有 附着 点 都 包 
含 在 互 中 。 

例 9.1.16 根据 引 理 9.1.12 可 知 , 如 果 a < 是 实数 , 那么 [a,9]、\[a, 十 00)、( 一 00， 
al 和 (一 00, 十 oo0) 都 是 财 的 ,而 (a,5)、(a,9、[a;5)、(a, 十 0) 和 (一 00,a) 都 不 是 闭 
的 。 根据 引 理 9.1.13 可 知 , N、Z、R 和 SC 都 是 闭 的 , 但 Q 不 是 闭 的 。 

根据 引 理 9.1.14, 我 们 可 以 用 序列 来 定义 闭 包 。 

推论 9.1.17 设 XX 是 RR 的 子 集 , 如 果 久 是 闭 的 , 并 且 (an)>2_ 是 一 个 由 六 
中 的 元 素 构成 的 收敛 序列 ， 那 么 lim an 也 属于 有。 反 过 来 ,如 果 每 一 个 由 XX 中 
元 素 构成 的 收敛 序列 (a,)%2%o 的 极限 也 都 属于 和 X, 那么 和 一 定 是 闭 的 。 

在 下 一 章 学 习 微 分 时 , 我 们 需要 把 “附着 点 ”的 概念 蔡 换 成 一 个 与 它 有 着 密切 
联系 的 概念 ， 即 极限 点 。 

定义 9.1.18 (极限 点 ) 设 X 是 实 直 线 的 一 个 子 集 , 我 们 称 x 是 X 的 极限 点 
(或 聚 点 ), 当 且 仪 当 xz 是 针 \ {zx} 的 一 个 附着 点 。 如 果 ze X, 并 且 存 在 某 个 e>0 
使 得 |z 一 yl >s 对 所 有 的 ye XNA{fzl 均 成 立 , 那么 我 们 称 xz 是 X 的 孤立 点 。 

例 9.1.19 设 X 是 集合 X= (1,2)U {3}, 那么 3 是 X 的 附着 点 ,但 不 是 和 
的 极限 点 ， 因 为 3 不 附着 于 X-{3}= (1,2), 但 3 是 X 的 一 个 孤立 点 。 另 外 ，2 
是 X 的 一 个 极限 点 ， 因 为 2 是 附着 于 XX 一 {2} = XX 的 , 但 2 不 是 孤立 点 。( 为 什 
人 么 ? ) 

注 9.1.20 ”根据 引 理 9.1.14 可 知 , z 是 X 的 极限 点 ,， 当 且 仅 当 存 在 一 个 完全 
由 X 中 不 同 于 x 的 元 素 构成 的 序列 (a,)%o， 并 且 该 序列 收 仑 于 x。 这 表明 附着 
点 组 成 的 集合 可 以 分 成 两 部 分 , 一 部 分 是 由 极限 点 组 成 的 集合 ， 部 分 是 由 孤立 
点 组 成 的 集合 (习题 9.1.9)。 

引 理 9.1.21 设 工 是 一 个 区 间 可 以 是 无 限 的 ), 即 了 是 一 个 形 如 (a, 5)、(a, 器、 
[a,5)、[a,0]、(a, 十 00)、[a; 十 00)、( 一 00,a) 或 (-co,q] 的 集合 ， 其 中 前 四 种 情形 均 满 
足 wa<p。 那么 工 的 每 一 个 元 素 都 是 了 的 极限 点 。 

证 明 : 我 们 对 工 = [w 的 情形 进行 证 明 。 其 余 结论 可 以 类 似 地 证 明 ， 并 把 这 
部 分 内 容留 给 读者 。 设 ze 7 我 们 必须 证 明 x 是 工 的 一 个 极限 点 。 这 里 存在 三 种 
情形 : x = ao、 a<z<b 以 及 z=b 如果 x = a， 那么 考虑 序列 (x 十 二 )%2N。 该 
序列 收敛 于 x, 而 且 如 果 选 择 足 够 大 的 NW, 那么 这 个 序列 就 落 在 了 了 {a} = (ao 
中 。( 为 什么 ? ) 所 以 根据 注 9.1.20 可 知 , x = a 是 [a,0 的 一 个 极限 点 , 当 a <z<5b 
时 也 有 类 似 的 论述 。 当 x = 5 时, 我 们 就 要 改 用 序列 (x 一 二 )>_Ny, (为 什么 ? ) 而 其 
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他 方面 的 论证 与 前 面相 同 。 

接 下 来 我 们 定义 有 界 集合 的 概念 。 

定义 9.1.22〈 有 界 集合 ) ”如 果 存 在 某 个 实数 M > 0 使 得 X cC [-M,M]， 那 
么 实 直 线 的 子 集 X 是 有 界 的 。 

例 9.1.23 ”对 于 任意 的 实数 a、b, 区 间 [ww, 岂 都 是 有 界 的 ， 因 为 它 被 包含 在 
[一 AM AM] 中 , 其 中 M := max{|al,|0|}。 然 而, 半 无 限 区 间 [0,+eo) 是 无 界 的 。( 为 什 
么 ? ) 事实 上 , 所 有 的 半 无 限 区 间 和 双 无 限 区 间 都 是 无 界 的 。 集合 N、Z、Q@ 和 R 
都 是 无 界 的 。( 为 什么 ? ) 

关于 闭 的 有 界 集合 的 一 个 基本 性 质 如 下 。 

定理 9.1.24 (直线 上 的 海 涅 - 博 雷 尔 定理 ) 设 X 是 及 的 一 个 子 集 , 那么 下 面 
两 个 命题 是 等 价 的 : 

(a) X 是 财 的 且 有 界 的 。 

(b) 给 定 任 意 一 个 在 和 中 取 值 ( 即 对 所 有 的 n1 

(an)%2%o， 存在 它 的 一 个 子 序列 (an,)32o 收敛 

证 明 : 参见 习题 9.1.13。 


注 9.1.25 ”这 个 定理 在 本 章 的 后 面 几 节 中 将 起 到 关键 作用 。 用 距离 空间 拓 # 
学 的 语言 来 说 , 该 定理 断定 了 实 直线 的 任意 一 个 闭 的 且 有 界 的 子 集 都 是 紧 的 , 参见 
11.7 节 。 这 个 定理 更 一 般 的 形式 是 由 爱德华 ” 海 涅 (1821 一 1881) 和 埃 米 尔 ” 博 雷 
尔 (1871 一 1956) 给 出 的 , 参见 定理 11.7.7。 


NS 


有 an < X) 的 实数 序列 
X 中 的 某 个 数 工 。 


l | 


习 题 


并 且 设 Y 是 一 个 满足 XCYCX 的 集合 , 证 明 


9.1.1 设 X 是 实 直 线 的 任意 一 个 子 集 
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驻 

9.1.2 ”证 明 引 理 9.1.11。 

9.1.3 ”证 明 引 理 9.1.13。( 提 示 : 为 了 计算 Q 的 闭 包 , 你 需要 用 到 命题 5.4.14。) 

9.1.4 ”举例 说 明 , 实 直 线 的 两 个 子 集 铸 和 YY 满足 XNMY 了 XNY。 

9.1.5 ”证 明 引 理 9.1.14。( 提 示 : 为 了 证 明 两 个 强 涵 关系 中 的 一 个 , 你 需要 用 到 选择 公理 , 就 

理 8.4.5 中 那样 。) 

9.1.6 设 X 是 及 的 子 集 , 证 明 ; 误 是 闭 集 ( 即 京 = X)。 另 外 证 明 : 如 果 YY 是 任意 一 个 包 
含 X 的 闭 集 , 那么 Y 也 包含 了。 因此 X 的 闭 包 又 是 包含 X 的 最 小 闭 集 。 

9.1.7 设 n 1 是 一 个 下 整数， 并 且 设 Xi,… ,Xn 都 是 及 的 闭 子 集 。 证明: Xi U X2U 
…U Xn 也 是 闭 集 。 
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9.1.8 设 工 是 一 个 集合 〈 可 以 是 无 限 的 )， 并 且 对 每 一 个 we 天 设 Xe 为 及 的 闭 子 集 。 证 
明 : [在 式 (3.3) 中 定义 的 ] 交集 N Xo 也 是 闭 集 。 
9.1.9 设 X 是 实 直线 的 一 个 子 集 , 证 明 : X 的 每 一 个 附着 点 要 么 是 X 的 极限 点 , 要 么 是 和 
的 孤立 点 , 但 不 可 能 同时 是 极限 点 和 孤立 点 。 反 过 来 , 证 明 : X 的 每 一 个 极限 点 和 每 
一 个 孤立 点 都 是 X 的 附着 点 。 
9.1.10 设 X 是 及 的 一 个 非 空 子 集 , 证 明 : X 是 有 界 的 , 当 且 仅 当 inf(X) 和 sup(X) 都 是 
有 限 的 。 
证 明 : 如 果 X 是 R 的 一 个 有 界 子 集 , 那么 闭 包 又 是 有 界 的 。 
证 明 : R 的 任意 有 限 多 个 有 界 子 集 的 并 集 仍然 是 一 个 有 界 集 合 。 如 果 换 成 R 的 无 限 
多 个 有 界 子 集 , 那么 结论 还 成 立 吗 ? 
9.1.13 ”证 明定 理 9.1.24。[ 提 示 : 利用 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 (定理 6.6.8) 和 推论 9.1.17 
去 证 明 (a) 给 涵 着 (b)。 采 用 反 证 法 证 明 (b) 缠 涵 着 (a)， 其 中 利用 推论 9.1.17 证 明 
X 是 闭 的。 还 要 用 选择 公理 证 明 X 是 有 界 的 , 就 像 在 引 理 8.4.5 中 那样 。] 
9.1.14 ”证 明 : R 的 任意 一 个 有 限 子 集 既 是 闭 的 又 是 有 界 的 。 
9.1.15 ” 设 巨 是 R 的 一 个 有 界 子 集 , 并 且 设 5 := sup(B) 是 五 的 最 小 上 界 [注意 , 根据 最 小 
上 界 原理 ( 即 定理 5.5.9) 可 知 ,，S 是 一 个 实数 ]。 证明: 5S 是 的 附着 点 , 同时 也 是 
R\B 的 附着 点 。 
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9.2 ” 实 值 函数 的 代数 


你 熟悉 很 多 从 实 直 线 到 实 直线 的 函数 三 : R 一 R, 例如 : f(x) := 22 二 3z 十 
5、f(x) := 2z/(z2 十 1) 和 f(x) := sin(z)exp(z) (我 们 将 在 第 15 章 正式 定义 sn 和 
exp)。 这 些 都 是 从 及 到 R 的 函数 ， 因 为 它们 对 任意 的 实数 z 都 指定 了 单独 一 个 
实数 f(z)。 我们 还 可 以 考察 一 些 更 独特 的 函数 ， 如 

1 若 ze Q 
A . 若 zg&Q 
这 个 函数 不 是 代数 的 〈 也 就 是 说 ， 它 不 能 单纯 地 用 +、-、x、/、V 等 这 些 关 于 x 
的 标准 代数 运算 来 表达 ， 在 本 书 中 我 们 不 需要 这 个 概念 )， 但 它 依然 是 从 及 到 及 
的 函数 ， 因 为 它 对 每 一 个 ze 及 都 指定 了 一 个 实数 f(z)。 

我 们 可 以 从 上 述 定义 在 R 上 的 函数 f : 有 一 R 中 任 取 一 个 ， 并 把 定义 域 限 
制 在 一 个 更 小 的 集合 X C 及 上 ， 从 而 构造 了 一 个 从 和 到 R 的 新 函数 ， 有 时 记 
作 用 zx。 这 个 新 函数 与 原 函 数 是 一 样 的， 只 不 过 新 函数 被 定义 在 一 个 更 小 的 集合 
上 。( 所 以 当 z EX 时 , flx(zx) := f(z); 而 当 z 4 对 时 , flx(z) 无 定义 。) 例如 , 我 
们 可 以 把 最 初 定义 在 R 到 R 上 的 函数 f(z) := 22 限制 在 区 间 [1,2] 上 , 于 是 我 们 
构造 了 一 个 新 的 函数 fliz : [1,2] 一 R, 它 的 定义 是 当 x € [1,2] 时 fia(x) = z2， 


站 


Pe 


是 从 


不 同 的 函数 , 但 由 于 它们 之 间 的 
严格 


R 到 [0, 十 oo) 的 函数 ， 从 而 取代 了 R 到 R 的 函数 。 正式 地 说 ， 


个 函数 , 但 


是 


是 f(z) 


个 数值 ( 它 取 决 于 晶 


区 别 太 小 , 我 们 在 讨论 中 通常 不 太 关 注 
也 说 , 一 个 函数 f 与 该 函数 在 点 x 处 的 函数 值 f(x) 是 有 区 别 的 。f 是 一 


我 们 对 此 不 做 过 多 强调 , 但 有 时 我 们 必须 对 两 者 进行 


是 函数 f(zx) := z2, 而 g := flp,z 是 通过 把 限 和 
9 都 是 求 平方 的 运算 , 即 f(x)=z2 且 
因为 它们 的 定义 域 不 同 。 尽管 存在 这 样 的 区 别 , 但 我 们 
虑 函数 z?2 十 2z 十 3” 来 代替 正式 的 说 法 :“ 考 
的 函数 f : R 一 及 ”。( 当 我 们 开始 涉及 微分 之 类 
人 
3 处 的 导数 是 6, 而 9 在 3 处 的 导数 却 显 


Bf #9, 
点 , 并 用 “ 考 


Ee 


| 区 
但 


= 722, 


g(72) 


的 “两 端 同时 微分 ”而 断言 6 = 0。) 


如 果 XX 是 R 的 一 个 子 集 ， 
出 函数 f 的 图 {(z, jz)) 
面 及 2 二 
的 概念 )， 我 们 当然 可 

种 


一 


法 ， 
供 更 


变量 


并 
:ZEXh， 


它 是 Xx RB 的 一 


R x R 的 一 个 子 集 。 利 


(甚至 是 无 限 多 个 变量 ) 函数 时 


就 像 数 可 以 进行 算术 运算 
个 函数 ， 两 个 函数 的 乘 
定义 9.2.1 (函数 


更 加 严格 准 


的 内 


确 。 当 把 


变量 x)。 两 者 之 间 的 区 别 


区 分 。 例如， 如 


E 区 间 [1,2] 上 得 到 
f 和 g 不 能 


虑 定义 为 f(z) 


合 


在 后 | 一 


9.2” 实 值 函 数 的 代数 ”. 177. 
而 在 其 他 情况 下 则 没有 定义 。 
当然 , 如 果 f(z) 的 取 值 都 落 在 R 的 某 个 更 小 的 子 集 Y 内 , 那么 我 们 也 可 以 把 


直 域 从 R 限制 到 站 上 。 例如 , 定义 为 f(x) := 22 的 函数 f :RR 一 R 也 可 以 被 看 作 


这 两 个 函数 是 
函数 的 值 域 。 


相当 微妙 , 而 
果 f:R 一 R 
的 , 那么 了 和 


说 :党 ,人 筷 


钙 症 会 从 


时 ,这 种 区 别 将 变 得 


一 个 函数 ， 

忽略 这 一 
:一 2Z2 二 22 十 3 
更 为 


9。 oo 


。 因 此 我 们 不 能 简单 地 对 f(3) = 


f: oo 数 ， 那 么 我 们 可 以 构造 


也 和 集 


wi 


， 从 而 


用 平面 及 2 的 几何 使 用 切线 、 
以 通过 图 像 来 研究 函数 。 但 我 们 将 
中 包括 利用 实数 的 性 质 去 分 析 这 些 函数 。 这 两 种 方法 是 互补 的 , 几何 方法 提 
多 的 视觉 直观 , 而 分 析 方 法 则 


多 地 采用 


变量 函数 上 


是 欧 几 目 


的 分 析 


得 平 
面积 等 之 类 
“分 析 


于 
的 ” 方 


广 到 多 


， 几 何 直观 与 解析 形式 都 将 变 得 很 有 用 。 


口 
AN 


样 , 函数 也 可 以 进行 算术 运算 : 两 个 函数 之 和 


也 是 一 个 函 数 ， 等 等 等 。 


门 的 和 六 +9 :和 一 玉 为 


(f+ 9)(7z) := 


它们 的 差 f 一 g: 匀 一 RR. 为 


(f = 9)(7z) := 


大 值 max(f,g):X 一 RR 为 


它们 


的 最 小 值 min(f,g):X 一 RB 为 


的 算术 运算 ) 给 


f(z) + g(7) 


f(z) — g(7) 


max(f,9)(7) := max(f (2), 9(7)) 


min(f,9)(7) := min(f (2), 9(2)) 


是 一 


定 两 个 函数 1: 一 RR 和 g:X 一 R, 定 


a 
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它们 的 乘积 1 :和 X 一 及 (或 太 9:X 一 及 ) 为 
(fgjtz) := f(z)g(7) 
以 及 ( 若 对 所 有 的 ze 关 均 有 g(x) 关 0) 商 f/g:XX 一 RR 为 


(f/9)(7) := f(z)/g(7) 


最 后 ,如果 e 是 一 个 实数 , 我 们 定义 函数 cf :X 一 R (或 c.f:X 一 R) 为 
(ch := ex f(a) 

例 9.2.2 ”如 果 了 :RR 一 R 是 函数 f(x) := z2， 
9g(z) := 2z, 那么 /+09 :及 一 及 是 函数 (+9g(z) := 7x2 二 27, 而 fg:R 一 R 
是 函数 (fg)(z) := 2z3。 类 似 地 ，j 一 g:R 一 R 是 函数 (f 一 g)(z) := 7x? 一 2zx, 而 
6f : R 一 R 是 函数 (6])(x) := 6x?。 观 察 可 知 ，fg 与 /oo 不 是 同一 个 函数 ， 其 
中 fog 是 映射 z 一 4x?。 而 且 fg 与 gof 也 不 是 同一 个 函数 , 其 中 gof 是 映射 


2 Fr 272 (为 什么 ?)。 因 此 ,函数 的 乘法 与 函数 的 复合 是 两 和 


习 题 
9.21 设 1:R 一 R、.g:R 一 R 和 hh:R 一 R。 下 面 哪些 等 式 成 立 ? 请 给 出 说 
式 不 成 立 ? 请 给 出 反例 。 
(f+9)oh= (foh)+(gonh) 
fo(g+h)= (fo09)+(f oh) 
(f+9):h=(f:h)+(g9:h) 
f(g9+h)= (f.9)+(f:h) 


9.3 ”函数 的 极限 值 


门 利用 e- 接 近 怕 


Fh 不 同 的 运算 。 


在 第 6 章 中 , 我 们 定义 了 一 个 序列 (an)%2o 收敛 于 极限 L 是 什么 意思 。 现在 
我 们 定义 一 个 类 似 的 概念 ， 即 定义 在 实 直线 上 或 者 定义 
函数 /在 一 点 处 收敛 于 某 个 值 是 什么 意思 。 就 像 我 


并 日 g:R 一 R 是 函数 


E 明 。 哪 些 等 


E 实 直线 的 某 个子 集 上 的 
E 和 最 终 =- 接 近 


性 来 处 理 序 列 的 极限 那样 , 我 们 需要 用 =- 接 近 性 和 局 部 e- 接 近 性 的 概念 来 处 理 函 


数 的 极限 。 


定义 9.3.1 (e- 接 近 性 ) 设 匀 是 RR 的 


个 子 集 , f : X 一 及 是 一 个 函数 , 二 


是 一 个 实数 , 并 且 设 s > 0 也 是 一 个 实数 。 我 们 称 函数 f 是 e- 接 近 于 工 的 , 当 且 仅 
当 对 于 任意 的 ze X，j(z) 都 是 e- 接 近 于 工 的 。 


例 9.3.2” 当 函数 f(z) := z2 被 限 人 


由 在 区 间 [1,3] || 


FE 时 ,，f 是 5- 


因为 当 ze€ [1,3] 时 1< f(z) < 9, 从 而 |f(z) 一 4<5。 而 当 了 被 限制 帮 


E 更 小 的 


接近 于 4 的 ， 


区 间 


[1.9,2.1] 上 时 , f 是 0.41- 接 近 于 4 的。 因为 若 ze [1.9,2.1], 则 有 3.61 < f(x) < 4.41， 


从 而 |f(x) 一 4|<<0.41。 


I 
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定义 9.3.3 (局 部 e- 接 近 性 ) 设 X 是 及 的 一 个 子 集 , /:X 一 R 是 一 个 
函数 , 工 是 一 个 实数 ,zo 是 X 的 一 个 附着 点 ， 并 且 设 s > 0 是 一 个 实数 。 我们 称 
f 在 zo 附近 是 e- 接 近 于 工 的 , 当 且 仅 当 存在 一 个 6 > 0 使 得 当 f 被 限制 在 集合 
{rEX:|z 一 zol <6} 上 时 , f 是 e- 接 近 于 工 的 。 

例 9.3.4 设 了 :|[1,3] 一 RR 是 限制 在 区 间 [1,3] 上 的 函数 f(x) := z2， 该 函数 
不 是 0.1- 接 近 于 4 的 ， 因为 比如 f(1) 就 不 是 0.1- 接 近 于 4 的 。 但 f 在 2 附近 是 
0.1- 接 近 于 4 的 , 因为 当 f 被 限制 在 集合 {x € [1,3] : |x 一 2| < 0.01} 上 时 , 函数 了 
的 确 是 0.1- 接 近 于 4 的 。 因 为 当 |x 一 2| < 0.01 时 , 我 们 有 1.99 < x < 2.01， 从 而 
3.9601 < f(x) < 4.0401。 特别 地 ，f(x) 是 0.1- 接 近 于 4 的 。 

例 9.3.5 ”继续 考察 上 例 中 的 函数 f, 我 们 观察 到 f 不 是 0.1- 接 近 于 9 的 , 因 
为 比如 f(1) 就 不 是 0.1- 接 近 于 9 的 。 但 f 在 3 附近 是 0.1- 接 近 于 9 的 , 因为 当 了 
被 限制 在 集合 {zx € [1,3] :|z 一 3| < 0.01} 一 一 即 半 开 区 间 (2.99, 3] (为 什么 ?) 上 
时 ,函数 f 是 0.1- 接 近 于 9 的 (因为 若 2.99 <x < 3, 则 有 8.9401 < f(x) < 9, 从 
而 f(z) 是 0.1- 接 近 于 9 的 )。 

定义 9.3.6〈 函 数 在 一 点 处 收敛 ) 设 X 是 及 的 一 个 子 集 , /: 和 一 及 是 一 
个 函数 , 是 匀 的 一 个 子 集 ，zo 是 五 的 一 个 附着 点 ， 并 且 设 工 是 一 个 实数 。 我 
们 称 在 点 zo 处 沿 着 收敛 于 L，3 记 作 。lim f(x) = 工 ， 当 且 仅 当 对 于 任 


ZE 已 
意 的 s > 0， 被 限制 在 上 的 函数 了 在 zo 附近 都 是 = 接近 于 工 的 。 如 果 了 在 
zo 处 不 收敛 于 任何 数 工 ,那么 我 们 称 f 在 zo 处 发 散 ， 并 且 im f(7) 是 无 定 
义 的 。 


换言之 ， lim f(z)=L 当 且 仅 当 对 于 任意 的 s > 0, 存在 一 个 5 > 0 使 得 


|f(z) 一 LI < 对 所 有 满足 |z 一 zol <56 的 ze 邓 均 成 立 . (为 什么 这 个 定义 与 上 面 
给 出 的 定义 是 等 价 的 ? ) 

注 9.3.7 在 很 多 情况 下 , 我 们 都 会 把 上 面 记号 里 的 集合 EB 略 去 ( 即 我 们 只 说 
f 在 zo 处 收敛 于 工 , 或 者 im yo) 二 工 ), 尽管 这 样 做 的 确 存在 一 定 的 风险 。 例如 ， 
有 时 互 是 不 是 真 的 包含 zo 是 有 差别 的 。 比 如 ， 如果 f : R. 一 及 是 定义 如 下 的 函 
数 : 当 z=0 时 , 令 f(z)=1; 当 z 关 0 时 , 令 f(z)=0, 那么 ea eg =0, 
而 ,lim © f(z) 是 无 定义 的 。 有 些 作者 只 定义 忆 不 包含 zo 时 (那么 此 时 zo 是 五 
的 极限 点 而 不 是 附着 点 ) 的 极限 lim sf (2), 或 者 用 lim_ f(7) 来 表示 我 们 


br 


所 说 的 lim Ja)。 但 是 我 们 会 选取 一 个 更 一 般 的 记号 , 它 允 许 巨 包含 zo 


Z 一 20iCEN{zo 


的 情况 出 现 。 


d 
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例 9.3.8 设 了 :|[1,3] 一 R 是 函数 f(x) := Z2， 之 前 我 们 已 经 看 到 在 2 附 
近 是 0.1- 接 近 于 4 的 。 同 理 可 以 证 明 f 在 2 附近 是 0.01- 接 近 于 4 的 (我 们 只 需要 
让 6 取 一 个 更 小 的 值 就 可 以 了 )。 

定义 9.3.6 相当 不 实用 , 我 们 可 以 用 更 熟悉 的 语言 来 改写 这 个 定义 ， 比 如 序列 
的 极限 。 

命题 9.3.9 设 久 是 RR 的 一 个 子 集 , f :X 一 R 是 一 个 函数 , 忆 是 XX 的 一 个 
子 集 , zo 是 五 的 一 个 附着 点 , 并 且 设 工 是 一 个 实数 。 那么 下 面 两 个 命题 在 逻辑 上 
是 等 价 的 : 

(a) f 在 xo 处 沿 着 万 收敛 于 工 。 
(b) 对 于 任意 一 个 完全 由 EB 中 的 元 素 构成 并 且 收 敛 于 zo 的 序列 (a,)%2%o, 序 

列 (f(an))%>o 都 收敛 于 工 。 


证 明 : 参见 习题 9.3.1。 


根据 上 述 命题 ， 我们 有 时 用 “ 当 z 一 zo 时 , 沿 着 马 有 f(x) 一 L” 或 “ff 在 zo 
处 沿 着 刀 有 极限 亏 ” 来 代替 “上 在 zo 处 收敛 于 L” 或 “ lim f(z)=L"。 

注 9.3.10 使 用 命题 9.3.9 中 的 记号 , 我 们 有 如 下 推论 : 如 果 lim f(z) = 
且 ,lim an 二 xo， 那么 dim f(an) = 上。 

注 9.3.11 ”我们 只 考虑 当 zo 是 的 附着 点 时 ,函数 了 在 zo 处 的 极限 。 如 
果 zo 不 是 附着 点 ， 那 么 就 没有 必要 定义 极限 的 概念 。( 你 能 看 出 为 什么 存在 问题 
中? ) 

注 9.3.12 用 来 表示 极限 的 变量 x 是 一 个 虚拟 变量 , 我 们 可 以 用 其 他 任何 
变量 来 蔡 换 它 ， 而 且 恰 好 能 得 到 同一 个 极限 。 例 如 ， 阁 lim_ flz) = 工 则 有 
lim jg) = 二 并且 反 之 亦 然 。( 为 什么 ? ) 


2 一 Z0iVE 古 

从 命题 9.3.9 中 可 以 马上 得 到 一 些 推论 。 例如 , 现在 我 们 知道 一 个 函数 在 一 点 
处 最 多 有 一 个 极限 。 

推论 9.3.13 设 久 是 RR 的 一 个 子 集 , 马 是 镁 的 一 个 子 集 , xo 是 互 的 一 个 附 
着 点 , 并且 设 f :一 R 是 一 个 函数 。 那么 f 在 xo 处 沿 着 妃 至 多 有 一 个 极限 。 

证 明 : 利用 反 证 法 , 假设 存在 两 个 不 同 的 数 二 和 L, 使 得 f 在 xo 处 沿 着 到 
同时 有 极限 L 和 极限 L'。 因为 zo 是 的 一 个 附着 点 , 所 以 根据 引 理 9.1.14 可 知 ， 
存在 一 个 由 中 的 元 素 构 成 的 序列 (a,)?%2o 收敛 于 zo。 由 于 f 在 xo 处 沿 着 瑟 有 
极限 二 ,那么 根据 命题 9.3.9 可 知 ，(f(an))%o 收敛 于 L。 又 因为 f 在 xo 处 沿 着 
忆 还 有 极限 L， 所 以 (f(an))%2o 也 收敛 于 L'。 然而 这 与 序列 极限 的 唯一 性 (命题 
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LI 


6.1.7) 相 矛 盾 。 
利用 序列 的 极限 定律 , 我们 现在 可 以 推导 出 函数 的 极限 定 得 
命题 9.3.14〔〈 函 数 的 极限 定律 ) 设 X 是 及 的 一 个 子 集 , 已 是 X 的 一 个 子 
zo 是 B 的 一 个 附着 点 , 并 且 设 ff:X 一 R 和 9g:XX 一 R 部 是 函数 ,假设 f 
在 zo 处 沿 着 BB 有 极限 L, 并且 9 在 zo 处 沿 着 BB 有 极限 M，, 那么 f+g 在 zo 处 
沿 着 EB 有 极限 LL 二 M， ff 一 g 在 xo 处 沿 着 瑟 有 极限 工 -M， max(f,g) 在 zo 处 
沿 着 BB 有 极限 max(L, M),， min(f,g) 在 zo 处 沿 着 有 极限 min(L, M), 而 且 fg 
在 zo 处 沿 着 EB 有 极限 LM。 如果 c 是 一 个 实数 , 那么 cf 在 zo 处 沿 着 妃 有 极限 
cL。 最后, 如果 9 在 妃 上 不 为 零 ( 即 对 一 切 ze 瑟 均 有 9(z) 入 0) 并 且 M 不 等 于 
0, 那么 f/g 在 zo 处 沿 着 有 极限 却 /M。 

证 明 : 我 们 只 证 明 第 一 个 结论 〈 即 上 + 9 有 极限 L 十 M)， 其 余 结论 的 证 明 
非常 类 似 ， 并 把 这 部 分 留 作 习题 9.3.2。 因 为 zo 是 五 的 一 个 附着 点 ， 所 以 根据 引 
理 9.1.14 可 知 , 存在 一 个 由 EB 中 的 元 素 构成 的 序列 (a%)%>%o， 它 是 收敛 于 zo 的 。 
由 于 了 在 zo 处 沿 着 妃 有 极限 工 ， 根 据 命题 9.3.9 可 知 ，(f(an))%o 收敛 于 工 。 
类 似 地 ，(g(a;,))>o 收敛 于 M。 根 据 序列 的 极限 定律 (定理 6.1.19), 我 们 推导 出 
((f 十 9)(an))%>o 收敛 于 工 + M。 再 次 由 命题 9.3.9 可 知 , 这 纺 涵 了 ff 二 +g 在 xo 处 
沿 着 有 极限 L+M (因为 (an)%_o 是 马 中 任意 一 个 收敛 于 zo 的 序列 ), 这 就 是 
要 证 明 的 结论 。 

注 9.3.15 ”我 们 可 以 像 下 面 这 样 更 加 通俗 地 来 表述 命题 9.3.14: 


lim (F 士 0)(z) = lim f(z)+t lm g(x) 


TX—7X0 X70 和 一 Z0 


Jl, max(f, 9) (0) = max ( um youmoGa) 


1 
o 


0 


Us 
re 
lim (1/9)(®) = Tt) 


中 ， 为 了 简便 我 们 去 掉 re 瑟 的 限制 )。 但 我 们 应 该 清楚 地 知道 ,只 有 当 这 些 
式 右 端 的 表达 式 有 意义 时 ,等 式 才 成 立 。 另外 ,对 于 最 后 一 个 等 式 , 我 们 还 要 求 
9 和 lim g(z) 都 不 为 零 (参见 例 1.2.4, 了解 当 极限 没有 被 谨慎 处 理 时 会 出 现 什么 
样 的 错误 )。 

利用 命题 9.3.14 中 的 极限 定律 


此 一 


我 们 可 以 推导 出 一 些 极 限 。 首先 , 容易 证 明基 
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本 极限 
lim c=c 
2 一 Z0jZE 了 及 
和 
a 一 0 
对 任意 的 实数 zo 和 e 均 成 立 (为 什么 ? 利用 命题 9.3.9)。 利用 极限 定律 , 我 们 还 能 
导出 
im 到 zo 
sn = C2Z0 
lim xz2+crt+d=z?+crotd 
rorTER 
等 ， 其 中 cd 是 任意 实数 。 
如 果 了 在 zo 处 沿 着 X 收敛 于 L,Y 是 六 的 任意 一 个 子 集 , 并 且 zo 还 是 并 
的 一 个 附着 点 , 那么 了 在 zo 处 沿 着 Y 也 收敛 于 工 。( 为 什么 ? ) 于 是 在 大 的 集合 
上 收敛 缠 涵 了 在 小 的 集合 上 也 收敛 。 但 是 , 反 过 来 就 不 成 立 。 


例 9.3.16 ”考虑 符号 函数 sgn : 及 .一 及 
1 

0 

一 1 
sen(Z) = 1，( 为 什么 ? ) 


人 一 


sgn(Z) : 


量 


于 是 lim 
2 一 0iZE(0, 十 co) 


且 lim asgn(7) 无 定义 。( 为 什么 ? ) 
险 。 然 而 在 许多 情况 下 这 档 
对 于 任意 一 个 以 zo 为 附着 点 的 集合 X 都 有 


成 lim z2 = za 是 安全 的 。 
2 一 20 


设 f(z) 是 函数 


例 9.3.17 


于 是 lim 
Z 一 0iZE 及 一 {0} 


这 种 情况 下 , 我 们 说 f 在 0 处 有 “可 去 奇 点 


因此 从 极限 
做 是 安全 的 。 例 如 ， 我 们 知道 ,lim 0? = 70 事实 上 


f(z) = 0, (为 什么 ? ) 但 ， lim f(z) 无 定义 。( 为 什么 ? ) (在 


- 


右 T >>0 


若 z=0 


若 zx <0 
lim sgn(Z) = 一 1, (为 什么 ?”) 而 


0izE( 一 co;0) 
中 去 掉 集 合 X 有 时 候 很 危 


Ar 串 


们 学 


lim 22 = z2, (为 什么 ? ) 所 以 写 


LL0 TE 


5 


右 X = 二 0 
若 z 关 0 


”或 “可 去 间断 点 ”。 由 于 这 种 奇 点 的 


存在 ， 我 们 有 时 约定 写 dim f(z) 时 就 默认 把 zo 排除 在 集合 之 外 。 例 如 ， 本 书 中 


f(z) 的 简写 形式 。 


lim f(z) 是 
dim f( ) Tro;TEX— {ro} 


) 


I 
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另外 , 在 zo 处 的 极限 只 与 zo 附近 的 函数 值 有 关 , 远离 zo 的 函数 值 与 该 极限 
无 关 。 下 面 的 命题 就 体现 了 这 种 直观 。 

命题 9.3.18( 极 限 是 局 部 的 ) 设 X 是 R 的 一 个 子 集 , 是 X 的 一 个 子 集 , zo 
是 巨 的 一 个 附着 点 , f :XX 一 及 是 一 个 函数 , 并且 设 工 是 一 个 实数 。 设 5 > 0, 那 
么 我 们 有 


li 三 也 
人 
当 且 仅 当 
lim 7)=L 
TXO;TEEN(To0—6,r0+6) 
证 阴 : 参见 习题 9.3.3。 
通俗 地 说 ， 上面 的 命题 断定 了 
li 3 li 
SE rt Bae 0 f(z) 


于 是 ， 如果 函数 在 zo 处 的 极限 存在 ， 那么 它 只 取决 于 zo 附近 函数 f 的 值 ， 较 远 
处 的 值 实际 上 对 该 极限 没有 任何 影响 。 
现在 我 们 再 给 出 几 个 极限 的 例子 。 

例 9.3.19 考虑 函数 六 及 一 及 和 5: 及 一 及 ,它们 分 别 被 定义 为 f(z) := z+2 
和 g(x) := z 十 1, 那么 ,lm jz) 一 4 且 ,lim 9(7) = 3。 我 们 希望 利用 极限 定律 


导出 ,lm yz)MX9(Z) = 一 4/3， 即 Jim 5 = 3。 严格 地 说 ， 我 们 无 法 使 用 命 
题 9.3.14 来 保证 这 一 点 , 这 是 因为 z+1 在 z = -1 处 为 0, 所 以 f(x)/g(x) 是 无 定义 
的 。 但 很 容易 解决 这 个 问题 , 只 需要 把 上 和 9 的 定义 域 从 R 限制 到 更 小 的 区 域 上 就 
可 以 了 , 如 RBR 一 {1}。 所 以 根据 命题 9.3.14, 我 们 可 以 得 到 ,lim ts 


2;rER—{-1}°+1 


例 9.3.20 ”考虑 定义 为 f(x) := (2? 一 1)/(z 一 1) 的 函数 三 :及 -1 一 及 。 对 于 
任意 一 个 不 等 于 1 的 实数 , 这 个 函数 都 是 有 意义 的 , 而 f(1) 是 无 定义 的 。 但 1 仍 是 
R 一 全 } 的 一 个 附着 点 (为 什么 ?), 并 且 极 限 ER 是 有 定义 的 。 这 是 因 
为 在 定义 域 R 一 {人} 上 我 们 有 恒等式 (x? 一 1)/(z 一 1)= (x+D(z-1)/(x-1)= z+l, 
而 2 二 1=2。 


lim 
Z 一 1;zER 及 一 {1} 


例 9.3.21 设 f:R 一 R 为 函数 


我 们 要 证 明 f(x) 在 0 处 沿 着 R 没有 极限 。 利 用 反 证 法 , 假设 f(z) 在 0 处 沿 着 及 . 
有 某 个 极限 工 。 那么 只 要 (an )%>1 是 由 不 为 零 的 数 构成 的 一 个 收敛 于 0 的 序列 , 我 
们 就 有 ,lim f(an) = 工 。 因为 (1/n) 听 1 就 是 这 样 的 序列 ,因此 

L= im f(1/n) = Him 1 一 1 


另外 ,因为 (V2/m)2 1 是 另 一 个 由 不 为 零 的 数 构成 的 收敛 于 0 的 序列 , 但 这 些 数 
都 是 无 理 数 而 非 有 理 数 ,所 以 


L= lm f(V2/n) = Jim 0=0 
又 因为 1 承 0, 这 就 出 现 了 矛盾 。 因 此 这 个 函数 在 0 处 没有 极限 。 


习 题 
9.3.1 ”证 明 命 题 9.3.9。 

9.3.2 ”证 明 命 题 9.3.14 中 剩余 的 结论 。 

9.3.3 ”证 明 引 理 9.3.18。 


9.3.4 ”给 出 关于 上 极限 lim sup f(x) 和 下 极限 lim inf of (2) 的 定义 。 然后 根据 你 给 


ZTOTEE 


出 的 定义 , 提出 一 个 类 似 于 命题 9.3.9 的 结论 。( 附 加 的 挑战 : 证 明 这 个 类 似 的 结论 。) 
9.3.5 ”〈 夹 交 定 理 的 连续 形式 ) 没 3 X 是 R 的 一 个 子 集 , 已 是 X 的 一 个 子 集 , xo 是 巨 的 
一 个 附着 点 , 并且 设 f:X 一 R、g: 铸 一 RR 和 hh :XX 一 R 痢 是 函数 ， 而且 
它们 使 得 f(z) < g(x) < h(x) 对 所 有 x € 已 均 成 立 。 如 果 存 在 某 个 实数 二 使 得 

lim A 7)= ,lim ,A(2) 一 了 工 , 证 明 : lim a9(7 ) 汉 五。 


Z 一 Z0j EE XIX0OTEER 


9.4 ”连续 函数 


现在 我 们 引入 函数 理论 中 最 基本 的 概念 之 一 ， 即 连续 的 概念 。 

定义 9.4.1 (连续 ) 设 针 是 RR 的 一 个 子 集 , f :XX 一 RR 是 一 个 函数 , 并 且 设 

zo 是 X 中 的 一 个 元 素 , 我 们 称 f 在 zo 处 是 连续 的 ， 当 且 仅 当 
wa et f(x) = f(xo) 

换言之 , 当 z 沿 着 和 收敛 于 zo 时 , f(x) 的 极限 存在 并 且 等 于 f(zo)。 我们 称 f 在 
X 上 是 连续 的 〈 或 简单 地 说 连续 的 )， 当 且 仅 当 对 于 任意 的 zoe X, f 在 zo 处 都 
是 连续 的 。 我 们 称 f 在 zo 处 是 间断 的 ， 当 且 仅 当 f 在 xo 处 是 不 连续 的 。 
例 9.4.2” 设 c 是 一 个 实数 , 并 且 设 六: 及 一 R 是 常数 函数 f(z) := c， 那 么 
对 任意 实数 zo e 及 , 我 们 有 


上 


9.4 连续 函数 


0 9 量 a Rs f(z0) 


于 是 f 在 每 一 个 点 xo € R 处 都 连续 , 或 者 说 f 在 及 上 是 连续 的 。 


例 9.4.3 
我 们 有 


设 f :RR 一 RR 是 恒 等 函 数 f(z) := z, 那么 对 于 任意 的 实数 zo e 及 ， 


lim 
rr— ro0;TER 


lim 
I— ToTER 


f (2) = 


r= 70= f(xo0) 


于 是 f 在 每 一 个 点 xo € R 处 都 连续 , 或 者 说 f 在 及 上 是 连续 的 。 


例 9.4.4 


非 零 的 z 处 都 是 连续 的 。 例如 , 在 1 处 , 我 们 有 ( 利 


发 外 , sgn 在 0 处 不 连续 ， 


例 9.4.5 


设 sgn : R 一 R 是 例 9.3.16 中 定义 的 符号 函数 , 那么 sgn 在 每 一 个 
9. 


用 命题 9.3.18) 
li li 
zeR Skala ye i Reno) 


lim 1 
rz—1;7€E(0.9,1.1) 
二 1 


= sgn(1) 


因为 极限 ”lim sgn(x) 不 存在 。 
2 一 0;iZE 及 . 


设 f:R 一 R 是 函数 


1 
f(z) := | 
0 


那么 根据 上 一 节 的 讨论 可 知 , f 在 0 处 不 连续 。 事 实 上 , f 在 任意 实数 zo 处 都 不 
连续 〈 你 能 看 出 为 什么 吗 ? )。 


例 9.4.6 


那么 f 在 任意 的 非 零 实数 处 都 是 连续 的 〈 为 什 


设 f:R 一 R 是 函数 


1 若 z>0 
jz) | 
右 0 


从 


? ), 但 了 在 0 处 不 连续 。 然 而 ， 


如 果 我 们 把 六 限制 在 右 半 直 线 [0,+co) 上 ,那么 得 到 的 函数 川 o+。o 在 它 定义 域 


内 的 每 一 点 (包含 0) 处 都 是 连续 的 。 于 是 ， 


过 对 函数 的 定义 域 进行 限制 可 以 把 


总 


一 个 间断 的 函数 重新 变 成 连续 的 。 


有 多 种 方式 可 以 表述 “f 在 zo 处 是 连续 的 ”。 


命题 9.4.7 (连续 性 的 等 价 表述 ) 设 X 是 RR 的 一 个 子 集 , f: 久 一 R 是 一 个 


并 且 设 zo 是 X 的 元 素 。 那么 下 面 四 个 命题 在 逻辑 上 是 等 价 的 : 


(a) 了 在 zo 处 是 连续 的 。 
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R 上 的 连续 


(b) 对 于 外 


F 意 一 个 由 XXX 


元 素 构 成 的 
有 lim f(an) = f(z0). 

(c) 对 于 任意 的 = > 0, 都 存在 一 个 5>0 使 得 |f(z) 一 f(zo)| < = 对 所 有 满足 
Iz 一 zol <6 的 zeXX 均 成 立 。 

(d) 对 于 任意 的 s > 0, 都 存在 一 个 5 > 0 使 得 |f(z) 一 f(zxo)| < 对 所 有 满足 


满足 im an = zo 的 序列 (on)2 都 


lz 一 zol 和 5 的 zeX 均 成 立 。 


证 明 : 参见 习题 9.4.1。 
命题 9.4.7 的 一 个 特别 实用 的 结论 如 下 : 如 果 f 在 zo 处 是 连续 的 ， 


注 9.4.8 


的 所 有 元 素 都 在 f 的 定义 域 中 )。 


命题 9.3.14 中 
上 推出 下 述 命题 。 


命题 9.4.9〈 算 术 运 算 保持 连续 性 


9:X 一 及 都 是 函数 ， 


并 且 当 nn 一 % 时 a 一 os 那么 当 呈 一 co 时 f(an) 一 了 (x0) (当然 , 序列 (om) 咏 0 
因此 , 连续 函数 在 计算 极限 时 是 非常 有 用 的 。 


的 极限 定律 与 定义 9.4.1 中 的 连续 性 概念 结合 在 一 起 , 就 可 以 马 


) 设 X 是 R 的 一 个 子 集 , f:X 一 R 和 


并 且 设 zo € XX。 如 果 f 和 g 在 xo 处 都 是 连续 的 , 那么 函数 


f+g、f 一 g、max(f,9)、min(f,g) 和 fg 也 都 在 zo 处 连续 。 如 果 9 在 X 上 不 为 


零 , 那么 f/g 在 zo 处 也 连续 。 


特别 地 ,连续 函数 的 和 、 差 、 最 大 值 、 最 小 值 以 及 乘积 都 是 连续 的 , 而 且 只 要 


分 母 不 为 零 ， 两 个 连续 函数 的 商 也 是 连续 的 。 


我 们 可 以 利用 命题 9.4.9 来 证 明 大 量 函 数 的 连续 性 。 例 如 ， 只 利用 常数 函数 是 
连续 的 和 恒 等 函数 f(x) = x 是 连续 的 (习题 9.4.2)， 我 们 就 可 以 证 明 函 数 g(x) := 
4 在 R 中 除了 z=2 和 x= 一 2 (在 这 两 点 处 


max(z3+4z2+Zz+5,2t— 7x3)/( 


分 母 为 零 ) 以 外 的 每 一 点 处 都 是 连续 的 。 
下 面 给 出 连续 函数 的 一 些 其 他 例子 。 


命题 9.4.1 


0( 指 数 运算 是 


的 函数 六 :及 一 及 是 连续 的 。 
证 明 : 参见 习题 9.4.3。 


1 (指数 运算 是 连续 的 , IT) 设 p 是 一 个 实数 , 那么 定义 为 f(x) := zx? 


命题 9.4.1 


的 函数 了: (0,+co) 一 及 是 连续 的 。 


证 明 : 参见 习题 9.4.4。 


存在 一 个 上 


命题 9.4.10 和 
数 是 同时 连续 的 , 但 这 一 点 证 明 起 来 


连 


续 的 ,I) 设 a > 0 是 正 实数 ,那么 定义 为 f(z) := az 


9.4.11 更 强 的 结论 ， 即 指数 运算 关于 指数 和 底 


人 E 度 较 大 ,参见 习题 11.25.10。 


连续 函数 


命题 9.4.12 〈 绝 对 值 是 连 


证 明 : 


是 封闭 的 。 


命题 9.4.13 (复合 运 
和 g :YY 一 R 都 是 函数 ,并 |] 


因为 |z| = max(z， 
连续 函数 不 仅 对 于 加 法 、 减法 


续 的 ) 定义 为 f(z) := 


函数 x 和 一 x 都 是 连 


2)， 而 且 


、 乘法 


云 算 保持 连续 性 ) 
日 设 zo 是 X 中 的 点 。 如 果 了 在 xo 处 是 连续 


lz| 的 函数 三 : 及 一 及 是 连 


续 的 , 结论 得 证 。 


以 及 除法 是 封闭 的 , 而 


设 X 和 YY 都 是 RR 


对 于 复合 运算 也 


的 子 集 , f :XX 一 YY 
卖 的 ， 并 且 


g 在 f(zo) 处 是 连续 的 , 那么 复合 函数 gof : 一 及 在 zo 处 是 连续 的 。 


证 明 : 


参见 


例 9.4.14 


g(z) := 5” 在 R 中 的 所 有 点 处 都 连续 ， 


[2 一 8z 十 71V3/(x? 十 1) 也 是 连续 的 (为 什么 这 个 函数 是 连续 的 ? )。 
k(z) := z*， 但 当 我 们 有 了 对 数 这 个 工具 之 后 ， 


习 


题 9.4.5。 


有 点 处 也 都 连续 。 通 过 多 次 使 用 上 面 的 
h(x) := 
些 函数 尚 不 容易 判断 其 连续 性 ， 如 


命题 


因为 函数 f(x) := 3z+1 在 及 中 的 所 有 点 处 都 连续 ， 且 
所 以 函数 (go 有 )(x) = 53z+1 在 R 中 的 所 


HPA， 


这 个 函数 就 比较 容易 处 理 了 , 我 们 将 在 15.5 节 学 习 对 数 。 


9.4.1 


9.4.2 


9.4.3 


9.4.4 


9.4.5 
9.4.6 


9.4.7 


我 们 可 以 证 明 更 加 复杂 的 函数 ， 如 


还 有 一 


题 最 简短 的 或 者 最 简单 的 方法 )。 


明 jimz" = 1 对 所 有 的 
导出 lmz? =1 对 所 有 的 


习 题 
证 明 命题 9.4.7。( 提 示 : 主要 利用 前 面 的 命题 和 引 理 来 证 明 。 注意 , 为 了 证 明 (a)、(b) 
以 及 (c) 是 等 价 的 , 没 必要 证 明 全 部 6 个 等 价 关系 ， Me 证 明 三 个 。 例 如 , 证 
明 (a) 蕴涵 (b), (b) 蕴涵 (c), (c) 列 涵 (a) 就 足够 了 , 尽管 这 可 能 并 不 是 处 理 这 个 问 


明 : 定义 为 f(z) := e 的 常数 函数 / : X 一 及 


6.7.3 


设 久 是 R 的 子 集 , 并 且 设 ce R。 证 

是 连续 的 ; 并 证 明 : 定义 为 g(x) := xz 的 恒 等 函 数 g : X 一 R 也 是 连续 的 。 

证 明 命 题 9.4.10。 [提示 : 你 可 以 把 引 理 6.5.3、 夹 禹 定理 (推论 6.4.14) 以 及 命题 
结合 起 来 使 用 | 

证 明 命题 9.4.11。[ 提 示 : 利用 极限 定律 (命题 9.3.14) 可 以 证 

整数 n 均 成 立 ,。 根据 这 个 结论 和 夹 允 定理 (推论 6.4.14) 推 

实数 p 均 成 立 。 最 后 , 使 用 命题 6.7.3]。 


证 明 


设 久 是 R 的 一 个 子 集 ， 
子 集 ; 证 明 : 
个 简 


设 n > 0 是 一 个 整数 ， 


是 函 


命题 


单 的 


数 


9.4.13。 


结果 ， 1 


1 入 m， 设 ci 是 一 个 实数 。 


并 且 设 f : X 一 R 是 一 个 连续 函数 。 如 果 Y 是 的 一 个 
f 在 Y 上 的 限制 函数 fly :Y 一 R 也 是 一 个 连续 函数 。( 提 示 : 这 是 一 
! 要 求 你 仔细 地 遵循 定义 。) 
并 且 对 每 一 个 0 < 


设 P:R 一 R 
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P(x) := >， Cix” 
4=0) 
这 个 函数 被 称 作 单 变量 多 项 式 , 一 个 典型 的 例子 是 P(x) = 6z4 一 3z2 十 4。 证 明 : P 
是 连续 的 。 


9.5 ” 左 极限 和 右 极 限 


我 们 引入 左 极限 和 右 极 限 的 概念 , 它们 可 以 看 作 是 一 个 完整 极限 im jz) 
的 两 个 分 离 的 “半边 ”。 

定义 9.5.1〈 左 极限 和 右 极限 ) 设 X 是 RR 的 一 个 子 集 , f :X 一 RR 是 一 个 函 
数 , 并 且 设 zo 是 一 个 实数 。 如 果 zo 是 X mn (zo, 十 oo) 的 一 个 附着 点 ,那么 我 们 定 
义 在 zo 处 的 右 极限 f(zo++) 为 


f(zo+) := lim f(x) 


2Z 一 Z0iCEXm(zo, 十 co) 
当然 前 提 是 这 个 极限 是 存在 的 。 类 似 地 ， 如 果 zo 是 Xmn (-co,zo) 的 一 个 附着 点 ， 
那么 我 们 定义 了 在 zo 处 的 左 极限 f(zo-) 为 
f(z0—) 二 a f(z) 


当然 前 提 也 是 这 个 极限 是 存在 的 。( 因 此 , 在 很 多 情况 下 ，f(zo+) 和 (zo 一) 是 无 
定义 的 。) 


我 们 有 时 会 采用 下 面 这 些 简化 的 记号 : 
和 f(z) 0 sp A) f(7) 
Be f(z) 二 ee f(z) 


此 时 , 我 们 必须 能 从 上 下 文中 清楚 地 了 解 到 f 的 定义 域 X 是 什么 。 
例 9.5.2 ”考虑 例 9.3.16 中 的 符号 函数 sgn : 及 一 R, 我 们 有 


0+) = ii = li 二 二 
sgn(0+) 2 ozERR(O +oo) 0izERR(O +o0) 
和 
一 | 一 li = li —1] = —1 
spn ooizERRC oo 0) me ss0;5ERN( 00,0) 


而 根据 定义 有 sgn(0) = 0。 
注意 , 为 了 使 f(zo+) 或 f(zo 一 ) 有 定义 , f 没 必要 在 zo 处 必须 有 定义 。 例 如， 
若 丰 :及 -1{10} 一 及 是 函数 f(z) := zx/|z|， 那么 f(0+) =1 且 f(0-) = -1 (为 什 
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么 ? ), 尽管 f(0) 是 无 定义 的 。 
命题 9.4.7 可 知 ,， 如 果 右 极限 /(zo+) 存在 ,并且 (a;)%>o 是 X 中 的 一 个 从 
右 侧 收敛 于 zo 的 序列 ( 即 对 于 所 有 的 ne N 均 有 an > zo), 那么 lim f(an) = 
f(zo+)。 类似 地 , 如 果 (5,)%_o 是 一 个 从 左 侧 收敛 于 zo 的 序列 ( 即 对 所 有 的 ne N 
均 有 b, < zo), 那么 lim f(b,) = f(z0-)。 

设 zo 同时 是 Xn(zo,+ecol 和 和 Xm(-co,zo) 的 附着 点 , 如 果 f 在 zo 处 连续 ， 
那么 根据 命题 9.4.7 可 知 ，f(xo+) 和 F(zo-) 都 存在 且 都 等 于 f(xo)。( 你 能 看 出 为 
什么 吗 ? ) 反 过 来 也 成 立 (将 此 与 命题 6.4.12(f) 进行 对 比 )。 

命题 9.5.3 设 X 是 及 的 一 个 包含 实数 zo 的 子 集 ， 并 且 设 zo 同时 是 X mn 
(zo0; 十 0) 和 Xm(-co,zo) 的 附着 点 , 设 站 : X 一 及 是 一 个 函数 。 如 果 /xzo+) 和 
f(zxo 一 ) 都 存在 且 都 等 于 f(zo), 那么 f 在 zo 处 是 连续 的 。 

证 明 : 我 们 记 工 := f(zo), 根据 假设 , 我 们 有 


f(z)=L (9.1) 


lim 

2 一 Z0iZEXm(zo, 十 co) 
以 及 | 

pa a Re 
设 s > 0 是 给 定 的 , 根据 式 (9.1) 和 命题 9.4.7 (应 用 于 f 在 关 (zo, 十 oo) 上 的 限 
制 函 数 ) 可 知 ， 存 在 一 个 5 > 0 使 得 |f(x) -LI <。 对 所 有 满足 |z 一 zo| < 64 
的 zeXn(zo,+co) 均 成 立 。 类似 地 ,根据 式 (9.2) 可 知 ， 存在 一 个 6。 > 0 使 得 
|f(z) 一 <。 对 所 有 满足 |z 一 zol < 5 的 zeXn(-cozo) 均 成 立 。 现 在 设 
6 :二 min(6_,64), 那么 5 > 0 (为 什么 ?)。 假设 ze XX 满足 |z 一 zol <56, 于 是 存在 
三 种 情形 : z > zo、z = zo 和 x < zo, 但 在 这 三 种 情形 下 都 有 |f(z) 一 L| <e (为 
什么 ? 每 种 情形 的 原因 是 不 同 的 )。 于 是 根据 命题 9.4.7 可 知 , f 在 zo 处 是 连续 的 ， 
结论 得 证 。 


正如 我 们 在 例 9.3.16 中 看 到 的 符号 函数 那样 , 函数 f 在 点 zo 的 左 极限 f(zo) 


和 右 极限 f(xo+) 有 可 能 同时 存在 但 不 相等 。 此 时 , 我 们 称 f 在 xo 处 有 一 个 跳跃 
间断 点 。 例 如 符号 函数 在 0 处 有 一 个 跳跃 间断 点 。 另 外 , 左 极限 f(zo 一 ) 和 右 极限 
jJ(zo+) 也 有 可 能 同时 存在 且 相 等 ,但 都 不 等 于 f(zo)。 此 时 , 我 们 称 f 在 zo 处 有 
一 个 可 去 间断 点 (或 可 去 奇 点 )。 例如 , 若 设 f : R. 一 有 为 函数 
1 若 z = 二 0 
2 | 0 ” 若 z 关 0 


上 


那么 f(0+) 和 了 (0 一 ) 都 存在 且 都 等 于 0 (为 什么 ? ), 但 是 f(0) 等 于 1。 所 以 了 在 
0 处 有 一 个 可 去 间断 点 。 


注 9.5.4 


一 种 类 型 是 函数 在 间断 点 处 趋向 
数 /: 及 -{0} 一 及 在 0 处 有 
点 。 通 俗 地 说 ， 当 x 从 右 侧 趋向 卫 
0 时 ,f(zx) 收敛 于 -00。 这 种 类 型 的 奇 点 有 时 被 称 作 渐 近 间断 点 。 还 有 一 种 间断 点 
叫 作 振荡 间断 点 ， 其 中 


函数 间断 点 并 不 是 只 有 跳跃 间断 点 和 可 去 间断 点 这 两 种 类 型 。 男 


无 穷 大 的 情形 。 例如 ,定义 为 f(z) := 1/z 的 函 


个 间断 点 , 但 它 既 不 是 跳跃 间断 点 也 不 是 可 去 奇 


六 0 时 ,f(x) 收敛 于 +eco， 而 当 x 从 左 侧 趋向 于 


函数 了 在 zo 附近 有 界 但 没有 极限 。 例 如 ， 定 义 为 
1 若 zEQ 
‘= a 


的 函数 f : R. 一 R 在 0 处 有 一 个 振荡 间断 点 (事实 上 , 在 任意 其 他 的 实数 处 都 有 


震荡 间断 点 )， 这 是 因 


异性 在 复 分 析 | 


为 图 数 在 0 处 既 没 有 左 极限 也 没有 右 极 限 , 尽管 该 冰 数 是 有 


间断 性 (也 叫 作 奇异 性 ) 的 研究 不 断 发 展 ,但 这 超出 了 本 书 的 范围 。 例 如 , 奇 
就 有 着 关键 作用 。 


9.5.1 设 马 是 RR 的 一 个 子 集 , f :一 R 是 一 个 函数 , 并 且 设 zo 是 互 的 一 个 附着 点 , 给 


出 关于 极限 lim fe) 存在 且 等 二 
是 函数 f(z) := 1/z， 那 么 利 


Hoo 或 -00 的 定义 。 如 果 ff:R\{0} 一 R 


你 给 出 的 定义 推导 出 f(0+) = +oo 和 f(0-) = -oo。 


另外 , 陈述 并 证 明 当 工 = +eo 或 工 = 一 00 时 , 类似 于 命题 9.3.9 的 结论 。 


9.6 ”最 大 值 原理 


虽然 从 前 两 节 


FP 我 们 看 到 很 多 函数 都 是 连续 的 , 但 并 非 所 有 的 函数 都 是 连续 


LT 


的 。 现在 我 们 证 
间 时 。 现在 , 我 们 


下 界 的 。 如 果 存 看 


f 是 有 界 的 。 
注 9.6.2 


胃 


定义 9.6.1 
在 一 个 实数 M 使 得 对 所 有 的 zs X 均 有 f(z) < M， 那么 我 们 称 f 是 有 上 界 的 。 
如 果 存 在 一 个 实数 M 使 得 对 所 有 的 x 
得 对 所 有 的 ze XX 均 有 |f(zx)| < M，, 那么 我 们 称 


连续 函数 具有 许多 其 他 有 用 的 性 质 , 尤其 当 它 们 的 定义 域 为 团 区 


始 利 用 海 涅 - 博 雷 尔 定理 (定理 9.1.24) 所 具有 的 强大 力量 。 


设 生 是 玉 的 


个 子 集 , 并 且 设 1 :X 一 R 是 一 个 函数 。 如果 存 


E 一 个 实数 M 使 


一 个 函数 是 有 界 的 ， 当 且 仅 当 它 既 有 上 界 又 有 下 界 。( 为 什么 ? 注 


意 “ 当 此 仅 当 ” 


X 均 有 jz) > 一 M， 那么 我 们 称 f 是 有 


中 一 部 分 的 技巧 性 比 另 一 部 分 要 稍 强 一 些 ) 另外 , 函数 f:X 一 RR 
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“191. 


的 , 但 是 无 界 的 , (为 什么 ?) 尽管 它 在 某 个 员 
函数 f(z) := 1/z 有 


并 非 所 有 的 连续 函数 都 是 有 界 的 。 例如 , 定义 域 为 R 的 函数 f(x) := 


既是 连续 的 又 是 有 
区 间 , 那么 它 必定 是 有 界 的 。 
引 理 9.6.3 设 a<b 都 是 实数 , 并 日 


那么 f 是 一 个 有 界 函 数 。 


三 


证 明 : 利用 反 证 法 , 假设 f 是 无 界 的 , 那么 对 全 


[a,b] 使 得 |f(z)| > M。 


特别 地 ， 对 于 每 一 个 自然 数 n, 集合 {x e [ww 中: |jz)| >z n} 都 是 非 


有 界 的 ， 当 且 仅 当 它 的 象 f(X) 在 定义 9.1.22 的 意义 下 是 一 个 有 界 集合 。( 为 什 


小 的 定义 域 (如 [1,2]) 上 是 有 界 的 。 
E (0,1) 上 是 连续 的 , 但 是 无 界 的 , (为 什么 ? ) 虽然 它 在 [1,2] 上 
界 的 。( 为 什么 ? ) 然而 如 果 连 续 函 数 的 定义 域 是 一 个 有 界 的 闭 


| 设 f: [a,0] 一 RR 是 [a,0] 上 的 连续 函数 ， 


FE 意 的 实数 M 都 存在 一 个 元 素 


空 的 。 所 


以 我 们 可 以 选取 ”[w 中 中 的 一 个 序列 (za)ge_o 使 得 |f(zn)| > n 对 所 有 的 n 均 成 


V 


。 由 于 这 个 序列 属于 [o, 中 ,从 而 根据 定理 


9.1.24 可 知 , 存在 一 个 收敛 于 某 个 极限 


三 E [a, 吕 的 子 序列 (zw)30， 其 中 wo < ni < nz <… 是 一 个 递增 的 自然 数 序列 。 
特别 地 ， 对 于 所 有 的 了 < N, 均 有 nj > j。( 为 什么 ? 利用 归纳 法 。) 


因为 了 在 [a,8] 上 连续 , 所 以 它 在 工 处 是 连续 的 ,并 且 我 们 有 


Jim f(sn,) = f(D) 


所 以 序列 (FLzm))% 是 收敛 的 ， 从 而 是 有 界 的 。 男 外 ， 我们 从 序列 的 构 迁 过 程 中 


一 个 矛盾 
注 9.6.4 ”关于 这 个 证 


了 
o 


定理 


果 对 了 
其 他 任意 一 点 处 的 值 ), 那么 我 们 说 f 在 zo 处 达到 它 的 最 大 值 。 如 果 f(x0) < f(x)， 
那么 我 们 说 f 在 zo 处 达到 它 的 最 小 值 。 


通过 定义 zn := sup{fz E 


(定理 9.1.24) 多 么 有 用 。 第 二 , 它 是 一 个 间接 的 证 明 , 没有 说 明 该 如 
的 界 , 而 是 证 明了 函数 f 无 界 将 导致 矛盾 。 
现在 我 们 加 强 引 理 9.6.3 来 谈论 更 多 的 事情 。 
定义 9.6.5 (最 大 值 和 最 小 值 ) 设 六 : X 一 R 是 一 个 函数 , 并 且 设 zo < X。 如 
F 所 有 的 ze X 均 有 f(zo) > f(z) ( 即 了 在 xo 处 的 值 大 于 或 等 于 了 在 X 中 


咱 宕 nj > 7 对 所 有 的 j 均 成 并， 从 而 序列 (/zn )) 0 是 无 界 的 , 这 是 


明 , 有 两 点 值得 我 们 注意 。 第 一 , 它 表 明了 海河 


上 - 博 雷 尔 


可 找到 了 


@ 严格 地 说 , 这 需要 用 到 选择 公理 , 就 像 在 引 理 8.4.5 中 那样 。 但 是 我 们 也 可 以 不 利用 选择 公理 , 而 是 


给 读者 。 


a : |f(z)| > n}， 并 利用 了 的 连续 性 去 证 明 | 了 (zn)| > n, 其 中 的 


具体 细节 留 


注 9.6.6 如果 一 个 函数 


在 茶 一 点 处 达到 它 的 最 大 值 ， 那 么 该 函数 一 定 有 上 


界 。( 为 什么 ? ) 类 似 地 , 如果 它 在 某 一 点 处 达到 最 小 值 , 那么 它 一 定 有 下 界 。 最 大 


命题 9.6.7 (最 大 值 原理 


[wa 上 的 连续 函数 。 那 么 在 某 一 点 zmax E [4,09] 处 达到 最 大 值 


zmin € [Q,0] 处 达到 最 小 值 。 


值 和 最 小 值 这 些 概 念 都 是 全 局 性 的 , 局 部 性 的 形式 将 在 定义 10.2.1 中 给 出 。 


) 设 a < 都 是 实数 ， 并 且 设 让: [wb 一 玉 是 
并 且 在 某 一 点 


~ 


注 9.6.8 ”严格 地 说 , “最 大 值 原理 ”是 一 个 不 恰当 
涉及 了 最 小 值 。 一 个 更 加 准确 的 名 称 或许 应 该 是 “最 值 原理 ”,“ 最 值 ” 一 词 同 时 表 


的 说 法 , 因为 这 个 原理 中 还 


示 “ 最 大 值 ” 和 “最 小 值 ”。 


证 明 : 我 们 只 证 明 f 在 某 


所 处 达到 最 大 值 ， 关于 f 在 某 点 处 达到 最 小 值 的 证 


明 是 类 似 的 , 这 部 分 内 容留 给 读者 。 


根据 引 理 9.6.3 可 知 , f 是 


有 界 的 , 所 以 存在 一 个 M 使 得 -M < f(x)<M 对 


任意 的 ze [ww 中 均 成 立 。 现在 设 马 表示 集合 
E:= {f(z) :7 € [a,b)} 


( 即 马 := f([a, 相 ))。 根据 上 述 内 容 可 知 , 这 个 集合 是 [MM, M] 的 子 集 。 而 且 瑟 还 
是 非 空 集合 ， 因 为 它 包 含 点 f(a)。 根 据 最 小 上 界 原理 可 知 ， 它 有 一 个 实数 上 确 界 


sup(E)。 


记 m := sup(B), 根据 上 碳 


界 的 定义 可 知 , 对 所 有 的 ye 马 均 有 ym。 而 根 


据 已 的 定义 可 知 , 这 意味 着 f(z) < m 对 所 有 的 ze [ww 可 均 成 立 。 因此 , 为 了 证 明 
f 在 茶点 处 达到 最 大 值 ， 我 们 只 需要 找到 一 个 zmax s [a,09] 使 得 f(zwax) = mm 即 


可 。( 为 什么 只 要 这 样 就 可 以 了 


? ) 


设 n> 1 是 任意 一 个 整数 , 那么 m 一 <m= sup(E) 。 因 为 sup(B) 是 瑟 的 
最 小 上 界 , 所 以 m 一 二 不 可 能 是 户 的 上 界 , 从 而 存在 一 个 ye 吾 使 得 m 一 2 <y。 


又 由 五 的 定义 可 知 ,， 这 蕴涵 者 


现在 我 们 按照 下 面 的 方法 i 


[a, 0] 中 使 得 mm 一 二 < f(zn) 的 
择 公 理 也 可 以 证 明 这 个 原理 。 


存在 一 个 ze [a,b] 使 得 m 一 i < f(x)。 
元 素 。( 同 样 , 这 需要 用 到 选择 公理 , 然而 不 利用 选 


列 如 ， 在 命题 11.10.2 中 你 将 看 到 一 个 更 好 的 证 明 ， 


它 使 用 了 紧 致 性 概念 证 明 这 个 命题 。) 这 是 [a, 中 中 的 一 个 序列 , 于 是 根据 海 涅 - 博 


(Zn; )21 其 中 ni <n2o<:…。 


所 以 我 们 像 前 面 那样 得 到 : 


雷 尔 定理 (定理 9.1.24)， 我 们 可 以 找到 一 个 收敛 于 某 极限 zmax & [o, 中 的 子 序列 


因为 (zw )%1 收敛 于 zmax 并 且 了 在 zmax 处 连续 ， 


lim f(xn,) = f(Tmax) 


另外 , 根据 该 序列 的 构造 过 程 可 知 ， 


9.7 介 值 定理 .193. 


1 1 
f(zn;) > 人 一 一 过 人 凤 一 二 


从 而 对 上 式 两 端 同时 取 极 限 可 得 ， 
jzmax) = f(zn,) > hs 10 一 二 一 710 
另外 ,f(z) < m 对 所 有 的 z € a, 引 均 成 立 , 从 而 ee < m。 联合 这 两 个 不 等 
式 就 得 到 f(zwmax) = m,， 结论 得 证 。 
注意 , 最 大 值 原理 无 法 阻止 函数 在 多 个 点 处 达到 最 大 值 或 者 最 小 值 。 例如 , 定 
义 在 区 间 [-2,2] 上 的 函数 f(x) := zx? 在 两 个 不 同 的 点 -2 和 2 处 都 达到 最 大 值 。 
我 们 把 sup{f(x) :ze [aa 简写 成 2 z), 并 类 似 地 定义 i oe js 中 


最 大 值 原理 断定 了 m := sup f(x) 是 一 个 实数 , 并 且 它 是 了 在 [a,b 上 的 最 大 值 即 


ZE[a,b] 

至 少 存在 一 个 点 Tmax E [a, 0| 使 得 f f (Tmax) 一 且 对 任意 其 他 的 TE [a, ol， f(x) 
都 是 小 于 或 等 于 m 的 。 类似 地 ， ,和 yf (® ) 是 2 区 [a,0b] 上 的 最 小 值 。 
现在 我 们 知道 在 财 区 间 上 ， 每 一 个 连续 的 函数 都 是 有 界 的 并 且 至 少 有 一次 达 
到 它 的 最 大 值 , 也 至 少 有 一 次 达到 它 的 最 小 值 。 但 对 于 开 区 间 和 无 限 区 间 而 言 ， 上 
述 结论 就 不 成 立 了 , 参见 习题 9.6.1。 

注 9.6.9 ”在 复 分 析 或 偏 微分 方程 中 ,你 可 能 会 遇 到 相当 不 同 的 “最 大 值 原 
理 ”， 其 中 连续 函数 在 复 分 析 和 偏 微分 方程 中 将 分 ) 别 被 替换 成 解析 函数 和 调和 函 
数 。 那些 最 大 值 原理 与 这 里 的 并 没有 直接 的 关联 (尽管 它们 也 涉及 最 大 值 是 否 存在 
以 及 在 哪里 达到 最 大 值 )。 


让 


9.6.1 “举例 说 明 : 
(a) 函数 了 : (1,2) 一 R 是 连续 且 有 界 的 , 并 且 在 某 一 点 处 达到 最 小 值 , 但 没有 最 大 
值 


(b) 函数 了 : [0, 十 co) 一 R 是 连续 且 有 界 的 ， 在 某 一 点 处 达到 最 大 值 , 但 没有 最 


值 。 
(c) 函数 了 : [-1,1] RR 是 有 界 的 , 既 没有 最 小 值 也 没有 最 大 值 。 
(d) 函数 : [11] 一 RR 既 没 有 上 界 也 没有 下 界 。 
解释 为 什么 你 构造 的 例子 都 不 违背 最 大 值 原理 ? (注意 , 仔细 阅读 假设 条 件 !) 


9.7 ” 介 值 定理 
我 们 刚刚 证 明了 一 个 连续 函数 达到 了 它 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 现 在 来 证 明 函 数 


d 
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还 可 以 达到 最 大 值 和 最 小 值 之 间 的 每 一 个 值 。 因 此 , 我 们 首先 证 明 一 个 非常 直观 
的 定理 。 
定理 9.7.1( 介 值 定理 ) 设 a<b,f: [a,9| 一 RR 是 [a,0| 上 的 连续 函数 , 并 且 设 
y 是 f(a) 和 f(b) 之 间 的 一 个 实数 , 即 要 么 f(a) < y < f(b), 要 么 f(a) >y> 
那么 存在 ce [a,0] 使 得 f(c) = y。 
证 明 : 存在 两 种 情形 : f(a) < y < f(b) 和 f(a) >y > f(b)。 我 们 不 妨 假设 前 一 
种 情形 , 即 f(a) < y < f(b)。 后 一 种 情形 的 证 明 类 似 , 留 给 读者 。 
如 果 y = f(a) 或 y = f(b5)， 那么 容易 得 出 结论 ， 因 为 我 们 只 需要 简单 地 令 
c= 二 a 或 c=5 就 可 以 了 。 所 以 我 们 考虑 f(a) <y < (2) 的 情形 , 令 已 表示 集合 


E:={ze€ela,0: f(r) < vy} 


显然 马 是 [a,0] 的 子 集 ， 从 而 马 是 有 界 的 。 男 外， 因为 f(a) <y, 所 以 w 是 已 中 
的 元 素 , 因此 EB 是 非 空 的 。 根据 最 小 上 界 原理 可 知 ， 上 确 界 


c := sup(E) 


是 有 限 的 。 因为 巨 以 5 为 上 界 , 所 以 c<b。 又 因为 巨 中 包含 a, 所 以 c> a。 因 此 
ce [ww 由 。 为 了 完成 证 明 ， 现 在 证 明 f(c) = y。 思 路 是 从 e 的 左 侧 去 证 明 Fo < y， 
然后 从 e 的 右 侧 去 证 明 f(c) > y。 

设 n > 1 是 整数 。 数 c 一 二 小 于 c= sup(E)， 所 以 它 不 可 能 是 EB 的 上 界 。 
于 是 存在 一 个 点 ， 记 作 zn, 属于 马 并 且 大 于 cc 一直。 而 且 根 据 c 是 妃 的 上 界 可 


Nn 
知 ， Tn < Co 于 是 


1 
Cc——<TXn<c 
nN 


根据 夹带 定理 (推论 6.4.14) 可 得 ， lim zn = co 又 根据 f 在 c 处 连续 可 知 , 这 缠 涵 
了 lim f(zn) 二 f(c)。 因 为 对 每 一 个 n 都 有 ze 五 , 所 以 f(zn) <y 对 所 有 的 nn 均 
成 立 。 根据 比较 原理 ( 引 理 6.4.13) 可 知 ,，f(c) < y。 因 为 f(b) > Fo, 所 以 cb。 
于 c 关 5b 且 ce [a,9], 那么 必定 有 ec < pb。 特别 地 , 存在 一 个 NN > 0 使 得 对 所 
有 的 n>NN 都 有 c+ 二 <b( 因 为 当 n 一 00 时, c+ 增 收敛 于 c)。 因 为 c 是 瑟 的 上 
确 界 且 c 二 二 > c, 所 以 c 二 二 YB 对 所 有 的 n>N 均 成 了 并。 又 因为 c+ 二 € [oa 中 ， 
于 是 对 所 有 的 n> N 都 有 Jec+zi) > 而 c++ 幸 收 敛 于 c, 并 且 f 在 c 处 连续 ， 
于 是 f(c) > y。 但 是 我 们 已 经 知道 f(c) < y, 于 是 f(c) = y， 这 就 是 要 证 明 的 结 
论 。 


介 值 定理 表明 如 果 f 的 值 能 够 取 到 f(a) 和 f(b), 那么 它 也 一 定 能 够 取 到 介 于 
f(a) 和 f(b) 之 间 的 所 有 值 。 注意 ,如 果 没 有 假设 f 是 连续 的 , 那么 就 不 能 使 用 介 
值 定理 。 例 如， 如果 f :|[-1,1] 一 R 是 函数 


那么 f(--1) = -1 且 f(1) = 1, 但 是 不 存在 ce [1,1] 使 得 f(c) = 0。 因 此 , 如 果 浮 
数 是 间断 的 , 那么 它 可 能 会 “ 跳 过 ”中 间 值 , 但 连续 函数 就 不 会 发 生 这 样 的 状况 。 
注 9.7.2 ”一 个 连续 函数 有 可 能 会 多 次 取 到 同一 个 中 间 值 。 例 如 ， 若 了: 
广 2,2] 一 及 是 函数 f(x) := za 一 zx， 那么 f(-2) = -6 J f(2) = 6， 所 以 存在 
ce[-2,2?] 使 得 f(c)=0。 事实 上 , 此 时 存在 三 个 这 样 的 c: f(--1)=f(0)=f(1)=0。 
注 9.7.3 ” 介 值 定理 给 出 了 证 明 可 以 取 到 一 个 数 的 n 次 方 根 的 另 一 种 方法 。 
例如 ， 为 了 构造 2 的 平方 根 ， 考虑 定义 为 f(z) := 22 的 函数 f : [0,2] 一 R。 这 是 
一 个 连续 函数 并 且 f(0) = 0，f(2) = 4。 于 是 存在 一 个 ce [0,2] 使 得 f(c) = 2， 即 
c 二 2( 这 种 论述 没有 证 明 2 恰 有 一 个 平方 根 , 而 是 证 明了 2 至 少 有 一 个 平方 根 )。 
推论 9.7.4〈 连 续 函 数 的 象 ) 设 a <b,f: [a,9] 一 R 是 [a,9] 上 的 连续 函 
数 , 设 M := sup f(x) 是 f 的 最 大 值 , m := inf f(x) 是 f 的 最 小 值 ,并 且 设 y 


ZE[a;o] zeE[a,b] 
是 介 于 m 和 M 之 间 的 一 个 实数 ( 即 m < y < M), 那么 存在 一 个 ce [a,09] 使 
f(c) = ye 更 进一步 地 , f([a,9]) = [Im,M]。 


证 明 : 参见 习题 9.7.1。 


山中 


eh 


习 题 


9.7.1 ”证明 推 论 9.7.4。( 提 示 : 除了 介 值 定理 外 , 你 可 能 还 会 用 到 习题 9.4.6。) 
9.7.2” 设 了 : [0,1] 一 [0,1] 是 一 个 连续 函数 。 证 明 : 在 [0,1] 中 存在 一 个 实数 x 使 得 f(x) = 
Z。( 提 示 : 对 函数 f(x) - z 使 用 中 值 定理 。) 这 个 点 z 被 称 作 f 的 不 动 点 , 这 个 结果 
是 不 动 点 定理 的 一 个 基本 例子 , 它 在 一 定 类 型 的 分 析 理 论 中 有 着 重要 作用 。 


9.8 “单调 函数 


现在 我 们 讨论 一 类 函数 , 它 与 连续 函数 不 同 , 但 又 具有 某 些 与 连续 函数 类 似 的 
性 质 ,， 即 单调 函数 。 

定义 9.8.1 (单调 函数 ) 设 X 是 及 的 一 个 子 集 , 并 且 设 f:X 一 R 是 一 个 函 
数 。 我们 称 f 是 单调 递增 的 , 当 且 仅 当 只 要 zyeX 且 y> z, 就 有 f(y) > f(zx)。 我 
们 称 f 是 严格 单调 递增 的 , 当量 仅 当 只 要 x,ye 关 且 yy>z, 就 有 f(y) > f(x)。 类 


似 地 , 我 们 称 f 是 单调 递减 的 , 当 且 仅 当 只 要 zyeX 且 y>z,， 就 有 f(y) < f(z)， 
并 且 称 f 是 严格 单调 递减 的 ,当日 仅 当 只 要 x,ye 有 旦 y>z, 就 有 f(y) < f(z)。 
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及 上 的 连续 函数 


如 果 f 是 单调 递增 的 或 单调 递减 的 , 那么 我 们 称 f 是 单调 的 。 如 果 f 是 严格 单调 


递增 的 或 严格 单调 


例 9.8.2 


递减 的 , 那么 我 们 称 f 是 严格 单调 的 。 
如 果 把 函数 f(z) := xz? 限制 到 区 域 [0,+co) 上 ， 那么 出 
严格 单调 递增 的 。( 为 什么 ? ) 但 当 


LU 


时 /就 是 


巴 了 限制 到 区 域 (-oo,0] 上 时 ， 它 就 是 严格 单 


调 递减 的 。( 为 什么 ? ) 所 以 该 函数 在 (-co,0] 和 [0,+co) 上 都 是 严格 单调 的 , 但 它 


在 整个 实 直线 (-co, +co) 上 却 不 是 严格 单调 的 (或 者 不 是 单调 的 )。 注意 ， 如果 一 


个 函数 在 某 个 区 域 X 上 是 严格 单调 的 , 那么 它 在 同一 个 区 域 X 上 也 是 单调 的 。 如 


果 把 常数 函数 f(x) := 6 
又 是 单调 递减 的 , 但 它 不 


限制 到 外 
是 严格 单调 上 
定 是 单调 的 〈 例 如 
数 也 不 一 定 是 连续 的 。 例如 , 考虑 前 面 


EF 何 一 个 区 


-| 


一 
1 


， 考虑 RJ 


域 XC R 上 , 那么 它 既是 单调 递增 的 


的 。( 除 非 X 由 至 多 一 个 点 构成 , 为 什么 ? ) 


上 的 函数 f(x) = z2)， 而 且 单调 函 
定义 的 函数 f :[-1,1] 一 R 
者 zx 和 0 
若 z >0 


单调 函数 遵守 最 大 值 原理 (习题 9.8.1)， 但 不 遵守 中 值 定理 (习题 9.8.2) 。 另 外 , 一 
个 单调 函数 可 能 存在 非常 多 的 间断 点 (习题 9.8.5) 。 


如 果 一 个 函数 既是 严格 单调 的 , 又 是 连续 的 , 那么 它 就 有 许多 好 的 性 质 。 特别 


地 , 它 是 可 道 的 


命题 9.8.3 


f° : [f(a), f00) 
证 明 : 参见 


o 


设 a < 5 都 是 实数 ， 并 
严格 单调 递增 的 函数 ， 那 么 f 是 从 [a,0] 到 


一 [ww 中 也 是 既 连 续 又 严格 单调 递增 的 。 


习题 9.8.4。 


关于 严格 单调 


例 9.8.4 
是 严格 递增 的 ， 


设 n 是 


所 以 根据 命题 
而 存在 一 个 从 [0, R"] 


一 个 了 


递减 的 函数 也 有 类 似 的 


命题 , 参见 习题 9.8.4。 
FE 整数 且 RR > 0, 因为 函数 f(x) := xz" 在 区 间 [0, R] 上 
9.8.3 可 知 , 该 函数 是 从 [0, RR] 到 [0, R"*] 的 双 射 ， 从 
到 [0, AR] 的 反 函 数 。 这 可 以 给 出 构造 数 ze [0, R"] 的 n 次 方 


根 xz1" 的 另 一 种 方法 ， 从 而 代替 了 我 们 在 引 理 5.6.5 中 所 做 的 工作 。 


理 依然 成 立 ?〈 对 于 这 


设 f : [aa 一 及 是 一 个 既 连 续 又 
[f(Q), Fo] 的 双 射 ， 并 且 它 的 反 函 数 


习 题 
9.8.1 ”解释 为 什么 把 是 连续 的 假设 蔡 换 成 4 是 单调 的 或 者 f 是 严格 单调 的 时 , 最 大 值 原 
丽 种 情形 ,你 可 以 使 用 同一 个 解释 。) 
书 是 连续 的 假设 蔡 换 成 f 是 单调 的 或 者 f 是 严格 单调 的 ,那么 介 
于 这 两 种 情形 , 你 可 以 使 用 同一 个 反例 )。 


9.8.2 ”举例 说 明 ， 如 果 提 


值 定理 就 不 成 立 了 (对 


9.9 一 臻 连续 | 


性 


* 197. 


9.8.3 


设 a < 都 是 实数 , 并 且 设 f : [a,0] 一 R 是 既 连 续 又 一 对 一 的 函 


单调 


的 。( 提 示 : 分 成 三 种 情 


证 


多: ja) < 7、7a) = 7 和 f(a) > f(b)。 第 二 种 情 


形 会 


直接 导致 矛盾。 对 于 第 


日 


种 情形 , 使 用 反 证 法 和 介 值 定理 去 证 
明 


增 的 ; 对 第 三 种 情形 采取 类 似 的 方法 证 
9.8.3。( 提 示 : 为 了 证 明 广 : 
9.4.7(c) )。 如 果 去 掉 连 续 性 


命题 


证 明 
性 替换 成 单调 性 ， 
的 函数 ,那么 


9.8.4 


命题 应 该 如 何 修改 ? 
本 题 中 我 们 给 出 这 样 一 个 函数 的 例子 : 它 在 每 一 个 有 理 数 点 处 都 是 间断 的 , 但 在 每 个 
El 数 集 是 可 数 的 ， 所 以 记 Q = {9(0),q(1), 9(2),…: 
。 现在 定义 函数 g:Q 一 RR 为 g(g 
L 0) 映射 到 1, 把 g(1) 映射 到 2-1 
于 2 是 绝对 收 全 的 , 所 以 习 g() 是 绝对 收 化 的 。 现在 定义 函数 :Ri 一 RR 为 


无 理 数 点 处 都 是 连续 的 。 
中 g:N 一 Q 是 从 NN 到 Q 的 双 射 


其 中 n 是 任意 的 自 


昌 于 > 9(7) 是 绝对 收敛 的 ， 
7rEQ 


/ 是 严格 单调 递减 的 。) 
是 连续 的 , 最 简单 的 方法 是 
的 假设 ， 那 么 命题 还 成 立 
还 成 立 吗 ? 若 把 严格 单调 


使 
马 ? 如 


AI 


那么 命题 


因为 有 到 


然 数 。 于 是 9 把: 了 


> ， 9(r) 


7rEGQir<7z 


由 递 增 的 。( 提 示 : 你 将 会 用 到 命题 5.4.14。) 
理 数 7, f 在 r 处 是 间断 的 。( 提 示 : 根 


E 明 : 对 了 
在 某 个 


任意 的 在 
自然 数 n 使 得 


7 二 9g(n)。 证 明 对 所 有 的 x >7 均 有 


(©) i 


在 x 处 是 连续 


9.9 


我 们 知道 , 在 闭 区 


E 明 ; 对 于 任意 的 无 


数 实际 上 达到 了 它 的 最 大 值 和 最 小 值 


9(7) 


rEQ;r<z,g(7)22—" 


并 且 |f(z)— fn(z)| < 2 ".) 


fn (7): 


的 ， 


一 致 连续 性 


昌 了 是 严格 单调 递 


连续 性 的 “e-6” 


果 把 严格 单调 
递增 的 函数 替换 成 严格 单调 递减 


数 xz， 了 在 xz 处 是 连续 的 。( 提 示 : 首先 闭 述 函 


}, 
(n)) := 2-"， 


因此 对 于 任意 的 实数 zx， f(x) 都 是 有 意义 的 。 


据 > 是 有 理 数 可 知 , 存 
f(x) 2 f(r7)+2 ".) 


数 


间 [ww 上 的 连续 函数 是 有 界 的 〈 根 据 最 大 值 原 理 可 知 , 该 函 


)。 但 是 , 如 果 我 们 把 闭 区 间 换 成 


连续 函数 就 不 


定 是 有 


个 函数 在 (0,2) 的 每 一 点 处 都 是 连续 的 ,从 而 它 在 (0,2) 上 是 连续 的 ， 
上 是 无 界 的 。 通俗 地 说 , 这 里 的 问题 在 于 ,尽管 函数 的 而 


界 的 。 例 如, 定义 为 f(x) := 1/z 的 函数 f: (0， 


在 开 区 间 (0， 


区 间 , 那么 
2) 一 及。 这 
日 它 在 (0,2) 
2) 的 每 一 点 


处 都 连续 , 但 当 自 变量 不 断 靠 近 端 点 0 时 , 它 就 变 得 “ 越 来 越 不 ”连续 。 
根据 连续 性 的 “ec 一 ”定义 ， 即 命题 9.4.7(c), 我 们 来 进一步 分 析 这 种 现象 。 我 


们 知道 , 如 果 f :六 一 
6 使 得 只 


]A 人 AN 


R 在 点 zo 处 是 连续 的 , 那么 对 于 任意 的 e>0 


总 存在 一 个 


要 xz eX 是 6- 接近 于 zo 的 , f(z) 就 是 = 接近 于 f(zxo) 的 。 换言之 , 如果 


i 


a 


9 章 


及 上 的 连续 函数 


我 们 能 够 保证 x 是 充分 接近 于 zo 的 , 那么 我 们 就 可 以 迫使 f(x) e- 接 近 于 f(z0)。 


在 每 一 个 点 zo 附近 都 存在 一 个 “稳定 岛 ”(zo 一 6,xo 十 6) 使 得 函数 f(x) 1 


的 范围 不 超过 e, 这 是 思考 这 


例 9.9.1 
是 0.1- 接 近 于 f(xo) 的 ,我们 


点 的 方法 之 一 。 


户 妈 r 
YI 


(x0) 


考虑 上 文 提 到 的 函数 f(x) := 1/z， 


只 需要 令 z 


是 1/11- 


} 日 邻 Xo=1。 为 了 
接近 于 zo 的 


保证 f(x) 
因为 如 果 z 是 


Y0 


1/11- 接 近 于 zo 的 ， 那么 10/11 < z < 12/11， 从 而 11/12 < f(x) < 11/10， 所 以 


f(z) 是 0.1- 接 近 于 f(xo) 的 。 
的 “6” 大 概 取 值 在 1/11 附近 。 


SN 


因此 在 点 zo = 1 处 , 使 得 f(z 


现在 我 们 考虑 zo = 0.1 的 性 


了 形 。 函 数 f(z) = 


) 是 0.1- 接 近 于 f(zxo) 


1/z 在 该 点 处 仍 是 连续 的 , 但 


是 我 们 应 看 到 此 处 的 连续 性 变 弱 


Eg 
而 妇 


让 z 是 1/1010- 接 近 于 zo 的 。 事 实 上 ， 


了 。 为 了 保证 f(x 
刀 


) 是 0.1- 接 近 于 f(zo) 的 , 我 们 


[I 果 z 是 1/1010- 接 近 于 zo 的 , 那么 


10/101 < x < 102/1010， 从 而 9.901 < f(x) < 10.1, 于 是 f(x) 是 0.1- 接 近 于 jzo) 


的 。 因此 ， 对 于 同一 个 Ey 我 们 


并 枉 - 
而 妇 


个 更 小 的 “5”, 即 f(z) 在 0.1 附近 比 在 工 附 


近 更 “不 稳定 ”也 就 是 说 在 0.1 附近 的 “稳定 岛 ” 比 在 1 附近 的 “稳定 岛 ” 要 更 小 


(如 果 我 们 要 保持 f(z) 是 0.1- 稳 害 


的 话 )。 


另外 , 还 存在 


时 , 在 zo = 1 处 我 们 可 以 取 6 为 


A 


他 的 连续 函数 3 
函数 g : (0,2) 一 R。 就 像 前 面 那 样 , 我 们 
岛 。 显 然 ， 如果 z 是 0.05- 接 近 于 


6 的 取 值 不 发 生变 动 。 尽 


户 


zo 上 


已 


就 保持 0.1- 接 近 于 9g(zo)。 


定义 9.9.2 (一 臻 连续) 设 


事实 上 ,对 于 任意 
情况 下 , 我们 说 函数 g 是 一 致 连续 的 。 更 准 1 


固定 = = 


不 具备 上 述 的 性 质 。 考 虑 定义 为 9(z) := 2z 的 


0.1 并 考察 zo = 1 附近 的 稳定 


Xo 的 ， 那么 9(zZ) 就 是 0.1- 接 近 于 g(xz0) 的 。 此 


0.05。 如 果 我 们 变动 zo, 即 如 果 令 zo 为 0.1, 那么 
1 变 为 0.1, 但 只 要 x 是 0.05- 接 近 于 zo 的 ，9(z) 


的 必 0， 


上 述 5 的 取 值 均 适 用 。 在 这 种 


的 说 法 如 下 。 


已 个 


XX 是 RT 


的 一 个 子 集 , 并 且 设 f:X 一 RBR 
函数 。 我 们 称 f 是 一 致 连续 的 ， 如 果 对 于 任意 的 s > 0, 都 存在 一 个 5>0 


XE | 


同 得 只 


侍 公 


要 zx,zo E 六 是 XX 中 65- 接近 的 两 个 点 ,f(z) 和 f(zxo) 就 是 =- 接 近 的 。 


注 9.9.3 


应 该 把 这 个 定义 与 连续 的 概念 进行 对 比 。 从 


个 函数 /是 连续 的 ， 指 的 是 对 了 


任意 的 s > 0 和 


人 i 


命题 9.4.7(c) 中 可 知 , 一 


使 得 只 要 ze X 是 5- 接 近 于 zo 的 ， f(x) 和 f(zo) 就 是 = 接近 的 。 一 致 连续 和 连 


续 之 间 的 区 别 在 于 ,在 一 致 连续 


zo EX 均 适 


中 我 们 可 以 取 到 单独 一 个 6 
用 ; 而 对 于 一 般 的 连续 , 不 同 的 zo es X 可 能 使 


每 一 个 一 致 连续 的 函数 都 是 连续 的 ， 反 之 不 成 立 。 


例 9.9.4〈 非 正式 的 ) 
是 连续 的 ， 但 不 是 一 致 连续 的 ， 
< 的 依赖 性 ) 变 得 


越 来 越 弱 (在 例 9.9.10 


F 意 的 zo e X， 存 在 一 个 6 > 0 


使 得 这 个 6 对 所 有 的 
了 不 同 的 5。 因 此 ， 


定义 为 f(z) := 1/z 的 函数 f:(0,2) 一 及 在 (0,2) 上 
因为 当 x 一 0 时 , 连续 性 (或 者 更 准确 地 说 , 5 对 
Pp, 我 们 将 更 准确 地 阐述 这 一 点 )。 


9.9 一致 连续 性 .199 . 


回忆 一 下 ,附着 点 的 概念 和 连续 函数 的 概念 都 有 若干 种 等 价 的 描述 , 而 且 两 者 
都 存在 “e 一 6” 类 型 的 描述 (其 中 包含 了 e- 接 近 性 的 概念 ) 以 及 “序列 的 ”描述 (其 


中 包含 了 序列 的 收敛 性 ), 参见 引 理 9.1.14 和 


命题 9.3.9。 类 似 地 , 一 致 连续 的 概念 


也 可 以 用 序列 来 描述 , 这 里 要 用 到 等 价 序 列 的 概念 (参见 定义 5.2.6, 但 现在 我 们 把 


有 理 数 序列 推广 到 实数 序列 ， 而 且 不 再 要 求 序列 是 柯 西 序列 )。 
定义 9.9.5〈 等 价 序列 ) 设 m 是 一 个 整数 ，(on) 喉 mw 和 (加 ) 只 mw 是 两 个 实数 


序列 , 并 且 设 s > 0 是 给 定 的 。(an)%2 是 e- 接 近 于 (加 )?w 的 ， 当 且 仅 当 对 于 任 
9 n 之 m，an 都 是 = 接近 于 om 的 。 我 们 称 (an) 沁 w 是 最 终 es- 接近 于 (bu)22 mw 


的 , 当 且 仅 当 存在 一 个 N > m 使 得 序列 (on) 
列 (on) 中 mw 和 (5,)2m 是 等 价 的 ， 当 且 仅 当 


XN 和 (加 )?2w 是 = 接近 的 。 两 个 序 
对 于 任意 的 s > 0, 序列 (an)2 ,和 


(on)2m 都 是 最 终 e- 接 近 的 。 


注 9.9.6 或 许 有 人 会 问 , 是 否 应 该 假设 


e 是 有 理 数 或 实数 , 但 对 命题 6.1.4 稍 


作 修 改 就 可 以 证 明 附加 上 这 种 假设 后 的 定义 与 上 述 定义 没有 什么 不 同 。 
利用 极限 的 语言 可 以 更 加 简洁 地 表述 等 价 的 概念 。 


引 理 9.9.7 设 (oo)2 和 (bn,)%2%1 都 是 


实数 序列 (不 必 是 有 界 的 或 收敛 的 )， 


那么 (an)21 和 (b)21 是 等 价 的 当 且 仅 当 lim (os 一) = 0。 


证 明 : 参见 习题 9.9.1。 


同时 , 一 致 连续 的 概念 可 以 用 等 价 序列 来 描述 。 


命题 9.9.8 设 久 是 RR 的 一 个 子 集 , 并 | 


述 两 个 命题 在 风 辑 上 是 等 价 的 : 
(a) f 在 X 上 是 一 致 连续 的 。 
(b) 如 果 (zn)%o 和 (加 ) 是 由 关中 
(f(zn))%o 和 (7 
证 明 : 参见 习题 9.9.2。 


注 9.9.9 ”读者 应 该 把 这 个 结论 与 命题 


一 


wr 


了 如 果 f 是 一 致 连续 的 , 那么 f 就 把 等 价 的 


个 命题 之 间 是 如 何 联系 的 , 根据 引 理 9.9.7 可 知 ，(zn)22o 收敛 于 x， 当 且 仅 当 序 


yn))Y%2o 也 是 等 价 的 。 


果 f 是 连续 的 , 那么 f 就 把 收敛 序列 映射 成 收敛 序列 。 相 比 之 下 , 命题 9.9.8 断定 


日 设 万 : 生 一 及 是 一 个 函数 ,那么 下 


元 素 构成 的 两 个 等 价 序列 ， 那 么 序列 


9.3.9 进行 对 比 。 命 题 9.3.9 断定 了 如 


序列 映射 成 等 价 的 序列 。 为 了 找 出 两 


例 9.9.10 ”考虑 定义 为 f(x) := 1/z 的 函数 f: (0,2) 一 R。 根据 引 理 9.9.7 可 
知 ， 序列 (1/n)% 1 和 (1/2n)>%， 是 (0,2) 中 的 等 价 序列 。 但 是 序列 f(1/n)%> | 和 
(f(1/2n))>>_) 不 是 等 价 的 。 (为什么? 再 次 使 用 引 理 9.9.7。) 所 以 根据 命题 9.9.8 可 
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章 ”及 上 的 连续 函数 


知 ,，f 不 是 一 致 连续 的 。( 这 些 


出 这 并 不 影响 


上 述 讨论 。) 


序列 从 1 


台 而 不 是 从 0 开始 , 但 读者 能 够 容易 看 


例 9.9.11 考虑 定义 为 f(z) := zx? 的 函数 三: 及 一 及 。 这 是 及 上 的 连续 函数 ， 


但 它 不 是 一 致 连续 的 ; 当 自 


越 弱 ”。 可 以 通过 命题 9.9.8 来 定量 分 析 它 。 考 虑 序列 (四 2 和 (n- 


引 理 9.9.7 可 知 
因为 f(n 十 二 )== 避 十 2 十 去 二 f(n)++2++ 志 不 是 最 终 


价 ， 


根据 命题 9.9.8 


一 致 连续 函数 的 另 一 个 性 质 是 
命题 9.9.12 设 X 是 R 的 一 个 子 集 , /和 一 及 是 一 致 连续 的 函数 ,并 | 
(zn)%>o 是 完全 由 X 中 的 元 素 构 成 的 柯 西 


列 。 


变量 趋向 于 无 穷 大 时 , 连续 性 刀 


可 得 , f 不 是 一 致 连续 的 。 


证 明 : 参见 习题 9.9.3。 


例 9.9.13 
连续 的 。 序列 ( 


列 。( 为 什么 ? ) 所 以 由 命题 


我 们 
1/m)?2 


是 (0,2) 中 的 柯 西 


， 这 两 个 序列 是 等 价 的 。 但 序列 (f(n))%2%i 和 (f(n 二 二))21 


E 某 种 意义 上 变 得 “ 越 来 


a Te ， 根据 


不 等 


Nn 


2- 接 近 于 f(n) 的 。 所 以 


巴 柯 西 序列 映射 成 柯 西 序列 。 


日 设 


序列 , 那么 (jzn)) 吕 也 是 一 个 柯 西 序 


次 证 明定 义 为 f(z) := 1/z 的 函数 f: (0,2) 一 及 不 是 一 致 
序列 , 但 是 序列 (f(1/n))%_1 不 是 柯 西 序 
9.9.12 可 知 , 了 不 是 一 致 连续 的 。 


推论 9.9.14 设 X 是 及 的 一 个 子 集 ,， 厂 :和 X 一 有 是 一 致 连续 的 函数 ， 并 | 


日 设 


zo 是 X 的 附着 点 , 那么 极限 lim f(z) 存在 (特别 地 , 它 是 一 个 实数 )。 


证 明 : 参见 习题 9.9.4。 


现在 我 们 证 明 一 臻 连续 的 函数 提 


命题 9.9.15 设 久 是 RR 的 一 个 子 集 , 并 


如 果 五 是 X 的 一 个 有 界 子 集 , 那么 f(B) 也 是 有 界 的 。 
证 明 : 参见 习题 9.9.5。 


就 像 我 们 刚才 反复 看 到 的 那样 ， 
如 果 函 数 的 定义 域 是 一 个 财 区 间 , 那么 连续 函数 实际 上 就 


定理 9.9.16 设 a < 都 是 实数 ，3 


巴 有 界 集 映射 成 有 界 集 。 
设 f :XX 一 R 是 一 致 连续 的 函数 。 


玫 非 所 有 


数 , 那么 f 也 是 一 臻 连续 的 。 


证 明 : 利 


用 反 证 法 , 假设 f 不 是 一 致 连续 的 , 根据 


命题 


的 连续 函数 都 是 一 致 连续 的 。 但 是 ， 
是 一 致 连续 函数 。 
设 了 : [wo 如 一 及 是 [ww 引 上 的 连续 函 


9.9.8 可 知 , 在 [wj 中 


一 定 存在 两 个 等 价 的 序列 (zw)Po。 和 (yn) 吕 o 使 得 序列 (f(zn))Po 和 (f(yn))?2o 
不 等 价 。 特别 地 , 我们 可 以 找到 一 个 。 > 0 使 得 (f(z))%o 和 (f(y))%o 不 是 最 


终 e- 接 近 的 。 


9.9 一致 连续 性 .201 . 


将 固定 不 变 , 并 且 设 妃 是 集合 
马 := {neEN :f(zn) 和 f(yn) 不 是 = 接近 的 } 
已 一 定 是 无 限 的 ,因为 如 果 是 有 限 的 , 那么 (f(zn))%o 和 (f(yn))%o 将 是 最 终 
<- 接 近 的 。( 为 什么 ? ) 根据 命题 8.1.5 可 知 , BB 是 可 数 集 。 事 实 上 ， 从 命题 8.1.5 的 
证 明 过 程 中 可 以 看 出 , 我 们 能 够 找到 一 个 完全 由 BB 中 的 元 素 构成 的 无 限 序列 


No <Ni <n2 < 


特别 地 ， 


|f(znj) 一 f(yn,)| >s 对 所 有 的 j EN 均 成 并 (9.3) 

另外 , 序列 (zw)%o 是 [wa 中 的 序列 ， 从 而 由 海 涅 - 博 雷 尔 定理 (定理 9.1.24) 可 
知 ， 它 必定 有 一 个 收敛 于 某 个 极限 Le [w, 的 子 序列 (zw ) 听 0。 特别 地 ,，f 在 工 
处 是 连续 的 ， 从 而 根据 命题 9.4.7 可 知 
dm f(zn,) = f(D) (9.4) 

(yn)22o 的 一 个 子 序列 。 另 外 , 根据 引 理 9.9.7 可 得 ， 


wr 


所 以 利用 命题 6.6.5 可 得 ， 


im (znj, — Ynj,)=0 
因为 当天 -oo 时 ，zw， 收 敏 于 所 以 根据 极限 定 和 


my 


从 而 根据 f 在 工 处 的 连续 性 可 得 ， 
lim f(yn,) = f(D) 
利用 极限 定律 ， 从 式 (9.4) 中 减 去 上 面 这 个 式 子 就 得 到 
dm (flen,) — f(yn,)) =0 
但 这 与 式 (9.3) 矛盾 。( 为 什么 ? ) 由 这 个 矛盾 可 以 得 出 上 实际 上 是 一 致 连续 的 。 
注 9.9.17 ”我 们 应 该 把 引 理 9.6.3、 命 题 9.9.15 和 定理 9.9.16 进行 相互 比较 ， 
这 三 个 结论 中 的 任意 两 个 都 无 法 推导 出 第 三 个 , 但 三 者 互相 保持 一 致 。 


习 题 


9.9.1 ”证明 引 理 9.9.7。 
9.9.2 ”证 明 命 题 9.9.8。( 提 示 : 不 能 使 用 引 理 9.9.7， 而 应 回 到 定义 9.9.5 中 等 价 序列 的 定 
义 。) 
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9.9.3 ”证 明 命题 9.9.12。( 提 示 : 直接 利用 定义 9.9.2。) 

9.9.4 ”利用 命题 9.9.12 证 明 推论 9.9.14。 利用 这 个 推论 对 例 9.9.10 中 的 结果 给 出 另 一 种 证 
明 。 

9.9.5 “证 明 命题 9.9.15。( 提 示 : 模仿 引 理 9.6.3 的 证 明 。 在 某 些 地 方 你 需要 用 到 命题 9.9.12 
或 推论 9.9.14。) 

9.9.6 设 XY、 2 都 是 及 的 子 集 。 设 让:X 一 了 是 X 上 的 一 致 连续 函数 ， 并 且 设 
9: 世 一 和 是 了 上 的 一 致 连续 函数 。 证 明 : 函数 goj:X 一 2 是 X 上 的 一 致 连续 


9.10 ”在 无 限 处 的 极限 


E 我 们 简单 地 讨论 一 下 ， 当 zo 等 于 +o0 或 -co 时 取 极 限 
参见 13.5 节 )。 


从 


合 是 什么 意思 。 


到 目前 为 止 , 我 们 已 经 讨论 了 如 果 zo 是 实数 , 当 z 一 zo 时 , 函数 1:X 一 RR 
有 极限 是 什么 意思 。 现 在 
的 意思 (这 是 拓扑 空间 上 关于 连续 函数 的 更 一 般 理论 中 的 一 部 分 ， 
首先 , 我 们 需要 一 个 概念 , 它 描述 了 +eo 或 -co 附着 于 
定义 9.10.1 (无 限 附 着 点 ) 设 和 是 及 的 一 个 子 集 ， 


当日 仅 当 对 于 外 
当 且 仅 当 对 于 人 有 


换言之 ，+eo 是 附着 于 
十 00。 类 似 地 , -co 是 附着 于 
一 00。 所 以 ， 

注 9.10.2 
的 拓扑 结构 可 以 把 它们 统 

定义 9.10.3〈 在 无 限 处 
一 个 附着 点 , 设 了 :和 一 及 
敛 于 了 工 , 并 记 作 f 
得 在 XX 
|f (x) 一 
意 的 。 > 0 都 存在 


lim 
TXT +o0o;TEX 
N (M, +00) J 


例 9.10.4 设 f : (0, 二 00) 一 RR 是 函数 (x) :=1/z, 则 
为 什么 吗 ? ) 


| 
a 


能 根据 定义 看 


E 意 的 M € R 都 存在 
E 意 的 M € R 都 存在 


一 个 集合 是 有 界 的 ， 当 
这 个 定义 看 起 来 与 定义 9.1.8 非常 不 同 , 但 
一 起 来 ,对 此 我 们 在 
设 XX 是 R 的 
个 函数 。 我们 称 当 z 一 +eo 时 ,f(x) 沿 
二 工 , 当 且 仅 当 对 于 任意 的 s > 0 都 存在 一 


和 的 , 当 且 仅 当 


X 没有 .| 


X 的, 当 且 


十 oo 是 际 附着 于 X 
E 一 个 zeX 使 得 z> M。 一 00 是 附着 于 和 
一 个 zeX 使 得 z < AM。 
F 界 , 即 当 且 仅 当 sup(X) = 
仅 当 X 没有 下 界 , 或 者 当 且 仅 当 inf 
且 仅 当 十 wo 和 -coe 都 不 是 它 的 附着 点 。 


E 这 里 不 展开 


是 利用 广义 实 


的 ， 
的 ， 


(X) 


直线 R* 


讨论 。 


的 极限 ) 


(z) 


上 是 oe- 接近 于 工 的 ( 即 对 所 
Z| < e)。 类 似 地 , 我 们 称 当 x 一 -co 时 ,f(x) 收敛 于 L， 当 
一 个 M 使 得 上 在 Xn(-co,M) 上 是 e- 接 近 于 工 的 。 
1/x= 


br 


1 其 丰 


个 子 集 , 并 且 


十 CO 


是 X 的 
沿 着 X 收 
个 M 使 


zx>M 的 xeX， 均 有 


仅 当 对 于 


F 任 


lim 
;XE(0,+o0) 


0。( 你 


我 们 可 以 使 用 这 些 在 无 限 处 的 极限 做 很 多 事情 , 就 像 我 们 使 用 zo 处 的 极限 所 


做 的 那样 。 


例 妇 


1， 所 有 的 极限 定律 仍然 成 立 。 然 而 ， 由 于 在 本 书 中 不 常 使 


这些 
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极限 ， 所 以 我 们 不 会 把 过 多 的 精力 放 在 这 上 面 。 但 要 注意 ， 这 个 定义 与 序列 极限 
,lim an 的 概念 是 一 致 的 (习题 9.10.1) 。 


习 题 


9.10.1 设 (an) 记 是 一 个 实数 序列 , 那么 on 也 可 以 看 作 是 从 N 到 R 的 函数 , 它 把 每 一 个 
自然 数 n 映射 成 一 个 实数 ov。 证 明 : 


lim on = lim an 
N 你 一 co 


也 一 十 cojmE 
其 中 , 左 侧 的 极限 是 由 定义 9.10.3 定义 的 , 而 右 侧 的 极限 是 由 定义 6.1.8 定义 的 。 更 
准确 地 说 , 证明: 如 果 上 述 两 个 极限 中 有 一 个 存在 , 那么 另 一 个 也 一 定 存在 ,并且 它 
们 有 具 有 相同 的 值 。 因此 , 这 里 两 个 极限 的 概念 是 一 致 的 。 


第 10 章 ”函数 的 微分 


10.1 基本 定义 


现在 我 们 开始 认真 地 研究 微 积分 , 首先 从 导数 开始 。 与 利用 切线 给 出 的 导数 的 
几何 定义 形成 对 比 , 现在 我 们 利用 极限 去 分 析 并 定义 导数 。 采 用 分 析 的 方法 进行 研 
究 有 如 下 好 处 : (a) 我 们 不 需要 了 解 几 何 公 理 ; (b) 通过 修改 这 些 定义 可 以 处 理 多 
变量 函数 , 或 者 处 理 取 值 为 向 量 而 非 标 量 的 函数 。 另 外 , 一 旦 我 们 处 理 的 对 象 超过 
三 维 空间 ， 那么 依赖 几何 直观 去 解决 问题 就 会 变 得 困难 。( 反 过 来 , 我 们 可 以 利用 
在 分 析 严 格 性 方面 的 经 验 , 把 我 们 的 几何 直观 推广 到 抽象 的 背景 中 去 。 正 如 前 文中 
所 提 到 的 , 这 两 种 视角 是 互补 的 , 而 不 是 相互 对 立 的 。) 

定义 10.1.1 在 一 点 处 的 可 微 性 ) 设 关 是 RB 的 一 个 子 集 , xo Ee XX 既是 和 
中 元 素 又 是 X 的 一 个 极限 点 , 并 且 设 f : 久 一 R 是 一 个 函数 。 如 果 极 限 

Jim f(z) — f(zxo0) 
ZXO;TEX— {ro} T— Xo 
收敛 于 某 个 实数 工 , 那么 f 在 中 的 xo 处 可 微 , 并 且 导 数 是 工 , 记 作 f(z0) := 工 。 
如 果 极 限 不 存在 , 或 者 zo 不 是 X 中 的 元 素 ， 又 或 者 zo 不 是 X 的 极限 点 ， 那么 
了 (zo) 无 定义 , 并 且 f 在 关中 的 xo 处 不 可 微 。 
注 10.1.2 注意 , 为 了 使 得 zo 附着 于 X - {xo}, 我们 需要 让 zo 成 为 极限 点 ， 


a 
否则 极限 四 f(z) — f(zo) 
Z 一 20iCEX 一 {zo} 人 一 20 

将 自动 地 无 定义 。 特 别 地 , 我 们 不 定义 一 个 函数 在 孤立 点 处 的 导数 。 例 如 ， 如 果 我 
们 把 定义 为 f(z) := z2 的 函数 六: 及 .一 玉 限制 到 定义 域 X := [1,2]U1{3} 上 , 那么 
这 个 限制 函数 在 3 处 就 不 可 微 了 (参见 习题 10.1.1)。 实际 上 , 定义 域 X 几乎 总 是 
一 个 区 间 , 于 是 根据 引 理 9.1.21 可 知 ，X 中 的 每 一 点 zo 都 将 自动 地 成 为 极限 点 ， 
所 以 我 们 不 必 特 别 在 意 这 些 问题 。 

例 10.1.3 设 f 了 :RR 一 R 是 函数 f(z) := z2， 并且 设 zo 是 任意 的 实数 , 为 了 
考察 f 在 zo 处 在 及 上 是 否 可 微 , 我 们 计算 极限 

jz) — f(xo) 太一 2 


lim lim 
zr0;rER— {zo} 2 一 20 2 一 Z0iCER 及 一 {zoj 2 一 2Z0 


10.1 


基本 定义 


* 205. 


我 们 可 以 对 分 子 进行 因 式 分 解 (zx? 一 x3) = 
并 把 上 极限 写成 


以 可 以 消去 因 


为 22z0。 


注 10.1.4 下 面 要 说 的 这 一 点 很 普通 , 但 值得 


村 


是 可 微 的 ,并 


Y0 


9:X 一 及 等 于 请 (有 


lim 
zr0;TER— {zo 


根据 极限 定律 可 知 , 该 极限 等 于 2zo。 所 以 函数 f(x) 在 zo 


(ZC— Zz0)(z++ zo)e 


} 


举 个 反 
存在 着 

注 10.1.5 
但 我 们 需要 
全 的 。 


在 zo 处 也 是 可 微 的 ， 
9 仅 在 zo 处 有 相同 的 信 
例 吗 ? )。 
巨大 的 差别 。 
月 5 
谨慎 一 

否则 我 们 可 
的 导数 时 = 2z, 但 对 了 


， 即 


， 因 为 


因此 ， 两 个 函 


g(z0) = f(z 


人 2b 人、 


例 


对 所 有 的 x 
许 且 g (xo) = 六 (x0) 为什么?)。 然 Ti 
0), 那么 就 无 法 推出 
整个 定义 域 


和 来 代 符 放 。 这 个 记号 
只 有 当 自 变 量 x 是 f 的 唯 
如 ,定义 为 f(x) := 22 的 函数 三 :及 一 及 
定义 为 g(y) := 的 函数 g:R 一 RR, 如果 wy 和 x 是 相互 


TX 二 Xo 


一 提 。 如 果 f :六 一 
X 均 有 g(x) 


1 9 (xzo) = 


时 


输入 时 ， 这 种 


处 是 可 微 的 , 并 


因为 weE R— {zo}, 所 


寻 数 


及 在 zo 处 


f(x)), 那么 g 

i， 如 果 两 个 函数 f 和 
f' (zo0) (你 能 
上 相等 与 两 个 函数 仅 在 一 点 处 相等 


显然 是 非常 熟悉 和 方便 的 ， 
写法 才 是 安 


独立 的 变量 ， 那么 g 的 导数 钳 = 0, 尽管 g 和 f 实际 上 是 完全 相同 的 函数 。 由 于 
可 能 会 造成 混淆 , 所 以 在 可 外 8 产生 混淆 的 场合 我 们 不 使 用 记号 多。( 在 多 变量 微 积 
分 中 , 这 种 混淆 会 变 得 更 加 严重 , 而 且 标 准 记号 坚 可 能 导致 某 些 严重 的 歧义 。 有 
很 多 方法 来 避免 产生 歧义 , 最 知名 的 一 种 方法 是 引入 沿 向 量 场 微分 的 概念 念 , 但 这 超 
出 了 本 书 的 范围 。) 
例 10.1.6 设 f:R 一 R 为 函数 f(z) := |z|, 并 且 设 zo = 0。 为 了 考察 f 在 
R 中 的 0 处 是 否 可 微 , 我 们 计算 极限 
f(z) — f(0) _ 加 
2 一 0iDE 及 一 {0} 2 一 0 2Z 一 0izER 及 一 {0} 2 
现在 分 别 取 无 极限 和 右 极 限 。 右 极限 为 : 
0 lim 1=1 
2 一 0izE(0, 十 co) 2 2 一 0iZE(0, 十 co) TL 2 一 0iZE(0, 十 co) 
而 左 极限 为 : 
人 | 
2 一 0iZE( 一 co;0) 2 2 一 0izE( 一 co;,0) 2 2Z 一 0izE( 一 co;0) 
这 两 个 极限 不 相等 。 所 以 极限 。 lp， | 不 存在 , 从 而 7 在 了 中 的 0 处 不 可 
微 。 然 而， 如果 把 f 限制 在 [0， og 上 ， 那么 限制 函数 fio,4w) 在 区 间 [0, +co) 中 


的 0 处 是 可 微 的 且 叶 数 为 1: 
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HO- 四 _， 


2 一 0izE[0, 二 co) 一 {0} Z 一 0 2 一 0iZE(0, 十 co) 
类 似 地 ， 当 我 们 把 f 限制 在 (00,0] 上 时 , 限制 函数 fl(_ooo 在 (-co,0] 中 的 0 处 
上 是 可 微 的 且 导 数 为 -1。 因 此 ， 即 便 一 个 函数 是 不 可 微 的 , 但 有 时 候 通 过 限制 函 
数 的 定义 域 可 以 恢复 其 可 微 性 。 
如 果 一 个 函数 在 zo 处 是 可 微 的 , 那么 该 函数 在 zo 附近 是 近似 线性 的 。 
命题 10.1.7 〈 和 牛顿 逼近 法 ) 设 X 是 及 的 一 个 子 集 ,zoeX 是 X 的 一 个 
极限 点 ，f : X 一 及 是 一 个 函数 ， 并 且 设 工 是 实数 。 那 么 下 列 命 题 在 逻辑 上 是 等 
价 的 。 
(a) f 在 关中 的 zo 处 是 可 微 的 , 且 导 数 为 工 。 
(b) 对 于 任意 的 s > 0 都 存在 一 个 5 > 0 使 得 ， 只 要 ze X 是 5- 接 近 于 xo 
Iz 一 zol 5, 那么 就 有 
[f(z)— (f(x0)+ L(x— zx0))| < elz — zol 
注 10.1.8 牛顿 逼近 法 显然 是 以 伟大 的 科学 家 和 数学 家 艾 了 萨 克 ”牛顿 (1642 一 
1727) 的 名 字 来 命名 的 ， 牛顿 是 微 积分 理论 的 葛 基 者 之 一 。 
证 明 : 参见 习题 10.1.2。 
注 10.1.9 我 们 可 以 用 一 种 更 通俗 的 方式 来 前 述 命题 10.1.7: 如 果 f 在 xo 处 
是 可 微 的 , 那么 我 们 有 近似 式 f(z) s jzo) 十 了 (zo0)(x 一 zo0), 及 之 亦 然 。 
正如 定义 为 f(x) := |z| 的 函数 f : 及 一 R 这 个 例子 所 表明 的 , 在 某 一 点 处 连 
续 的 函数 可 以 在 该 点 处 不 可 微 。 而 且 反 过 来 ,结论 也 成 立 。 
命题 10.1.10 (可 微 性 蕴涵 着 连续 性 ) 设 久 是 RR 的 一 个 子 集 , zoE 针 是 久 
的 一 个 极限 点 ，f : X 一 及 是 一 个 函数 。 如 果 f 在 zo 处 是 可 微 的 , 那么 三 在 zo 
证 明 : 参见 习题 10.1.3。 口 
定义 10.1.11《〈 在 定义 域 上 的 可 微 性 ) 设 和 是 及 的 一 个 子 集 ，/:X 一 及 是 
一 个 函数 。 如 果 对 于 每 个 极限 点 zo € X,， 函 数 了 在 和 中 的 xzo 处 都 是 可 微 的 ,， 那 
么 了 在 X 上 是 可 微 的 。 
根据 命题 10.1.10 和 上 述 定 义 , 我 们 马上 得 到 下 面 这 个 推论 。 
推论 10.1.12 设 X 是 R 的 一 个 子 集 , 并 且 设 了 :XX 一 R 是 一 个 在 关上 可 
微 的 函数 , 那么 上 在 X 上 也 是 连续 的 。 
现在 我 们 来 给 出 你 所 熟悉 的 导数 的 基本 性 质 。 


10.1 基本 定义 .207. 


定理 10.1.13 (微分 计算 ) 设 X 是 及 的 一 个 子 集 ,，zoe 和 是 X 的 极限 点 ， 
并 且 设 :和 X 一 及 和 09: 和 一 及 都 是 函数 。 
(a) 如 果 了 是 一 个 常数 函数 ， 即 存在 一 个 实数 e 使 得 对 所 有 的 zx e X 都 有 
f(z) =c, 那么 了 在 zo 处 是 可 微 的 且 户 (zo) = 0。 
(b) 如 果 f 是 一 个 恒 等 函 数 , 即 对 所 有 的 ze 都 有 jz)=z， 那 么 上 在 zo 
处 是 可 微 的 且 f(z0) = 1。 
(c) 《和 法 则 ) 如 果 上 和 9 都 在 zo 处 可 微 , 那么 ff 十 g 在 zo 处 也 是 可 微 的 ， 
(f+9) (7x0) = 万 (zo) 十 9 (zo)。 
(d) 〈 乘 积 法 则 ) 如 果 f 和 g 都 在 zo 处 可 微 , 那么 fg 在 zo 处 也 是 可 微 的 ， 
且 (Jo)'(zo) = 户 (zo)g(zo) + jzo)g'(zo)。 
(e) 如 果 f 在 zo 处 是 可 微 的 , 且 e 是 一 个 实数 , 那么 cf 在 zo 处 也 是 可 微 
的 , 且 (cej)'"(zo) = cj(zo)。 
(f) 〈 差 法 则 ) 如 果 f 和 g 都 在 zo 处 可 微 , 那么 f 一 g 在 zo 处 也 是 可 微 的 ， 
且 (1 一 9)(zo) = f(z0)— 9 (7x0) 
(g) 如 果 9 在 zo 处 是 可 微 的 , 并 且 9 在 X 上 不 为 零 ( 即 对 所 有 的 ze X， 都 
有 g(z) 头 0), 那么 1/9 在 zo 处 也 是 可 微 的 ， 且 (3)(z0) = 一 2 。 
(h) (商法 则 ) 如 果 f 和 g 都 在 zo 处 可 微 , 并 且 9 在 和 上 不 为 零 , 那么 f/g 
在 zo 处 也 是 可 微 的 , 目 
( 上 | GE 包 (zo)g(Zo) — f(xo)g (xo) 


g(xo0)? 


注 10.1.14 ”乘积 法 则 也 被 称 作 莱 布 尼 效法 则 ， 是 以 戈 特 弗 里 德 ” 莱 布 尼 区 
(1646 一 1716〉 的 名 字 来 命名 的 。 莱 布 尼 区 是 除 牛 顿 外 的 另 一 位 微 积 分 理论 的 疯 
基 者 。 

证 明 : 参见 习题 10.1.4。 


就 像 你 所 知道 的 那样 ， 上 面 这 些 法 则 能 让 我 们 很 容易 地 计算 出 很 多 导数 。 例 
如 ;如 果 了: RB 一 生 } 一 RR 是 函数 f(z) := =?, 那么 利用 这 些 法 则 可 以 很 容易 证 
明 r(x0) = twHyz 对 所 有 的 zoe R 一 {1} 均 成 立 。( 为 什么 ? 注意 , R 一 {1} 中 的 
每 一 个 点 zo 都 是 及 - {1} 的 极限 点 。) 
下 面 是 可 微 函 数 的 另 一 个 基本 性 质 。 
定理 10.1.15〔 链 式 法 则 ) 设 铸 和 YY 都 是 R 的 子 集 , zoe 和 是 X 的 极限 
点 ， 并且 设 yo EY 是 Y 的 极限 点 。 设 f : X 一 Y 是 在 zo 处 可 微 的 函数 ， 并 
f(z0) = yo。 如 果 g:Y 一 R 是 在 yo 处 可 微 的 函数 , 那么 函数 goj:X 一 及 在 xzo 
处 是 可 微 的 ， 且 


(ge f)'(z0) = 9 (yo)f (20) 
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证 明 : 参见 习题 10.1.7。 


例 10.1.16 如 果 三 :及 -1 一 及 是 函数 f(z) := 疆 ?,， 并 且 g:R 一 R 是 函 


数 g(y) := 内, 那么 go (f)(z) = (a 并 


注 10.1.17 


且 根 据 链 式 法 则 可 知 
oo1yeo =2( 2 ) a 


zo—1)/ (xo— 1)? 


下 


如 果 把 f(z) 记 作 y, 并 把 g(y) 记 作 z, 那么 链 式 法 则 可 以 写成 
更 具 视觉 吸引 力 的 形式 至 = 绝 娄 ,但 是 这 种 记 法 可 能 会 造成 误解 (例如, 它 使 得 


Es 


因 变 量 和 自 变 量 之 间 的 区 别 变 得 模糊 起 来 , 特别 是 对 于 y)， 而 且 还 会 让 我 们 以 为 


量 dz、dy 和 dz 可 以 像 实数 那样 来 处 理 。 然而 , 这 些 量 不 是 实数 (事实 上 , 我 们 还 


没有 赋予 它们 任何 意义 )， 像 这 样 把 它们 当 作 实 数 来 处 理 将 会 引发 进一步 的 问题 。 


璧 如， 如 果 三 依赖 


于 zl 和 z2, 而 zi 和 zs 又 依赖 于 已 那么 多 个 变量 的 链 式 法 则 


辣 枚 孙 F 过 df _ of d 
就 断定 了 季 = 天 和 


让 人 信服 了 。 如 果 知 道 自己 在 做 什么 那么 我 们 就 可 以 把 dy、dz 等 看 作 “ 无 限 小 


站 暴 , 但 是 车 把 df、dt 等 当成 实数 , 这 个 法 则 就 不 那么 


的 实数 ”。 但 对 于 那些 刚 开始 学 习 分 析 理 论 的 人 来 说 , 我 不 建议 采用 这 种 做 法 , 万 
其 是 当 他 们 希望 严格 地 做 学 问 时 。( 有 一 种 方法 可 以 使 这 一 切 都 严格 起 来 ,即便 对 
于 多 变量 微 积分 也 是 适用 的 。 但 这 种 方法 需要 用 到 切 向 量 的 概念 和 导数 的 几何 意 
义 , 而 这 两 部 分 内 容 超出 了 本 书 的 范围 。) 


10.1.1 


10.1.2 
10.1.3 
10.1.4 


习 题 


设 X 是 及 的 子 集 ，zo 是 X 的 极限 点 ，f : X 一 R 是 在 xo 处 可 微 的 函数 ， 设 


Y 是 Y 的 极限 点 。 证 明 : 限制 在 了 上 的 函数 fly :Y 一 R 也 在 zo 


导数 与 上 在 zo 处 的 导数 相同 。 解释 为 什么 这 与 注 10.1.2 中 的 讨论 


YCX To 
处 可 微 ,并且 其 
不 矛盾 。 


证 明 命 题 10.1.7。( 提 示 : 对 z=zo 和 x 关 xo 的 情形 要 分 别 讨论 。) 
证 明 命题 10.1.10。[ 提 示 : 利用 极限 定律 (命题 9.3.14) 或 者 命题 10.1.7。 ] 
证 明定 理 10.1.13。( 提 示 : 利用 命题 9.3.14 中 的 极限 定律 , 用 该 定理 前 面 的 部 分 证 明 


后 面 的 部 分 。 对 于 乘积 法 则 , 利用 等 式 


f(z)g(7) — f(zo)g(zo) 
= f(x)g(x) — f(x)g(xo) + f(x)g(x0) — f(x0)g(zo) 
= f(x)(g(2) — g(z0)) + (f(z) — f(z0))g(zo) 


这 种 加 上 并 减 去 一 个 中 间 项 的 技巧 有 时 被 称 作 “ 中 间 人 人 把戏” 而 且 它 在 分 析 理 论 中 


非常 有 用 。) 


10.2 ”局 部 最 大 值 、 


局 部 最 小 值 以 及 导数 
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10.1.5 个 


设 n 是 


自然 数 ， 


微 的 ， 并 


对 


所 有 的 z 


及 均 有 f°(7) 


法 。) 


是 一 个 


10.1.6 设 n 是 


R 一 {0} 上 是 可 微 的 , 并 


10.1.13 
明定 理 10 


定理 


10.1.7 y 


快 垣 半 癌 


10.2 ”局 部 最 大 值 、 局 部 最 小 值 以 及 导 


正如 你 在 基础 微 积分 课程 中 所 学 到 的 ， 导数 的 一 个 很 党 


LI 


.1.15。( 提 示 
命题 9.3.9 和 命题 10.1.10， 把 这 个 问 
面 这 种 方法 时 ， 

作 除 数 的 情况 。) 


负 整 数 ， 并 


设 f:R- {0} 一 
且 对 所 有 的 ze 了 及 一 
1.5。) 


和 习题 10. 


(提示 : 


{0} 均 有 f(z) = nz 


。 证明: 了 


利 


定 


R 是 函数 f(x) := 


Tr 


n—l 


种 方法 是 采 


,ss 


牛顿 和 逼近 法 和 命题 10.1.7。 
题 转化 成 


关于 序列 极限 的 问 


要 单独 处 理 


和 最 小 值 


上 现 的 位 置 。 现 在 我 们 习 


可 


Ll 


行 讨论 。 
如 


大 值 或 最 小 值 的 概念 。 现 在 


定义 10.2.1 (局 
zo € XX。 我 们 称 f 在 xo 处 达到 局 部 最 大 值 ， 当 
Xn (zo 一 6,zo 十 6) 上 的 限制 函数 fxnczo-6,zo+s) 在 zo 处 达到 最 大 值 。 


下 


我 
部 最 大 值 


和 最 小 值 ) 


了 (zo) = 0 的 情形 ， 


新 介绍 这 部 分 内 容 ,， 而 且 ; 


设 三 : 


因为 在 这 种 情形 


数 


人 
中 


这 次 是 以 严 


X 一 及 是 一 


有 仅 当 


mE 


。( 提 万 


可 能 会 出 现 


见 应 用 是 确定 最 大 值 


个 函数 ， 并 |] 
存在 一 个 5 > 0 使 得 在 


在 及 上 是 可 


10.1.13 和 归纳 


明 : 了 在 
s: 利用 


另 一 种 方法 是 
题 。 但 是 使 用 


用 


格 的 方式 进 


FE 定义 9.6.5 中 , 我 们 已 经 定义 了 函数 f :XX 一 R 在 点 zo EX 处 达到 它 的 最 
门 把 这 个 概念 局 部 化 。 


设 


我 们 称 f 


在 zo 处 达到 局 部 最 小 值 , 当 且 仅 当 存在 一 个 > 0 使 得 ff 在 XN(zo--6,zo 十 6) 上 
的 限制 函数 用 xntzo -szo+s) 在 zo 处 达到 最 小 值 。 
注 10.2.2 如 果 f 在 zo 处 达到 最 大 值 ， 那 么 为 了 与 这 里 定义 的 局 部 最 大 值 
进行 区 分 , 我 们 有 时 称 f 在 zo 处 达到 了 全 局 最 大 值 。 注意 ,如 果 f 在 zo 处 达到 
全 局 最 大 值 ， 那 么 f 也 一 定 在 zo 处 达到 了 局 部 最 大 值 。 对 最 小 值 也 有 类 似 的 
结论 。 
例 10.2.3 设 f:R 一 R 表示 函数 f(z) := x? 一 x4。 这 个 函数 在 0 处 没有 达到 


全 


局 最 小 值 


因为 比如 f(2) = 


一 12 <0= /0)。 但 上 在 0 处 达到 了 局 部 最 小 值 , 因 


人 6:=1 


均 有 zx 
值 。 


， 从 而 


< 


既 没有 全 局 最 大 值 


并 且 把 
f(z) = £22 — 2 


> 0 = f(0), 


所 以 fl 


它 在 每 一 人 1 


巴 了 限制 在 区 间 (-1,1) 上 , 那么 对 所 有 的 ze (1,1) 
10 在 0 处 有 局 部 最 小 


例 10.2.4 设 f:Z 一 R 是 函数 f(z) =x， 它 仅 在 整数 集 上 有 定义 ;, 那么 f 


也 没有 全 局 最 小 值 , (为 什么 ? ) 但 个 整数 点 ”处 都 既 
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达到 了 局 部 最 大 值 又 达到 了 局 部 最 小 值 。( 为 什么 ? ) 


注 10.2.5 如 果 了 :XX 


R 在 点 Xo 


Ee 


局 部 最 大 值 、 


X 处 达到 了 局 部 最 大 值 , 并 且 YY 
是 X 的 一 个 包含 zo 的 子 集 , 那么 限制 函数 fly :Y 一 R 也 在 zo 处 达到 局 部 最 大 
直 。( 为 什么 ? ) 对 最 小 值 也 有 类 似 的 结论 。 


局 部 最 小 值 以 及 导数 之 间 有 如 下 的 联系 。 


命题 10.2.6 (局 部 最 值 是 稳定 的 ) 设 a < 都 是 实数 ,并 且 设 f :(a,5) 一 RB 


是 一 个 函数 。 如 果 zo se (a,5), 了 在 zo 处 是 可 微 的 , 并且 


值 或 局 部 最 小 值 ， 那么 f'(x0) 
证 明 : 参见 习题 10.2.1。 


注意 , 为 了 使 该 命题 成 立 


三 :0s 


，/ 必须 是 可 微 的 , 参见 习题 10.2.2。 另 外 , 如 果 把 开 


了 在 zo 处 达到 局 部 最 大 


区 间 (a,b) 换 成 了 闭 区 间 [a,9]， 那 么 这 个 命题 就 不 成 立 。 例 如， 定义 为 f(x) := 


的 函数 f : [1,2| 一 R 在 zo = 2 处 有 局 部 最 大 值 , 六 
(事实 上 , 这些 局 部 最 值 都 是 全 局 最 值 )， 但 在 这 两 点 处 导数 都 是 (xo) = 1, 而 不 


F 且 在 zo = 1 处 有 局 部 最 小 值 


是 f(zo) =0。 所 以 , 在 区 间 的 端点 处 , 即使 导数 不 等 于 0, 也 有 可 能 取 到 局 部 最 大 


Ey 


定理 10.2.7( 罗 尔 定 理 ) 
数 ， 并 
9 (x)= 0。 

证 明 : 参见 习题 10.2.4。 


注 10.2.8 注意 , 我 们 只 


段 设 f 在 开 区 间 (a,5) | 
闭 区 间 [a,8] 上 是 可 微 的 , 那么 定理 显然 也 成 立 。 


直 或 局 部 最 小 值 。 最 后 ,这 个 命题 的 逆 命 题 不 成 立 (习题 10.2.3)。 
结合 命题 10.2.6 和 最 大 值 原理 , 我 们 就 得 到 如 下 定理 。 

设 a <5 都 是 实数 ，9 : [a,09| 一 及 是 一 个 连续 E 
它 在 (a,5) 上 是 可 微 的 。 如果 g(a) = g(5)， 那么 存在 一 个 x € (a,b) 使 


区 吧 


是 可 微 的 。 如 果 我 们 假设 f 在 


因为 区 间 [w, 中 比 区 间 (a,5) 更 大 。 


罗 尔 定理 有 一 个 重要 的 推论 。 


推论 10.2.9 〈 中 值 定 理 ) 


设 a <b 都 是 实数 , 设 f : [ww 中 一 及 是 一 个 在 


[ww 上 连续 并 且 在 (a,5) 上 可 微 的 函数 ， 那 么 存在 一 个 z se (a,b) 使 得 f(z) = 


o 


10)—f(a) 
b 


— 


证 明 : 参见 习题 10.2.5。 


10.2.1 证明 命题 10.2.6。 


10.3 单调 函数 及 其 导数 .211. 


10.2.2 ”举例 说 明 ,， 存 在 连续 函数 上 : (--1,1) 一 R 在 0 处 达到 全 局 最 大 值 ， 
微 。 解释 为 什么 这 与 命题 10.2.6 不 矛盾 。 


10.2.3 ”举例 说 明 , 存在 可 微 函数 :(--1,1) 一 R 在 0 处 的 导数 为 0, 但 它 在 


局 部 最 小 值 也 达 不 到 局 部 最 大 值 。 解释 为 什么 这 与 命题 10.2.6 不 矛盾 。 


10.2.4 ”证 明定 理 10 


10.2.5 ”利用 定理 10.2.7 证 


f(x) 一 cz 的 


.2.7。( 提 示 : 利用 推论 10.1.12 、 最 大 值 
题 10.2.6。 注意 , 最 大 值 原 理 没 有 表明 最 大 值 或 最 小 什 

是 在 端点 a 和 5b 处 达到 , 所 以 要 分 情况 讨论 , 并 使 用 假设 g(a) = g(2) 
明 推 论 10.2.9。( 提 示 : 对 于 某 个 谨慎 选 定 的 实数 ce， 考虑 形 如 


是 在 开 区 间 (a， 


i 


和 原理 和 命题 9.6.7， 然 后 使 用 命 


日 在 0 处 不 可 


0 处 既 达 不 到 


9 
0) 内 达到 , 还 
5 


函数 。) 


10.2.6 设 M>0， 


的 x,y € [a, 
当 限 4 


判 ， 然 后 对 这 个 限 


且 设 f : [ol 一 及 是 一 个 在 [a,9] 上 连续 且 在 (a,5) 上 可 微 的 函数 ， 


而 且 对 所 有 的 ze (a,b) 均 有 | 廊 (z < M( 即 f 的 导数 是 有 界 的 )。 


中 不等式 |f(z) -f(y)| < Mlz 一 中 均 成 立 。 [提示 : 对 


明了 具有 有 界 导数 的 函数 是 利 普 希 茨 连续 的 。 
10.2.7 设 太 :及 一 及 是 一 个 可 微 函 数 ， 寺 
利用 上 一 习题 。) 


证 明 : 对 任意 
了 选择 一 个 恰 


判 函数 使 用 中 值 定 理 〈 推 论 10.2.9)。] 满足 | jz) -f(y)| < 
Ml|z 一 y| 的 函数 被 称 为 利 普 希 茨 连续 函数 ,其 中 M 是 利 普 希 茨 常 数 。 


因此 , 本 题 说 


10.3 单调 函数 及 其 导数 


了 是 有 界 的 。 证 明 : f 是 一 臻 连续 的 。( 提 示 : 


在 学 过 的 初等 微 积分 课程 中 , 你 或 许 曾 见 到 过 这 样 的 断言 : 导数 是 正 数 表示 函 


数 是 递增 的 ， 导 数 是 负数 表示 函数 是 递减 的 。 这 种 说 法 并 不 完全 准确 , 但 已 经 很 接 
近 了 。 现在 我 们 给 出 这 些 命题 的 如 下 准确 表述 。 
命题 10.3.1 设 久 是 RR 的 子 集 , zo eX 是 久 的 极限 点 , 并 且 设 :XX 一 R 


是 一 个 函数 。 如果 f 既 单 调 递 增 又 在 zo 处 可 微 , 那么 P(zo) > 0。 如 果 了 既 单 调 
递减 又 在 Xo 处 可 微 ， 那么 f' (zo) < 0。 


证 明 : 参见 习题 10.3.1。 


注 10.3.2 ”我们 必须 假设 f 在 zo 处 是 可 微 的 ,有 


些 单调 函数 并 不 总 是 可 


微 的 (参见 习题 10.3.2)， 而 且 如 果 f 在 zo 处 不 可 微 , 那么 我 们 当然 就 不 可 能 推出 


六 (Zz0) > 0 或 六 zo) 


或 许 有 人 会 天 真 地 认为 ,如 果 广 既 严格 单调 递增 又 刀 


< 0。 


E zo 处 可 微 , 那么 导数 


六 (xo) 就 是 严格 正 的 而 不 仅仅 是 非 负 的 。 很 遗憾 , 情况 并 非 总 是 如 此 (习题 10.3.3 )。 


另外 ,我 们 的 看 
函数 一 定 是 严格 单 


有 一 个 相反 的 结果 : 如 果 一 个 函数 的 导数 是 严格 ] 


骨 递 增 的 。 


FE 的 , 那么 该 
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命题 10.3.3 设 a<，b， 


ZzEla,0| 均 有 f(x) >0, 那么 三 天 


有 产 (z) < 0, 那么 了 就 是 严格 单 


中 


那么 f 是 常数 函数 。 
证 明 : 参见 习题 10.3.4。 


10.3.1 ”证 明 命 题 10.3.1。 


习 题 


10.3.2 ”举例 说 明 , 存在 一 个 连续 


释 为 什么 这 与 命题 10.3.1 


并 且 设 f : [ww 一 R 是 可 微 函数 。 如 果 对 所 有 的 
是 严格 单调 递增 的 。 如 果 对 所 有 的 ze [a,0| 均 


由 递减 的 。 如 果 对 所 有 的 ze [a,0| 均 有 f(z) = 0， 


10.3.4 ”证 明 命 题 10.3.3。( 提 示 : 


得 对 所 有 的 xe XX 均 有 f(x) > 0, 并 且 了 不 是 严格 


件 与 命题 10.3.3 的 条 件 在 


着 细微 的 区 别 。 这 个 区 别 是 什么 ? 我 们 该 如 何 利 用 这 个 区 


别 来 得 到 想 要 的 例子 ? ) 


10.4 反 函 数 及 其 导数 


现在 我 们 提出 下 面 这 个 问题 : 如 果 函 数 f :XX 一 了 是 可 微 的 ,并 且 


住 论 10.2.9。) 


及 和 一 个 在 X | 


单调 递增 的 函数 f: (1,1) 一 R 在 0 处 不 可 微 。 解释 为 
什么 这 与 命题 10.3.1 不 矛盾 。 
10.3.3 “举例 说 明 , 存在 一 个 严格 单调 递增 的 可 微 函 数 三 :及 一 及 在 0 处 
和 命题 10.3.3 不 矛盾 。( 提 示 : 参见 习题 
前 你 还 没有 掌握 积分 和 微 积 分 基本 定理 的 知识 ， 所 以 你 
无 法 使 用 这 些 工具 。 但 你 可 以 使 用 中 值 定理 ， 即 
10.3.5 ”举例 说 明 , 存在 一 个 及 的 子 集 X C 


的 导数 等 于 0。 解 
10.2.3。) 


上 可 微 的 函数 了 :六 一 及 , 使 


调 递增 的 。( 提 示 : 这 里 的 条 


f 存在 反 


函数 广 ! :站 一 X, 那么 关于 广 : 的 可 微 性 , 我 们 能 说 些 什么 ? 这 在 很 多 应 用 场合 
都 有 用 , 例如 ， 当 我 们 想 要 对 函数 f(x) := zl 求 微 分 时 就 涉及 了 这 个 问题 。 
我 们 从 一 个 预备 结果 开始 。 
引 理 10.4.1 设 f: 久 一 Y 是 一 个 可 道 函 数 , 它 的 反 函数 是 广 ! :天 一 X, 设 


zo EX 和 wyo EY 使 得 yo = jzo) (这 还 纺 涵 了 zo = f-1(yo))。 如 果 太古 


可 微 的 , 并 且 广 : 也 在 yo 处 可 微 , 那么 


(f71) (yo) = 


证 明 : 根据 链 式 法 则 (定型 


E10.1.15) 可 知 : 


1 
f'(x0) 


(f71 of) (x0) = (f71) (yo)f (x0) 


而 f71of 是 匀 上 的 恒 等 函 数 ， 从 而 由 定 天 


日 此 得 到 要 证 明 的 结论 。 


-一 


FE xo 处 是 


E10.1.13(b) 可 知 ，( 广 1e 月 (zo) = 1。 


10.4 有 反 函 数 及 其 导数 .213. 


作为 引 理 10.4.1 的 一 个 特别 推论 , 我 们 看 到 如 果 在 xo 处 是 可 微 的 且 f(xo) = 
0， 那 么 广 ! 不 可 能 在 yo = f(zo) 处 可 微 。 因 为 在 这 种 情形 下 , 1/ 了 (zo0) 无 定义 。 
例如 ,定义 为 g(y) := yi 的 函数 9 : [0, 二 00) 一 [0,+eo) 在 0 处 不 可 微 , 因为 这 个 
函数 是 了: [0, 上 +eo) 一 [0,+co) 的 反 函 数 g = 了 -1, 其 中 了 被 定义 为 f(x) := x 并 
且 了 在 f-1(0)=0 处 的 导数 是 0。 

如 果 记 y= f(z), 从 而 z= ft(y), 那么 我 们 就 可 以 把 引 理 10.4.1 的 结论 写成 
更 具 吸 引力 的 形式 : dz/dy = 1/(dy/dzx)。 然 而 , 就 像 前 面 曾 提 到 过 的 , 虽然 这 种 记 
法 非常 方便 , 并 且 容 易 记 忆 , 但 是 如 果 不 谨慎 地 使 用 它 , 就 有 可 能 造成 误解 并 导致 
错误 (尤其 当 我 们 刚 开 始 接 触 多 变量 微 积 分 时 )。 
引 理 10.4.1 好 像 回答 了 如 何 对 一 个 函数 的 反 函 数 求 微 分 , 但 它 存在 一 个 重大 
缺陷 : 只 有 提前 假定 广 : 是 可 微 的 , 该 引 理 才 适 用 。 因此, 如果 不知 道 广 ! 是 否 可 
微 , 那么 我 们 就 不 能 使 用 引 理 10.4.1 去 计算 广 :! 的 导数 。 
但 引 理 10.4.1 的 下 述 改 进 形式 将 弥补 这 一 缺陷 , 它 对 广 :! 的 要 求 从 可 微 放宽 
到 连续 。 


定理 10.4.2《〈 反 函数 定理 ) 设 f :XX 一 Y 是 一 个 可 道 函 数 ， 它 的 反 函 数 是 
fl!1:Y 一 X, 设 zoe 六 和 yo ee Y 使 得 f(xo) = vo。 如 果 了 在 xo 处 是 可 微 
的 , f-1 在 vo 处 是 连续 的 , 并且 (x0) 关 0, 那么 f-! 在 yo 处 可 微 , 并 


(f71) (yo) 


ny 


1 
f'(x0) 
证 明 : 我 们 必须 证 明 
OO 
2 一 yoiyEY 一 {yo} 一 0 f'(xo) 
根据 命题 9.3.9 可 知 , 只 需要 证 明 ; 对 于 任意 一 个 由 YY 一 {yo} 中 的 元 素 构成 的 且 收 
敛 于 yo 的 序列 (y,,)%1， 都 有 
f(yn) — f(yo) 1 


lim es 
no0 yn — Yo f' (zo) 


即 可 


为 了 证 明 这 一 点 ， 设 zw := /1(yw), 于 是 (zn)%%2i 是 由 XX 一 {zo} 中 的 元 素 构 

成 的 序列 。( 为 什么 ? 注意 /1 是 一 个 双 射 。) 由 假设 条 件 可 知 ， 广 : 是 连续 的 ， 医 

此 当 n 一 00 时 ,zn = 三 1(n) 收敛 于 /1(yo) = zo。 根据 了 在 zo 处 是 可 微 的 , 我 

们 有 (再 次 使 用 命题 9.3.9) 
机 

而 由 于 zw 关 wo 且 /是 一 个 双 射 ， 所 以 分 式 Ye=few) 不 为 零 。 另 外 由 假设 可 

知 ， 疡 (20) 也 不 为 零 。 因 此 利用 极限 定律 , 有 
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lim se 三 
no00 f(Tn)— f(zo0) jzo) 
又 因为 zu = ft(yw) 和 zo = 了 -1(yo), 所 以 
,fli(yn)— f(yo) 1 
1 rt 
oo yn 一 Yo f'(xo0) 
这 就 是 要 证 明 的 结论 。 
在 下 面 的 习题 中 , 我 们 给 出 反 函 数 定理 的 一 些 应 用 。 
习 题 
10.4.1 ” 设 n>1 是 一 个 自然 数 , 并 且 设 9 : (0,+eo) 一 (0,+co) 是 函数 g(z) := zl 。 
(a) 证 明 : g 在 (0, 十 oo) 上 是 连续 的 。( 提 示 : 利用 命题 9.8.3。) 
(b) 证 明 : g 在 (0,+eo) 上 是 可 微 的 ， 并 且 对 所 有 的 x € (0,+ee) 均 有 9g'(z) = 
:zx-+。( 提 示 : 利用 反 函 数 定理 和 (a)。) 
10.4.2” 设 g 是 一 个 有 理 数 , 并 且 设 f : (0,+eo) 一 及 是 函数 f(z) = z2。 
(a) 证 明 : 了 在 (0, 十 oo) 上 是 可 微 的 , 并 且 六 (x) = qz? 。( 提 示 : 利用 习题 10.4.1、 
定理 10.1.13 微分 计算 定律 以 及 定理 10.1.15。) 
(b) 证 明 : lim ”光洁 = 9 对 任意 有 理 数 9 均 成 立 。( 提 示 : 利用 (a) 和 定 
Z 一 1;izE(0, 十 co) 
义 10.1.1， 另 一 种 方法 是 使 用 下 一 节 的 洛 必 达 法 则 。) 
10.4.3” 设 a 是 一 个 实数 , 并 且 设 站: (0, +eo) 一 R 是 函数 f(z) = zc。 
(a) 证 明 : lim ef = a。 (提示: 利用 习题 10.4.2 和 比较 原理 ， 
X17TE(0,+o0)\{1} 
你 可 能 需要 分 别 考 虑 右 极限 和 左 极限 , 命题 5.4.14 也 会 有 帮助 。) 
(b) 证 明 ; 了 在 (0,+o0) 上 是 可 微 的 , 并 且 了 7(z) = az*-!。 (提示 : 利用 (a)、 指 数 
定律 (命题 6.7.3) 以 及 定义 10.1.1。 ] 
10.5 ” 洛 必 达 法 则 


最 后 , 我 们 给 出 一 个 人 们 非常 熟悉 的 法 则 。 
命题 10.5.1( 洛 必 达 法 则 了 I) 设 和 是 以 


处 可 微 ,并且 
{zo} 都 有 g(z) 天 0 并 


lim 
2 一 ZoiZE(Xm(zo 一 90zo 二 9)) 一 {zo} 9 


个 子 个 


个子 集 , f :XX 一 RR 和 g:X 一 BR 


都 是 函数 , 并 且 设 zo e X 是 X 的 极限 点 。 如 果 f(zxo0) = g(zo) =0, 了 和 9g 都 在 zo 
g (zo0) 关 0, 那么 存在 6 > 0 使 得 对 所 有 的 zz€ (XN (zo 一 6,zo 十 6)) 一 
且 


10.5 洛 必 达 法 则 .215 . 


证 明 : 参见 习题 10.5.1。 


6 在 这 里 出 现 好 像 有 些 奇怪 , 但 这 是 必要 的 。 因 为 g(z) 可 能 在 除了 zo 以 外 的 
某 一 点 处 为 零 , 这 就 使 得 商 1 不 一 定 在 X - {zo} 中 的 所 有 点 处 都 有 定义 。 

下 面 给 出 更 高 级 的 洛 必 达 法 则 。 

命题 10.5.2 ( 洛 必 达 法 则 I) 设 a <b 都 是 实数 ， 并 且 设 六 : [ww 一 及 和 
gw 由 一 及 都 是 [ww 中 上 的 可 微 函 数 。 如 果 f(a) = g(a a » 9 在 [a,9] 上 不 为 零 
( 即 对 所 有 的 x € [a,0], 均 有 g(x) 天 0)， 且 极 限 _ lm i ) 存在 并 等 于 L， 那 
么 对 所 有 的 x € (a,0| 均 有 g(x) 关 0, 且 极 限 a 六 A 存在 并 等 于 工 。 

注 10.5.3 这 个 命题 只 考虑 了 a 右 侧 的 极限 。 对 于 a 左 侧 的 极限 和 a 两 侧 的 
极限 ,也 存在 类 似 的 命题 ， 我 们 很 容易 叙述 并 证 明 这 些 命题 。 通 俗 地 说 ， 这 个 命题 
给 出 了 


当然 ， 在 使 用 洛 必 达 法 则 之 前 ， 我 们 必须 保证 该 命题 的 所 有 条 件 都 成 立 〈 特 别 是 
f(a) = g(a) = 0 以 及 右 侧 的 极限 存在 )。 


证 明 :〈 选 学 ) 首先 证 明 对 于 所 有 的 ze (ww 如 都 有 9(z) 入 0。 利 用 反 证 法 ， 假 
设 存在 某 个 x e (a,0] 使 得 g(x) = 0。 又 因为 g(a) 也 等 于 零 , 所 以 根据 罗 尔 定理 可 
知 ， 存 在 某 个 a < y < x 使 得 g(y) = 0。 但 这 与 9 在 [a,8b] 上 不 为 零 的 假设 相 矛 
盾 。 


现在 我 们 证 明 lim L。 根据 命题 9.3.9 可 知 , 只 需要 证 明 对 于 任意 


Za;r€E(a,b] 9 a 


一 个 在 (a,9] 中 取 值 且 收 敛 于 a 的 序列 n)22.1 都 有 


考虑 单独 一 个 zn， 并 且 考 虑 定义 为 
jn(Z) := jzZ)g(zn) — 9(7)f (zn) 
的 函数 及 , : [a, za] 一 及 。 观 察 可 知 ，j 是 [a, zn] 上 的 连续 函数 , 它 在 a 和 z 处 
的 值 都 等 于 0。 另 外 ，j 在 (azn) 上 可 微 ， 并且 导 函数 为 凡 (z) = f(x)g(zn) 一 
g (z)f(zn) (注意 ， 对 于 zx 来 说 ，f(zn) 和 g(xn) 都 是 常数 )。 利 用 罗 尔 定理 (定理 
10.2.7) 可 以 找到 ww se (a, zn) 使 得 jv(y,) = 0, 这 蕴涵 了 


g(Tn) 9'(yn) 
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里 (推论 6.4.14) 可 知 ， 当 n 一 co 时 ,gr 也 收敛 于 a。 所 以 欣 如 ) 收 化 于 工 ， 


fn) 也 收 化 于 L， 这 就 是 要 证 明 的 结论 。 


习 是 


证 明 命 题 10.5.1。 [提示 : 为 了 证 明 在 xo 附近 g(x) 去 0, 你 或 许愿 意 使 / 
《命题 10.1.7)。 对 于 命题 中 剩 下 的 部 分 , 利用 极限 定律 和 命题 9.3.14。 ] 
解释 为 什么 习题 1.2.12 与 本 节 中 的 每 一 个 命题 都 不 矛盾 。 


I 牛顿 避 近 法 


第 11 章 


文 < 
黎 


[二 | 
EE 


> 


在 上 一 半 中 我 们 回顾 了 微分 学 , 它 是 单 


0 /AN 
AN 


J] 


变量 微 积分 理论 的 两 个 支柱 之 一 。 男 一 


个 支柱 当然 就 是 积分 学 , 它 是 本 章 主要 研究 的 内 容 。 更 准确 地 说 , 我 们 将 开始 学 习 
定 积 分 , 即 函 数 在 固定 区 间 上 的 积分 ， 它 与 不 定 积分 相对 立 ， 而 不 定 积 分 也 被 称 作 


原 函 数 。 定 积分 和 不 定 积分 显然 是 通过 微 积 分 基本 定理 联系 起 来 的 。 关 于 微 积分 基 


本 定理 , 我 们 会 在 后 面 展 


更 多 的 讨论 。 
我 们 将 从 区 间 工 和 函数 三: 工 一 及 开始 研究 定 积分 , 其 中 了 可 以 是 


区 间 、 闭 


区 间 和 半 开 区 间 。 我 们 会 得 到 一 个 数 | f, 它 (积分 ) 可 以 写成 | (zjdz (当然 , x 


可 以 被 蔡 换 成 任何 其 他 的 虚拟 变量 )。 另 外 ,如果 了 有 端点 a 和 b, 我们 也 可 以 把 
这 个 数 写成 J 或] f(z)dz。 


真正 地 去 定义 积分 | f 有 些 夺 


如 面积 ， 有 关 的 公理 时 ), 而 且 3 
法 可 以 定义 积分 : 黎 曼 积 分 和 勒 贝 格 积分 。 


= 
笋 曼 


职 分 并 且 适 用 于 


黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 |; f(x)da(x), 它 是 托 马 
曼 积 分 的 推广 , 我 们 将 在 11.8 节 


1866) 的 名 字 来 命名 的 , 我 们 这 是 
而 勒 贝 格 积分 是 以 享 利 勒 贝 格 (1875 一 1941) 的 名 字 来 命名 的 , 它 可 以 取代 黎 曼 

二 多 类 型 的 函数 。 我们 将 在 第 19 章 中 介绍 勒 贝 格 积 分 。 另外 还 有 
斯 


hi 


研究 的 就 


征 从 有 受 


和 


7/ 


难 (尤其 是 当 我 们 不 希望 假定 任何 与 几何 概念， 
非 所 有 的 函数 f 都 是 可 积 的 。 其 实 至 少 有 两 种 方 
只 分 是 以 格 奥 尔 格 ” 黎 曼 (1826 一 
只 分 ， 它 可 以 满足 大 多 数 的 应 用 。 


十 论 它 。 


斯 蒂 尔 杰 斯 (1856 一 1894) 对 黎 


我 们 定义 黎 曼 积分 的 方法 如 下 : 首先 , 我 们 对 一 类 非常 简单 的 函数 一 一 分 段 常 


数 函 数 定义 积分 的 概念 。 虽然 这 些 函 数 


E 常 初等 , 但 对 它们 积分 并 验证 通常 的 性 质 


非常 容易 , 这 正 是 它们 的 优势 所 在 。 然后 我 们 去 处 理 更 一 般 的 函数 , 就 是 用 分 段 常 


数 函 数 去 通 近 它们 。 


11.1 ”划分 


下 面 这 一 性 质 : 只 要 x 和 wy 是 着 
子 集 ( 即 介 于 x 和 之 间 的 每 一 个 数 都 忆 


在 引入 积分 之 前 , 我 们 需要 介绍 如 何 把 一 个 大 
中 , 所 有 的 区 间 都 是 有 界 区 间 〈 这 逢 


昌 于 X ) 。 


区 间 划 分 成 较 小 的 区 间 。 在 本 章 
I 定义 9.1.1 中 给 出 的 更 一 般 的 区 间 有 所 不 同 )。 
定义 11.1.1 设 久 是 RR 的 一 个 子 集 , 我 们 称 X 是 连通 的 ， 当 且 仅 当 它 具有 


满足 zx <y 的 元 素 , 有 界 区 间 [zx,y] 就 是 X 的 


= 


注 11.1.2 ” 稍 后 ,在 13.4 节 中 我 们 将 定义 一 个 更 一 般 的 连通 性 的 概念 ， 它 适 
利于 任何 度量 空间 。 
例 11.1.3 集合 [1,2] 是 连通 的 , 因为 如 果 满 足 xz <y 的 x 和 Y 都 属于 [1,2]， 
那么 就 有 1< xz <y<<2, 从 而 介 于 x 和 之 间 的 每 一 个 元 素 也 都 属于 [1,2]。 同 理 
可 以 证 明 集合 (1,2) 也 是 连通 的 。 但 是 , 集合 [1,2]U [3,4 不 是 连通 的 。( 为 什么 ? ) 
实 直 线 是 连通 的 。( 为 什么 ? ) 空 集 与 单 点 集 (如 {3}) 都 是 连通 的 , 但 其 原因 相当 
平凡 (这 些 集合 中 找 不 到 两 个 元 素 z、y 能 使 得 x < y)。 

引 理 11.1.4 设 X 是 实 直 线 的 一 个 子 集 , 那么 下 面 两 个 命题 在 逻辑 上 是 等 价 


~ 


的 : 


(a) X 是 有 界 的 并 且 是 连通 的 ; 

(b) X 是 一 个 有 界 区 间 。 

证 明 : 参见 习题 11.1.1。 

注 11.1.5 回忆 一 下 , 区 间 可 以 是 单 点 集 (例如 , 退化 的 区 间 [2,2] = {2}), 其 
至 可 以 是 空 集 。 

推论 11.1.6 如 果 工 和 J 都 是 有 界 区 间 ， 那么 它们 的 交集 IN J 也 是 一 个 有 
界 区 间 。 

证 明 : 参见 习题 11.1.2。 

例 11.1.7 有 界 区 间 [2,4] 和 [4,6] 的 交集 {4} 也 是 一 个 有 界 区 间 ，(2,4) 和 
(4,6) 的 交集 是 空 集 。 

我 们 现在 给 出 每 一 个 有 界 区 间 一 个 长 度 。 

定义 11.1.8 (区间 的 长 度 ) 如 果 了 工 是 一 个 有 界 区 间 , 那么 我 们 定义 工 的 长 度 ， 
记 作 | 了 |, 如 下 所 述 : 如 果 了 工 是 区 间 [ww 如 (ww 包 、[w 人 和 (a,9] 中 的 任意 一 个 , 其 中 
a <b 都 是 实数 , 那么 我 们 定义 |1| := b 一 a。 否则 车 了 是 单 点 集 或 者 空 集 ， 则 定义 
IT|=0。 

例 11.1.9 例如 , [3,5] 和 (3,5) 的 长 度 相同 , 都 是 2。 而 {5} 和 空 集 的 长 度 都 
是 0。 

定义 11.1.10 (划分 ) 设 了 是 一 个 有 界 区 间 , 了 的 一 个 划分 是 由 有 限 个 包含 在 
I 中 的 区 间 构 成 的 一 个 集合 P, 它 使 得 了 中 的 每 个 元 素 z 恰好 属于 P 中 的 一 个 有 
界 区 间 J。 

注 11.1.11 注意 , 划分 是 区 间 的 集合 , 而 每 个 区 间 本 身 就 是 一 个 实数 集 。 因 
此 , 划分 是 由 其 他 集合 构成 的 集合 。 


11.1 划分 .219. 


例 11.1.12 有 和 界 区 间 的 集合 P = {{1}), (1,3),[3,5),{5},(5,8],0} 是 [1,8] 的 一 
个 划分 ， 因 为 了 中 所 有 的 区 间 都 包含 在 [1,8] 中 , 而 且 [1,8] 中 的 每 一 个 元 素 都 恰 
， 得 到 的 仍旧 是 一 个 划 


好 属于 卫 中 的 一 个 区 间 。 注意, 我 们 把 空 集 从 了 中 删 掉 后 


分 。 但 是 , 集合 {[L, 引 ,[3,5]} 不 是 [1,5] 的 划分 ， 因 为 [1,5 


中 的 某 些 元 素 被 包含 在 


不 止 一 个 区 间 里 。 集合 {(1,3), (3,5)} 不 是 (1,5) 的 划分 ， 基 


这 个 集合 中 的 某 些 区 间 不 包含 在 (1,5) 中 。 
现在 我 们 给 出 长 度 的 一 个 基本 性 质 。 


为 (1,5) 中 的 某 些 元 素 
不 属于 上 述 集 合 中 的 任意 一 个 区 间 。 集合 {(0,3),[3,5)} 也 不 是 (1,5) 的 划分 , 因为 


定理 11.1.13 (长度 是 有 限 可 加 的 ) 设 工 是 一 个 有 界 区 间 , n 是 一 个 自然 数 ， 


六 


F 且 设 了 是 工 的 一 个 基数 为 m” 的 划分 。 那么 


= > 


JEP 


证 明 : 我 们 通过 对 n 使 用 归纳 法 来 证 明 。 更 准确 地 说 , 设 P(n) 具有 如 下 性 质 : 


如 果 了 工 是 有 界 区 间 且 卫 是 了 的 一 个 基数 为 n 的 划分 , 那么 就 有 


最 基本 的 情形 P(0) 是 平凡 的 , 工 能 够 被 分 割 成 一 个 空 划 分 的 唯 
身 就 是 空 集 , (为 什么 ? ) 在 这 种 情形 下 ,容易 得 到 结论 。 情形 P(1) 也 非常 容易 ，I 


能 够 被 划分 成 一 个 单元 素 集合 {J} 的 唯一 可 能 就 是 了 /= 了 
可 以 容易 地 得 到 结论 。 


71= 2 1 
JEP 


可 能 是 I 本 


, (为 什么 ?) 此 时 同样 


现在 归纳 地 假设 存在 某 个 ”> 1 使 得 P(n) 为 真 , 接 下 来 我 们 证 明 P(n+1) 为 


真 。 设 了 是 一 个 有 界 区 间 , 并 且 设 P 是 了 的 一 个 基数 为 n 


十 1 的 划分 。 


如 果 工 是 空 集 或 者 单 点 集 , 那么 卫 中 的 所 有 区 间 也 一 定 是 空 集 或 单 点 集 , (为 
什么 ? ) 从 而 每 个 区 间 的 长 度 都 为 零 , 此 时 结论 是 平凡 的 。 因 此 , 我 们 假设 了 是 形 


如 (a, 中、(a,0]、[a,5) 或 la,9| 的 区 间 。 


首先 假设 be 即 了 是 (o 可 或 [wa。 由 ez 可知 P 中 存在 一 个 区 间 天 


包含 5。 由 于 K 是 包含 在 工 中 的 , 所 以 一 定 是 形 如 (c 相 、[c 或 {0} 的 区 间 ， 


其 中 ce 是 满足 a < c < 2 的 实数 ( 当 = {0} 时 , 令 c := 5)。 特别 地 ,这 意味 着 


当 c > a 时, 集合 I 一 是 形 如 [a,d、(a,c)、(a,d 或 [a， 
时 , I 一 K 就 是 单 点 集 或 者 空 集 。 无论 是 哪 种 情形 , 容易 得 


加 三 | 二 | 十 这 一 到 | 


c) 的 区 间 ; 而 当 c= a 


LH 
[IO 


另外 , 因为 PP 构成 了 工 的 一 个 划分 , 所 以 了 一 {K} 构成 了 IT 一 的 一 个 划分 (为 


什么 ? )。 根据 归纳 假设 可 知 ， 


I-KI= > 


JeP-{K} 


结合 这 两 个 等 式 〈 并 条 


人 


及 有限 集合 的 加 法 定律 ,参见 命题 7.1.11) 可 得 ， 


中 = > 1 


JEP 


结论 得 证 。 

现在 假设 bq I， 即 了 是 (a,5) 或 [a,5), 同样 存在 一 个 形 如 (c,b) 或 [c,b) 的 
区 间 K (参见 习题 11.1.3)。 特 别 地 ， 这 意味 着 当 c > a 时 , 集合 1 一 及 是 形 如 
[a;, dj、(a;c)、(a,d| 或 [ao) 的 区 间 ; 而 当 a=c 时 ,IT- 天 就 是 单 点 集 或 者 空 集 。 接 
下 来 的 论证 与 上 文 一 样 。 

关于 划分 , 我 们 还 有 两 件 事 要 做 。 一 是 什么 时 候 一 个 划分 比 另 一 个 划分 更 细 ， 
二 是 讨论 两 个 划分 的 公共 加 细 。 

定义 11.1.14〈 更 细 和 更 粗糙 的 划分 ) 设 工 是 一 个 有 界 区 间 , 并 且 设 P 和 卫 / 
是 工 的 两 个 划分 。 如 果 对 P' 中 的 每 一 个 了 都 存在 P 中 的 一 个 天 使 得 CK, 那 
么 我 们 称 P' 比 P 更 细 ( 即 了 比 P' 更 粗糙 )。 


例 11.1.15 划分 {IL,2),{2},(2,3),[3,4} 比 {IL3,(2,4} 更 细 。( 为 什么 ? ) 这 
两 个 划分 都 比 {[1, 本 } 更 细 , 而 {IL, 习 } 是 ,人 引 所 有 可 能 的 划分 中 最 粗糙 的 一 个 。 
注意 , 不 存在 [1,4 的 “最 细 的 ”划分 这 样 的 说 法 。( 为 什么 ? 回忆 一 下 , 所 有 的 划 
分 都 被 假定 是 有 限 的 ) 我 们 不 对 不 同 区 间 的 划分 进行 比较 , 例如 ,如果 PP 是 [1,4 
的 一 个 划分 并且 P' 是 [2,5] 的 一 个 划分 ， 那么 我 们 不 能 说 P 比 P' 更 粗糙 或 者 
更 细 。 
定义 11.1.16 (公共 加 细 ) 设 工 是 一 个 有 界 区 间 , 并 且 设 P 和 了 ' 是 了 的 两 
个 划分 , 我 们 定义 P 和 了 ' 的 公共 加 细 P#P' 为 集合 

P#P’:={KNJ:KeP HJePpP’) 

例 11.1.17 设 P:={[1,3),[3,4} 和 P' := {[1,2],(2,4]} 是 [1,4] 的 两 个 划分 ， 
那么 P#P' 是 集合 {[1,2], (2,3), [3,4, 儿 }。( 为 什么 ? ) 

引 理 11.1.18 设 了 是 一 个 有 界 区 间 , 并 且 设 了 和 了 ' 是 了 的 两 个 划分 , 那么 
P#P' 也 是 了 的 一 个 划分 , 并 且 它 既 比 P 更 细 , 也 比 P' 更 细 。 


证 明 : 参见 习题 11.1.4。 


11.1.1 证 明 引 理 11.1.4。( 提 示 : 为 了 证 明 当 X 不 是 空 集 时 ，(a) 列 涵 (b), 考虑 X 的 上 确 
界 和 下 确 界 。) 


11.2 分 段 常 数 函 数 :221 . 


11.1.2 ”证 明 推论 11.1.6。( 提 示 : 
界 的 , 为 什么 


11.1.3 
设 卫 ,… ,In 是 了 工 的 一 


万 一 [c, 6) 的 


明 引 


11.1.18。 


11.1.4 证 


11.2 ”分 段 常数 函数 


利用 引 


设 了 是 一 个 形 如 了 工 = (a,， 
个 划分 。 证 
区 间 万 , 其 中 a < c < 0 (提示 : 
的 a < c<b, 万 都 不 是 形 如 [c,5) 和 (cb 的 


引 


里 11.1. 
个 连通 集合 的 交集 是 连通 的 。) 
0) 或 了 = [wb 的 
明 : 在 这 个 划 
有 反 证 法 
区 间 , 那么 sup 1; 就 严格 小 于 b。) 


4， 并 


孚 释 为 什么 两 个 有 界 集合 的 交集 是 有 


0 


间 ， 只 中 < 0 都 是 实数 。 


界 区 
分 中 


存在 一 个 形 如 I; = (c,b) 或 


证 明 。 首 先 证 明 如 果 对 任意 


我 们 现在 描述 一 类 “简单 ”的 函数 ， 对 它们 积分 非常 容易 。 
定义 11.2.1〔 常 数 函数 ) 设 X 是 及 的 子 集 , 并 且 设 1 :XX 一 有 是 一 个 函 
数 。 我 们 称 /是 常数 函数 ， 当 且 仅 当 存在 一 个 实数 e 使 得 对 所 有 的 ze XX 均 有 
f(z) =c。 设 巨 是 XX 的 一 个 子 集 , 如 果 上 在 五 上 的 限制 函数 flsp 是 常数 函数 。 即 
存在 一 个 实数 e 使 得 对 所 有 的 ze EB 均 有 f(x) =c, 那么 我 们 称 f 在 上 是 常 值 
的 , 并 把 e 称 作 了 在 已 上 的 常数 值 。 
注 11.2.2 如 果 已 是 一 个 非 空 集合 并 且 函 数 f 在 上 是 常 值 的 , 那么 只 
能 有 唯一 的 常数 值 。 在 BE 上 , f 不 可 能 始终 既 等 于 3 又 等 于 4。 然 而 , 如 果 瑟 是 
那么 每 一 个 实数 c 都 是 了 在 如上 的 常数 值 。 (为什么? ) 
定义 11.2.3 (分 段 常 数 函 数 I) 设 了 是 一 个 有 界 区 间 , f :了 一 及 是 一 个 函数 ， 
并 且 设 PP 是 了 的 一 个 划分 。 如果 对 于 任意 的 J e P, f 在 J 上 都 是 常 值 的 ， 那么 
我 们 称 f 是 关于 P 的 分 段 常数 函数 。 
例 11.2.4 定义 为 
7 若 1 < x <3 
4 若 X = 二 3 
f(z) = 
5 右 3<Z<6 
2 大 zx=6 


的 函数 f : [1,6] 一 及 是 关于 
数 。 注 意 ， 这 个 函数 也 是 关于 其 


{ 2), {2}, (2, 3), {3}, (3， 


[1,6] 的 划分 {[1,3), {3}, (3,6), {6}} 的 分 段 常数 函 
刀 


他 茶 些 划 分 


的 分 段 常 数 函数 。 例 如， 
5), [5, 6), {6}, 2} 的 分 段 常 数 函 数 。 


定义 11.2.5〈 分 段 常数 函数 I) 设 了 是 一 个 有 界 区 间 , 并 且 


它 是 关于 划分 


设 f:I 一 RR 是 


一 个 函数 。 如 果 存 在 一 个 了 的 划分 P 使 得 f 是 关于 P 的 分 段 常 数 函 数 ， 那么 我 


们 称 f 是 上 的 分 段 常数 函数 。 


例 11.2.6 上 一 个 例子 用 到 的 函数 就 是 [1,6] 上 的 分 段 常数 函数 。 另 外 ,， 有 界 
区 间 了 工 上 的 每 一 个 常数 函数 都 自动 地 是 分 段 常 数 函 数 。( 为 什么 ? 

引 理 11.2.7 设 了 是 一 个 有 界 区 间 , P 是 了 的 一 个 划分 , 并 且 设 7 :一 及 是 
关于 P 的 分 段 常 数 函 数 , 设 P' 也 是 工 的 一 个 划分 ， 它 比 卫 更 细 , 那么 f 也 是 关 
于 卫 ' 的 分 段 常数 函数 。 

证 明 : 参见 习题 11.2.1。 

分 段 常 数 函 数 构成 的 空间 在 代数 运算 中 是 封闭 的 。 
引 理 11.2.8 设 了 是 一 个 有 界 区 间 , 并 且 设 f:TI 一 RR 和 g:I 一 R 都 是 TT 上 
的 分 段 常 数 函 数 。 那么 函数 f 十 g、f 一 g、max(f,g) 以 及 fg 也 都 是 了 上 的 分 段 各 
数 函 数 。 当 然 , 这 里 的 max(f,g) :了 T 一 R 是 函数 max(f,g)(z) := max(f(z), g(x))。 
如 果 9 在 工 中 任何 地 方 都 不 为 零 ( 即 对 所 有 的 ze 大 均 有 g(xz) 关 0), 那么 f/g 也 
是 TT 上 的 分 段 常 数 函 数 。 

证 明 : 参见 习题 11.2.2。 

现在 我 们 准备 对 分 段 常数 函数 求 积 分 , 我 们 从 “关于 划分 的 积分 ”这 个 临时 定 
义 开始 。 

定义 11.2.9 (分 段 常 值 积 分 1 ) 设 了 是 一 个 有 界 区 间 , P 是 了 工 的 一 个 划分 ,并 
且 设 f :TT 一 R 是 关于 卫 的 分 段 常数 函数 。 那么 我 们 定义 f 关于 划分 P 的 分 段 常 
值 积 分 pc. ip 是 

.C. :三 J 
po] fal 
其 中 , 对 于 任意 的 J e P, 我 们 令 cj 表示 f 在 J 上 的 常数 值 。 

注 11.2.10 这 个 定义 看 起 来 好 像 有 些 问题 , 因为 如 果 J 是 空 集 , 那么 每 一 个 
数 cj 都 可 以 是 f 在 J 上 的 常数 值 , 但 幸运 的 是 , 此 时 |J| 等 于 零 , 从 而 cj 的 选取 
并 不 重要 。 记 号 p.c. Jipf 是 人 为 规定 的 , 我 们 只 是 暂时 使 用 它 ， 这 是 为 了 引入 一 
个 更 加 有 用 的 定义 。 注意, 因为 P 是 有 限 的 , 所 以 和 》 cj|J| 总 是 有 意义 的 〈 它 

JEP 
绝 不 可 能 是 发 散 的 或 者 是 无 限 大 )。 

注 11.2.11 在 已 知 长 方形 的 面积 等 于 边 长 的 乘积 的 前 提 下 ， 分 段 常 值 积 分 在 
直观 上 就 对 应 于 面积 的 概念 (当然 , 如 果 了 在 某 处 是 负 的 , 那么 “面积 ”cj|J| 也 将 
是 负 的 )。 

例 11.2.12 设 f:[1,4 和 一 R 是 函数 

2 若 1<z<3 
f(z) := | 4 若 z = 二 3 
6 


若 3 <z 世 4 


WA 


11.2 分 段 常数 函数 :223 . 


并 设 ss {[1, 3), {3}, (3, 49}， 那么 
ze | f = cf.3)| 3)| + cts}|{3} + cs,4l(3, | 
[P] 


=2x2+4x0++6xl 
二 10 


男 外 ， 如 有 果 设 卫 := {[1, 2), [2, 3), {3}, (3, 4], @}, 那么 
pc | f = cl,2) + cas) ll2, 3D) + cel{3}| + cessal(3, d+ colg| 


=2xl1l+2xl+4x0+6xl++cosgx0 
=10 
上 面 的 例子 表明 这 个 积分 与 你 选取 哪个 划分 无 关 ， 只 要 你 的 函数 是 关于 这 个 
划分 的 分 段 常数 函数 就 可 以 了 。 事实 的 确 如 此 。 
命题 11.2.13〔 分 段 常 值 积分 是 独立 于 划分 的 ) 设 工 是 一 个 有 界 区 间 ， 并 
设 f :I 一 R 是 一 个 函数 。 如 果 P 和 了 ' 都 是 了 的 划分 , 并 且 了 关于 了 P 和 了 ' 都 
是 分 段 常 数 函 数 , 那么 p.c. [pf =p.c. Jipnf。 
证 明 : 参见 习题 11.2.3。 
根据 这 个 命题 , 现在 我 们 可 以 给 出 下 面 这 个 定义 。 
定义 11.2.14 (分 段 常 值 积分 I〉 设 了 是 一 个 有 界 区 间 , 并 日 设 f:I 一 R 是 
上 的 分 段 常 数 函 数 。 我们 定义 分 段 常 值 积分 p.c. ,了 为 


p.c. h f :=p.c. | f 

中 , P 是 了 的 任意 一 个 满足 如 下 条 件 的 划分 ， 即 f 是 关于 P 的 分 段 常数 函数 
(注意 , 命题 11.2.13 告诉 我 们 划分 的 选取 是 无 关 紧 要 的 )。 

例 11.2.15 如 果 f 是 例 11.2.12 中 给 出 的 函数 , 那么 p.c. ji 了 = 10。 

我 们 现在 给 出 分 段 常 值 积 分 的 一 些 基 本 性 质 ， 这 些 定律 最 终 将 被 黎 曼 积分 的 
相关 定律 (定理 11.4.1) 取代 。 

定理 11.2.16 〈 积 分 定律 ) 设 了 是 一 个 有 界 区 间 ， 并 且 设 上: 了 工 一 及 和 
90: 一 及 都 是 7 上 的 分 段 党 数 函 数 。 

(a) p.c. [1(f +9)=p.c. ff +p.c. fig9. 
(b) 对 任意 的 实数 c， 都 有 p.c. (cf) = clp.c. 有 有。 
(c) p.c. fi(f —g)=p.c. fi f—p.c. f19° 
(d) 如 果 对 所 有 的 xe 了 T 均 有 f(z) > 0, 那么 p.c. ;fz0。 


my 


并 


.224. 第 11 章 和 歼 螺 积分 


(e) 如 果 对 所 有 的 ze 工 均 有 f(x) > g(x), 那么 p.c. ,fp.c.[jg。 
(f) 如 果 f 是 常数 函数 f(z) = c, 其 中 z 是 了 中 的 任意 元 素 , 那么 p.c. [1f = 
cl1|。 
(g) 设 J 是 一 个 包含 了 的 有 界 区 间 ( 即 TS 7), 并 且 设 请 : J 一 R 是 函数 
若 zET 
F(x):= 
0 若 z&T 
那么 忆 是 J 上 的 分 段 常数 函数 , 并 且 pe | F=p.c. ff 
(h) 如 果 {J,K} 是 工 的 一 个 划分 ,， 它 把 工分 成 两 个 区 间 了 和 KK ， 那 么 函数 
fiz:J 一 R 和 flx :KK 一 R 分 别 是 J 上 和 KK 上 的 分 段 常数 函数 ,并 


p.c. 上: f=p.c. | fli+p.c. | f 


全 


证 明 : 参见 习题 11.2.4。 
至 此 , 关于 分 段 常数 函数 的 积分 我 们 就 讨论 完了 。 我 们 接 下 来 考虑 如 何 对 有 界 
函数 求 积分 。 


习 题 


11.2.1 证 明 引 理 11.2.7。 

11.2.2 ”证 明 引 理 11.2.8。( 提 示 : 利用 引 理 11.1.18 和 引 理 11.2.7， 使 得 f 和 9 是 关于 了 的 
同一 个 划分 的 两 个 分 段 常数 函数 。) 
11.2.3 ”证 明 命 题 11.2.13。( 提 示 : ”首先 利用 定理 11.1.13 证 明 两 个 积分 都 等 于 p.c. 
jp] fo) 
11.2.4 ”证 明定 理 11.2.16。( 提 示 : 你 可 以 利用 定理 前 面 的 部 分 证 明定 理 后 面 的 某 些 结论 。 也 
可 参考 习题 11.2.2 的 提示 。) 


11.3 ”上 黎 曼 积 分 和 下 黎 曼 积分 


设 f :一 R 是 定义 在 有 界 区 间 T 上 的 有 界 函 数 ， 我 们 想 要 定义 黎 曼 
广 记 为 此 ,我 们 首先 需要 定义 上 黎 曼 积 分 了 和 下 黎 曼 积分 |/。 这 些 概念 与 和 
曼 积 分 有 许多 联系 , 就 如 同 序列 的 上 极限 和 下 极限 与 序列 极限 之 间 的 联系 一 样 。 
定义 11.3.1〈 函 数 的 控制 ) 设 :一 及 和 9: 一 及 ,如 果 对 所 有 的 ze7 
都 有 g(x) > f(z)， 那么 我 们 称 g 在 了 上 从 上 方 控制 f/; 如 果 对 所 有 的 zx e 了 都 有 
9g(z) 入 f(z), 那么 我 们 称 g 在 TT 上 从 下 方 控 制 f。 


11.3 上 黎 曼 积分 和 下 黎 曼 积分 225 . 


先 用 一 个 分 段 常数 函数 (我 们 已 经 知道 如 何 对 分 段 常 数 函数 求 积分 ) 从 上 方 或 
从 下 方 控制 这 个 函数 ， 这 是 对 一 个 函数 求 黎 曼 积 分 的 思路 。 
定义 11.3.2 (上 黎 曼 积分 和 下 黎明 积分) 设 f :了 R 是 定义 在 有 界 区 间 了 
上 的 有 界 函数 , 我 们 定义 上 黎 曼 积分 J,f 为 
| :=inffpe | 9:9 是 在 上 从 上 方 控制 /的 分 段 常数 函数 } 
, I 
并 且 下 黎 曼 积 分 / 是 
| f=supfpe | 9:9 是 在 了 上 从 下 方 控制 /的 分 段 常数 函数 } 
J I 


关于 下 积分 和 上 积分 我 们 给 出 一 个 粗糙 但 有 用 的 估计 。 
引 理 11.3.3 设 了: 一 R 是 定义 在 有 界 区 间 了 上 的 有 界 函 数 , 它 以 实数 M 
为 界 , 即 对 所 有 的 ze 了 I 了 均 有 一 M < f(x) < M。 于 是 我 们 有 


-us| 1<| fs<mun 
了 I 


特别 地 ,下 黎 曼 积 分 和 上 黎 曼 积分 都 是 实数 即 它们 不 是 无 限 的 )。 

证 明 : 定义 为 g(t) = M 的 函数 g :了 R 是 常数 函数 ， 从 而 是 分 段 常数 函数 ， 
并 且 它 从 上 方 控制 f。 于 是 根据 上 黎 曼 积分 的 定义 可 知 , 了 jf < p.c. 9 = MII|。 类 
似 地 有 一 MII| < 上 ,f。 最 后 我 们 要 证 明 ],f < jf。 设 g 是 任意 一 个 从 上 方 控制 / 
的 分 段 常 数 函 数 ， 并 且 设 h 是 任意 一 个 从 下 方 控制 的 分 段 常数 函数 。 于 是 g 从 
上 方 控制 hn， 从 而 pc. [np.c.fge 对 h 取 上 确 界 可 得 ， |,f <p.c.f1g9。 再 对 g 
取 下 确 界 可 得 ,| /< 了,f， 这 就 是 要 证 明 的 结论 。 
我 们 现在 知道 上 黎 曼 积分 总 是 不 小 于 下 黎 曼 积 分 。 如 果 它 们 是 相等 的 , 那么 我 
们 就 可 以 定义 黎 曼 积分 。 

定义 11.3.4 ( 黎 曼 积分 ) 设 f :1 一 R 是 定义 在 有 界 区 间 I 上 的 有 界 函 数 ， 
如 果 了 8 = 下 户 那么 我 们 称 /在 工 上 是 黎 曼 可 积 的 并 定义 


sl 


如 果 上 黎 曼 积分 和 下 黎 曼 积分 不 相等 , 那么 我 们 称 f 不 是 歼 曼 可 积 的 。 

注 11.3.5 ”把 这 个 定义 与 命题 6.4.12(f) 中 所 建立 的 序列 an 的 上 极限 、 下 极 
限 和 极限 之 间 的 关系 进行 比较 。 上 极限 总 是 大 于 或 等 于 下 极限 ， 但 仅 当 序列 收敛 
时 , 它们 才 相 等 并 且 此 时 它们 都 等 于 序列 的 极限 。 上 面 给 出 的 这 个 定义 或 许 与 你 在 
微 积分 课程 中 所 见 到 的 根据 黎 曼 和 建立 起 来 的 定义 不 太一 样 ， 但 两 个 定义 是 等 价 
的 ,这 是 我 们 下 一 区 的 研究 目标 。 


注 11.3.6 ”注意 , 我 们 认为 无 界 图 数 不 是 黎 曼 可 积 的 ,涉及 无 界 函 数 的 积分 
被 称 作 反常 积分 。 利 用 更 加 高 级 的 积分 方法 (如 勒 贝 格 积分 ) 计算 这 些 反 常 积 分 的 
值 是 有 可 能 的 , 我 们 将 在 第 19 章 中 做 这 件 事 。 

黎 曼 积分 与 分 段 常 值 积 分 是 一 致 的 ,而 且 黎 曼 积 分 可 以 取代 分 段 常 值 积 分 。 

引 理 11.3.7 设 让 :了 工 一 及 是 定义 在 有 界 区 间 上 的 分 段 常数 函数 ,那么 f 
是 黎 曼 可 积 的 , 并 且 L727 Sp | 7 fe 

证 明 : 参见 习题 11.3.3。 

注 11.3.8 ”因为 有 了 这 个 引 理 , 我 们 不 再 说 分 段 常 值 积分 p.c. |,， 而 是 始终 
使 用 黎 曼 积分 [|,〈( 直 到 黎 曼 积分 被 第 19 莫 中 的 勒 由 格 积分 取代 为 止 )。 注 意 ， 引 
理 11.3.7 有 一 个 特殊 情形 : 如 果 7 是 一 个 单 点 集 或 者 空 集 ， 那 么 对 所 有 的 函数 
f :I 一 R 都 有 ;f=0( 注 意 , 这 些 函 数 自动 是 常数 函数 )。 

我 们 刚刚 证 明了 分 段 常数 函数 都 是 歼 曼 可 积 的 , 但 黎 曼 积分 更 加 一 般 , 它 可 以 
对 更 多 类 型 的 函数 求 积分 , 我 们 将 很 快 看 到 这 一 点 。 现在 我 们 把 刚刚 定义 的 黎 曼 积 
分 与 黎 曼 和 联系 起 来 , 你 或 许 在 其 他 讨论 黎 曼 积分 的 教材 中 已 经 见 过 歼 曼 和 。 

定义 11.3.9( 歼 曼 和 ) 设 f :I 一 R 是 定义 在 有 界 区 间 了 了 上 的 有 界 函 数 ， 并 
且 设 P 是 了 的 一 个 划分 。 我们 把 上 黎 曼 和 U(f,P) 与 下 黎 曼 和 L(f,P) 

为 


U(f,P):= > (supf(z))|J 
JeP:JA0 7S7 
和 
LAP)= > (inf f(z) 


JEP;JA0 
注 11.3.10 J 产儿 的 限制 是 必要 的 ,因为 如 果 J 是 空 集 ， 那么 inf f(z) 和 
supf (7) 就 是 无 限 大 (或 负 无 限 大 )。 
这 全 
现在 我 们 把 这 些 黎 曼 和 与 上 黎 曼 积分 和 下 黎 曼 积分 联系 起 来 。 
引 理 11.3.11 设 /一 及 是 定义 在 有 界 区 间 工 上 的 有 界 函 数 , 设 9 是 从 上 
方 控制 上 的 函数 , 并且 9 是 关于 了 的 某 个 划分 卫 的 分 段 常数 函数 。 那 么 
2e | g>U(f,P) 
到 


类 似 地 ,如 果 h 是 关于 P 的 分 段 常数 函数 , 并且 它 从 下 方 控制 f， 那么 


p.c. | h<L(f,P) 


证 明 : 参见 习题 11.3.4。 


命题 


11.3.12 设 :一 及 是 定义 在 有 界 区 间 了 上 的 有 界 函 数 ， 那 么 


| f= inf{U(f,P):P 是 了 的 划分 } 
I 


且 
| f= sup{L(f,P) :P 是 了 的 划分 } 
a 
证 明 : 参见 习题 11.3.5。 
习 题 
11.3.1 设 f:I 一 R、.g:I 一 R 和 hh: 了 J 一 R 都 是 函数 , 证 明 : 如 果 了 从 上 方 控制 g 且 9 
从 上 方 控制 六 那么 f 从 上 方 控制 h。 证 明 ; 如 果 f 和 g 相互 从 上 方 控制 彼此 ， 那 
么 它们 一 定 相 等 。 
11.3.2 设 f:I 一 R、g:I 一 R 和 h :IT 一 R 都 是 函数 , 如果 f 从 上 方 控制 9， 那 么 f 十 有 h 
是 否 从 上 方 控制 g 十 h? f.h 是 否 从 上 方 控 制 g.h? 如 果 ec 是 一 个 实数 , 那么 cf 是 
否 从 上 方 控制 cg? 
11.3.3 ”证 明 引 理 11.3.7。 
11.3.4 ”证 明 引 理 11.3.11。 
11.3.5 ”证 明 命 题 11.3.12。( 提 示 : 要 用 引 理 11.3.11, 尽管 该 引 理 只 有 助 于 完成 一 半 工 作 。) 
11.4 和 黎 曼 积分 的 基本 性 质 
就 像 我们 曾经 处 理 极限 、 级 数 和 导数 时 那样 , 现在 我 们 给 出 计算 歼 曼 积分 的 基 
本 定律 。 这 些 定律 最 终 将 被 勒 贝 格 积 分 的 相应 定律 (命题 19.3.3) 所 取代 。 
定理 11.4.1( 歼 曼 积分 定律 ) 设 了 是 一 个 有 界 区 间 , 并 且 设 f:T 一 R 和 
9g:T 一 及 是 了 上 黎 曼 可 积 的 函数 。 


(a) 函数 /+9 是 歼 曼 可 积 
b) 对 于 任意 的 实数 c， 函数 cf 都 


d) 如 果 对 


一 g 是 


有 黎 显 
从 人 受 


所 有 的 z 


的 ， 并 县 


AE 


且 彻 局 
和 做 受 


可 积 


如 果 对 所 有 的 z 


f) 如 果 了 
cl1|。 


( 
( 
( 
(e) 
(1) 


(g) 设 J 是 一 个 包含 了 的 有 界 区 间 ( 即 TC 7), 并 目 


‘Ey 
I 中 


是 


可 积 YJ， 


的 ,， 并且 (f+g)= f+fig: 
并 且 J (cf) = c(f jf)。 


L [1(f -9)= Jf -Jig9 
了 都 有 f(x) > 0, 那么 ;fz0。 
I 都 有 f(x) > g(x), 那么 人 > 凡 9。 


若 zET 
若 z&T 


| 设 王 :JJ 一 及 是 函数 


大 的 


曼 可 


可 积 


设 上 :TIT 一 及 和 99: 工人 一 及 是 黎 曼 可 


那么 严 在 ] 上 是 黎 曼 可 积 的 , 并 且 /=J， 


| | Hs+ | 7 区 
这 1 K 
证 明 : 参见 习题 11.4.1。 


Fs 


(h) 设 {KK} 是 工 的 一 个 划分 , 并且 它 把 工分 成 两 个 区 间 了/ 入 。 那 么 
flj:J 一 R 和 flg :KK 一 R 分 别 在 7 和 KK 上 是 歼 曼 可 积 的 , 并 且 有 


注 11.4.2 我 们 常 把 | flj 简写 成 六 户 尽管 了 实 
区 间 上 。 


际 上 是 定义 在 一 个 比 


定理 11.4.1 断定 了 任意 两 个 黎 曼 可 积 函 数 的 和 与 差 都 是 黎 曼 可 积 的， 就 
积 函数 f 的 任意 数 乘 cf 也 是 黎 曼 可 积 的 一 样 。 现 在 我 们 进一步 给 出 构造 


函数 的 一 些 方法 。 


定理 11.4.3 〈 最 大 值 和 最 小 值 保 持 可 积 性 ) 设 了 是 一 个 有 界 区 间 ， 并 
积 的 函数 。 那 么 定义 为 max( 包 9g)(z) := 


像 黎 
时 
受 


得 
Ei 


max(f(z), g(x)) 的 函数 max(f,9) :了 一 R 和 定义 为 min(f,9)(zx) := min(f(x), g(x)) 


的 函 


方 控 


类 似 地 , 我 们 能 够 找到 一 个 分 段 常数 函数 g :了 一 R 在 TT 上 从 下 方 控 制 g, 3 


数 min(f,g) :TT 一 R 也 都 是 黎 曼 可 积 忒 


证 明 : 我 们 只 证 明 关于 max(f,g) 的 结论 , 关于 min(f,g) 的 结论 可 以 类 似 地 证 
明 。 首先 注 意 到 , 因为 f 和 9 都 是 有 界 的 , 所 以 max( 记 
设 e>0, 由 ff= 了 ff 可 知 , 存在 一 个 分 段 常数 函数 1:T 一 RR 在 IT 上 从 下 


制 六 并 且 有 


Le) 


Js> se 
I I 


和 


特别 


那么 


我 们 还 能 找到 分 段 常 数 函 数 上 和 了 在 工 上 分 别 从 -| 


[sj 


地 ,如果 :IT 一 R 表示 也 数 


9) 也 是 有 界 的 。 


上 方 控制 f 和 g, 并 且 


有 


| se 
I 


另外,，max(f,g) 是 TT 上 从 下 方 控制 max(f,g) 的 分 段 常数 函数 (为 什么 ? )。 类 似 


地 ,max( 了 们 是 了 上 从 上 方 控 制 max(f,g) 的 分 段 常 数 函数 。 于 是 


| maxios| aaas| maos| ma 


二 了 


i - 
0< | 二天 轴 -| 六 | max(F,D — niax(f,g) 
I Ey 
而 我 们 有 
7 四 = F(0) + (F — Pw) < f (4) + hw) 
类 似 地 , 有 
ee 
续 


max( f(x), 9(7)) < max( f(x), g(x)) + h(z) 
把 这 个 式 子 代入 到 前 面 的 不 等 式 中 ,可 得 


0< | max(f,g) — max(f.9) < | h< 


综 上 所 述 , 我 们 证 明了 对 于 任意 的 s， 都 有 


o< | max(9- | max( 户 9) < 4e 


于 Jjmax(f,9) 一】 max( 刀 9g) 与 = 无 关 , 所 以 


| max9-| ma 


二 了 


[Ea| 


此 max(f,g) 是 黎 曼 可 积 的 。 
推论 11.4.4 (绝对 值 保 持 黎 曼 可 积 性 ) 设 了 是 一 个 有 界 区 间 , 如 果 站 :了 一 及 

是 黎 曼 可 积 的 函数 ,那么 正 数 部 分 有 := max(f,0) 和 负数 部 分 f_ := min(f,0) 在 
了 上 都 是 黎 曼 可 积 的 。 另 外 , 绝对 值 | 有 | = 提 一 f- 在 TT 上 也 是 黎 曼 可 积 的 。 

定理 11.4.5〔 乘 积 保持 歼 曼 可 积 性 ) 设 了 是 一 个 有 界 区 间 , 如果 丰 : 了 一 及 
和 g :了 一 R 都 是 黎 曼 可 积 的 , 那么 fq: 了 一 R 也 是 黎 曼 可 积 的 。 

证 明 : 这 个 证 明 需 要 一 些 技巧 , 我 们 把 /= 户 + 广 和 9=9+9 都 拆 分 成 
正 数 部 分 和 负数 部 分 。 根 据 推论 11.4.4 可 知 ， 函 数 fi、f_、g， 和 9 都 是 黎 曼 提 
积 的 。 因 为 


jg= 广 "+ 十 方 9%- 十 三 9+ 十 广 9 
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所 以 只 需要 证 明 函 数 fjgy、f4g_、f_g9+ 以 及 f_-g 分 别 是 黎 曼 可 积 的 即 可 。 我们 
只 证 明 fg 是 黎 曼 可 积 的 ,关于 其 他 三 个 函数 的 结论 可 以 类 似 地 证 明 。 
因为 f+ 和 9+ 都 有 界 且 都 是 非 负 的 ， 所 以 存在 Mi, M。> 0 ， 使 得 对 所 有 的 
ZE 都 有 


0< fi(z) < M1 HO < 91(z) < Mo 
现在 设 = > 0 是 任意 的 , 就 像 证 明定 理 11.4.3 那样 , 我 们 能 够 找到 一 个 在 了 上 从 下 
方 控制 fj 的 分 段 常数 函数 方 ， 以 及 一 个 在 工 上 从 上 方 控制 fj 的 分 段 常 数 函 数 


广 ， 并 且 有 
[天 sr。 


[az[a- 
注意 ， fj 可 能 在 某 些 地 方 是 负 的 ， 但 我 们 可 以 通过 把 方 蔡 换 成 max( 广 ,0) 来 修 
复 这 个 问题 , 因为 max( 户 ,0) 仍然 从 下 方 控制 方 ，( 为 什么 ? ) 并 且 还 有 大 于 或 等 
于 所 一 的 积分 。( 为 什么 ? ) 所 以 , 我 们 不 失 一 般 性 地 假设 , 对 所 有 的 ze 了 工 均 
有 广 (z) > 0。 类 似 地 , 我 们 可 以 假设 , 对 所 有 的 xs 工 均 有 方 (z) < Wai。 因此 , 对 
所 有 的 ze 了 工 均 有 


和 


0< f(x) < f+(7) < f(z) < Mh 
同 理 , 我 们 可 以 找到 从 下 方 控 制 9+ 的 分 段 弟 数 函 数 9+ 以 及 从 上 方 控制 g+ 
的 分 段 弟 数 函数 歼 ， 并 且 有 


和 


而 且 对 所 有 的 ze 了 均 有 
0 < gr(%) < g+(%) < (2) < Ma 
注意 , f+g+ 是 从 下 方 控制 jig; 的 分 段 常数 函数 , 而 再 大 是 从 上 方 控制 figt 
的 分 段 常 数 函数 。 于 是 


0< | ae 一 | re < LE 及 9 一 fg 


然而 , 对 所 有 的 z e 了 均 有 
Fv) () — f(s)g+(7) = (2) (下 -外 ) (7) + 
<M (Fy) (x) + Ma (天 -4) (z 


(2) (再 一 二 ) 四 


gr\7 
) 


11.5 连续 函数 的 黎 曼 可 积 性 .231 . 


从 而 


0< | 一 | 10: < Mi (于 - g+) + M2 | ( 弄 - 请) 


< Mi (2e) 下 M2 (2e) 


就 像 前 面 那样 ,因为 s 是 任意 的 , 所 以 可 以 推出 方 g+ 是 黎 受 可 积 的 。 同 理 可 以 证 


明 方 "-、 广 9+ 和 广 9- 部 是 歼 曼 可 积 的 。 综 上 所 述 可 得 ，fg 是 黎 曼 可 积 尼 


习 题 


11.4.1 证 明定 理 11.4.1。( 提 示 : 定理 11.2.16 是 有 用 的 。 对 于 (b): 首先 考察 c > 0 的 情形 ， 


然后 再 分 别 考 察 c= -1 和 c= 0 的 情形 。 利用 这 些 情形 推导 出 c < 0 的 情形 。 你 可 


以 利用 定理 前 面 的 部 分 证 明 后 面 的 部 分 。) 
11.4.2” 设 a < 都 是 实数 , 并且 设 f: [a,9] 一 及 是 一 个 连续 的 且 非 负 的 函数 (于 是 对 所 有 
的 ze [oj 都 有 f(z) > 0), 假设 fi, f= 0。 证 明 : 对 于 所 有 的 ze [中 均 有 
f(z) = 0。( 提 示 : 利用 反 证 法 。) 
11.4.3” 设 I 是 一 个 有 界 区 间 , f :I 一 R 是 一 个 黎 曼 可 积 的 函数 ， 设 PP 是 了 的 一 个 划 
分 。 证 明 : 
Le 
JEP 7 
11.4.4 ”不 重复 上 面 证 明 中 的 全 部 运算 , 简要 地 解释 一 下 为 什么 定理 11.4.3 和 定理 11.4.5 中 


剩 下 的 情形 都 可 以 从 书 中 已 有 的 情形 中 自动 地 推导 出 。( 提 示 : 根据 定理 11.4.1 可 
知 , 如 果 f 是 黎 曼 可 积 的 , 那么 -j 也 是 歼 曼 可 积 的 。) 


11.5 ”连续 函数 的 黎 曼 可 积 性 


到 目前 为 止 ， 


我 们 已 经 谈论 了 很 多 关于 黎 曼 可 积 函 数 的 内 容 。 但 是 除了 分 段 常 


数 函 数 之 外 , 我 们 尚未 真正 地 构造 出 任何 可 积 函 数 。 现 在 我 们 就 来 证 明 , 存在 一 


定理 11.5.1 


类 有 用 的 函数 是 黎 曼 可 积 的 。 我 们 从 一 致 连续 函数 开始 。 


设 工 是 一 个 有 界 区 间 , 并 且 设 /是 定义 在 工 上 的 一 致 连续 函数 ， 


那么 了 是 黎 曼 可 积 的 。 


证 明 : 根据 命题 9.9.15 可 知 ,f 是 有 界 的 。 现 在 我 们 要 证 明 jf = ff。 


如 果 了 是 一 个 单 点 集 或 者 空 集 ， 那么 定理 是 平凡 的 。 设 了 是 四 个 区 间 [小 、 


(a,b)、 (a,b] 和 [a, 


b) 中 的 任意 一 个 , 其 中 a <b 是 实数 。 


设 s > 0 是 任意 的 ， 由 一 致 连续 性 可 知 ， 存 在 一 个 5 > 0 使 得 只 要 zy ET 


满足 |z 一 yl < 6， 就 有 |f(z) - f(y)| < e。 根据 阿 基 米 德 性 质 可 知 ， 存 在 一 个 整数 
N >0 使 得 (5-a)/N < 0。 

注意 ， 我 们 可 以 把 了 划分 成 NN 个 区 间 厂 ,… ,Juv， 其 中 每 个 区 间 长 度 都 是 
(0 一 q)/N (如 何 划分 ? [a 可、(a, 加 、(a, 可 和 [a,) 这 四 种 情形 略 有 不 同 )。 于 是 根据 


命题 11.3.12 可 得 ， 


和 


特别 地 ， 


三 证 TESk 
但 是 , 因为 | 有 | = (5 一 a)/N < 5, 所 以 对 所 有 的 z,ye hh 均 有 |f(z) 一 f(y)| < s。 
特别 地 , 我 们 有 


[ke | ; < > (sop f(x)— i f(0) ) [| 


f(z) < f(y) 十 e 对 所 有 的 zy € 7 均 成 立 


对 化 取 上 和 硼 上 界 可 得 ? 
sup f(z) < f(y) 十 对 所 有 的 ye 天 均 成 记 


TEJk 


然后 再 对 y 取 下 确 界 可 得 ; 


sup f(x) < inf f(y)+e 
ZE YE 


把 这 个 式 子 带 入 到 前 面 的 不 等 式 可 得 ， 
下 N 


f—-|f< J 
|< Da 


ty 


由 定理 11.1.13 可 知 ， 


| | 7<se-a 

I 二 了 

又 因为 =。 > 0 是 任意 的 , 而 (oa) 是 定 信 所 以 | 7 - | 7 不 可 能 是 正 的 。 根据 引 
I J 

理 11.3.3 和 艇 曼 可 积 的 定义 ,我们 得 到 f 是 黎 曼 可 积 的 。 

结合 定理 11.5.1 和 定理 9.9.16 可 得 出 下 面 的 推论 。 


推论 11.5.2 设 [中 是 一 个 闭 区 间 , 并 且 设 f : [中 一 及 是 连续 的 , 那么 f 


11.5 连续 函数 的 黎 曼 可 积 性 .233 . 


注意 , 如 果 把 [a, 0 换 成 其 他 类 型 的 区 间 , 那么 这 个 推论 就 不 成 立 , 因为 把 [w, 吕 
换 成 其 他 类 型 的 区 间 后 , 就 无 法 保证 连续 函数 是 有 界 的 。 例如 , 定义 为 f(zx) := 1/z 
的 函数 请: (0,1) 一 及 是 连续 的 但 不 是 黎 曼 可 积 的 。 然 而， 如 果 我 们 假设 一 个 函数 
既是 连续 的 又 是 有 界 的 , 那么 它 就 是 黎 曼 可 积 的 。 

命题 11.5.3 设 了 是 一 个 有 界 区 间 , 并 且 设 六 :了 工 一 及 是 一 个 连续 且 有 界 的 
函数 ,那么 f 在 I 上 是 黎 曼 可 积 的 。 

证 明 : 如 果 了 是 一 个 单 点 集 或 者 空 集 ， 那 么 结论 是 平凡 的 。 如 果 工 是 一 个 闭 
区 间 , 那么 根据 推论 11.5.2 可 以 得 到 结论 。 于 是 我 们 假设 了 是 形 如 (a, 四、(a,0) 或 
[a,b) 的 区 间 , 其 中 a < b。 

设 M 是 上 的 界 所 以 对 所 有 的 ze 了 工 均 有 -MX f(x) < M。 现 在 设 
0 <e< (5 一 a)/2 是 一 个 很 小 的 数 。 当 上 被 限制 在 区 间 [a 十 e,b 一 引 上 时 , 它 就 是 
连 乡 的 ， 从 而 根据 推论 11.5.2 可 知 , 它 是 黎 曼 可 积 的 。 特别 地 , 我 们 能 够 找到 一 个 
分 段 常 数 函 数 h: [a 十 e,b5 一 引 一 RR 在 [a+e,b 一 e] 上 从 上 方 控制 f, 并 且 有 


| h < | fie 
[ate,b—e] [at+e,b—e] 
定义 有 :I 二 RR 为 
和 | hz) ” 若 z Ee la+e,b 一 a] 
M 若 z Ee I\[a+e,b— el 
hh 显然 是 TT 上 从 上 方 控制 4 的 分 段 常数 函数 。 根 据 定理 11.2.16 可 知 ， 


| 3=emr| nteM <| f+ (2M +1)e 
I [ate,b—e] [at+e,b—e] 


特别 地 _ 
jz<| f+ (2M +1)e 
I [late,b—e] 
类 似 地 ， 有 
| 12| -QM+De 
JI [late,b—e] 
从 而 


| z | < (4M + 2)e 


但 。 是 任意 的 ， 所 以 我 们 可 以 像 定理 11.5.1 的 证 明 中 那样 推导 出 f 是 黎 曼 可 
积 


这 就 给 出 了 一 大 类 黎 曼 可 积 的 函数 , 即 有 界 连续 函数 。 但 我 们 可 以 让 这 类 函数 
稍微 扩充 一 下 , 将 有 界 分 段 连 续 函 数 包含 在 内 。 
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定义 11.5.4 设 了 是 一 个 有 界 区 间 , 并 设 f :了 一 R。 我们 称 f 在 I 上 是 分 段 
连续 的 , 当 且 仅 当 存在 一 个 工 的 划分 P, 使 得 对 于 所 有 的 J e P, flj 都 是 J 上 的 
例 11.5.5 定义 为 


Z2 若 1 <r<2 
F(z):=47 着 z=2 
2Z3 若 2<z 芝 3 
的 函数 下: [1,3] 一 R 在 了 [|],3] 上 不 连续 , 但 它 在 和 ,3] 上 是 分 段 连续 的 〈 因 为 当 羽 
被 限制 在 [1,2)、{2} 或 (2,3] 上 时 , 它 都 是 连续 的 。 并 且 这 三 个 区 间 构 成 [1,3] 的 一 
个 划分 )。 
命题 11.5.6 设 了 是 一 个 有 界 区 间 , 并且 设 f :了 一 及 既是 分 段 连续 的 又 是 
有 界 的 , 那么 f 是 黎 曼 可 积 的 。 
证 明 : 参见 习题 11.5.1。 


一 


习 题 


11.5.1 “证明 命题 11.5.6。( 提 示 : 利用 定理 11.4.1(a) 和 (h)。) 


11.6 单调 函数 的 黎 曼 可 积 性 


除了 分 段 连续 函数 之 外 , 还 有 一 大 类 函数 也 是 黎 曼 可 积 的 , 即 单调 函数 。 对 此 
我 们 给 出 两 个 例子 。 

命题 11.6.1 设 [a,0] 是 一 个 有 界 闭 区 间 , 并 且 设 f : [a,0| 一 R 是 单调 函数 ， 
那么 了 在 [a,9] 上 是 歼 曼 可 积 的 。 

注 11.6.2 根据 习题 9.8.5 可 知 ， 有 些 单调 函数 不 是 分 段 连续 的 , 所 以 这 个 命 
题 无 法 从 命题 11.5.6 中 推出 。 

证 明 : 我 们 可 以 不 失 一 般 性 地 令 f 是 单调 递增 的 (而 非 单调 递减 的 )。 根 据 习 
题 9.8.1 可 知 , f 是 有 界 的 。 现在 设 N > 0 是 一 个 整数 , 并 把 [a,0] 划分 成 N 个 半 
开 区 间 {[e+ ?ja+ 二 (j 十 1)) :0<j<N 一 1} 和 一 个 单 点 集 { 寻 ， 其 中 每 个 
区 间 长 度 都 是 (5 一 a)/N。 根据 命题 11.3.12 可 得 ， 


下 A b—a 
委 人 
此 > ( 人 ) ~ 


j=0 \zE[at jat+ 


11.6 单调 函数 的 黎 曼 可 积 性 .235 . 
( 单 点 集 {0} 显然 只 给 出 一 个 等 于 零 的 项 )。 因 为 f 是 单调 递增 的 , 所 以 我 们 有 
|#< Bs (atthe6+D) = 
/< > et Tn 
类 似 地 ， 有 i 
b—~a.\Vb—a 
| f (at 六 )) 六 
Sk Et 
于 是 
下 二 0 一 aw D 一 a b—a 
| | 3 (ft)) -1 (at)) 亏 
因此 , 根据 杉 套 级 数 ( 引 理 7.2.15) 可 得 ， 
mn b—a b—a b—a 
| js ~ (m)) (ea ~ 0) ) ~ 
bp— 
= (00) — f(0) 
而 N 是 任意 的 ， 所 以 我 们 可 以 像 定 理 11.5.1 的 证 明 中 那样 推导 出 f 是 歼 曼 可 


积 尼 

推论 11.6.3 设 了 是 一 个 有 界 区 间 ， 
的 , 那么 了 在 工 上 是 黎 曼 可 积 尼 
证 明 : 参见 习题 11.6.1。 


我 们 现在 给 出 著名 的 积分 判别 法 ， 它 可 以 月 


E 给 日 


并 且 设 f :了 一 及 既是 单调 的 又 


命题 11.6.4 (积分 判别 法 ) 设 f: [0,+co) 一 RR 是 


它 是 非 负 的 ( 即 对 
且 


仅 当 so Jiom f 是 有 限 的 。 


证 明 : 参见 习题 11.6.3。 


日 来 判定 单调 递减 级 数 的 收敛 性 。 
个 单调 递减 的 函数 , 并 且 


[所 有 的 z > 0, 均 有 f(z) > 0), 那么 级 数 六 f(n) 是 收敛 的 ， 当 
= 


» 可 NT 汪 ey 1 
推论 11.6.5 设 p 是 一 个 实数 , 那么 当 p > 1 时, 级 数 》 是 绝对 收敛 的 ; 
el 


而 当 p<1 时, 它 是 发 散 的 。 
证 明 : 参见 习题 11.6.5。 


习 


利 


11.6.1 


命题 11.6.1 证 明 ] 


住 论 11.6.3。( 提 示 : 修 


题 


改 命题 11.5.3 的 订 


FE 明 。) 
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11.6.2 ”给 出 分 段 单调 函数 的 一 个 合理 的 概念 ， 然 后 证 明 : 所 有 的 有 界 分 段 单调 函数 都 是 黎 
曼 可 积 的 。 
11.6.3 ”证 明 命 题 11.6.4。( 提 示 : pl )、 = f(n) 和 积分 Jo vf 之 间 有 什么 联系 ? ) 
11.6.4 ”举例 说 明 ,， 如 果 没 有 假设 是 单调 北 减 的 ， 那么 积分 判别 法 的 充分 性 和 必要 性 都 不 
成 立 。 
11.6.5 ”利用 命题 11.6.4 证 明 推 论 11.6.5。 


11.7 ” 非 黎 曼 可 积 的 函数 


我 们 已 经 证 明了 存在 一 大 类 有 界 函 数 是 歼 曼 可 积 的 。 遗憾 的 是 , 的 确 存在 一 些 
有 界 函 数 不 是 黎 曼 可 积 
命题 11.7.1 设 请:[0.1 一 R 是 曾 在 例 9.3.21 中 考察 过 的 不 连续 函数 
1 若 zEQ 
和 | 0 若 z&Q 
那么 f 是 有 界 的 , 但 不 是 黎 曼 可 积 的 。 
证 明 : /显然 是 有 界 的 ,所 以 我 们 来 证 明 它 不 是 黎 曼 可 积 的 。 
设 PP 是 [0,1] 的 任意 一 个 划分 , 观察 可 知 , 对 于 任意 的 JeP, 如 果 J 既 不 是 
单 点 集 也 不 是 空 集 , 那么 (根据 命题 5.4.14)， 


sup f(7) = 


EJ 


a 


特别 地 , 我 们 有 
(sy 四 ) = 

(注意 ， 当 7 是 一 个 单 点 集 时 ， 上 式 仍然 成 立 ， 因 为 此 时 等 号 两 端 都 等 于 零 。) 根 
据 定理 11.1.13 可 得 ， 


Uf,P)= >》 |7=|l0,1]|= 


JEP;J#8 
注意 , 空 集 对 上 式 的 总 长 度 没 有 任何 影响 ,特别 地 , 由 命题 11.3.12 可 知 ， a f= 
类 似 地 , 对 所 有 的 J (除了 单 点 集 和 空 集 ) 有 


a = 


L(f,P)= > 0=0 


JeP;JA8 


0 那么 上 黎 曼 积分 和 下 黎 曼 积分 不 相等 , 因此 这 


根据 命题 11.3.12 可 知 , | 
个 函数 不 是 黎 曼 可 积 的 。 


[0,1] 


11.8 ”和 歼 曼 -斯 带 尔 杰 斯 积分 .237 . 


注 11.7.2 正如 你 看 到 的 那样 , 非 黎 曼 可 积 的 函数 只 是 那些 “人 为 地 ”给 定 上 
界 的 函数 。 因 此 , 黎 曼 积分 在 绝 大 多 数 情况 下 都 是 足够 好 的 。 当 然 有 一 些 方法 来 推 
广 和 改进 这 种 积分 。 其 中 一 种 方法 就 是 我 们 将 在 第 19 章 中 定义 的 勒 贝 格 积分 。 而 另 


一 种 方法 则 是 在 下 一 节 中 定义 的 黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 |) fda, 其 中 a:I 一 RR 是 
一 个 单调 递增 的 函数 。 


11.8 ” 黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 


设 了 是 一 个 有 界 区 间 , a :了 工 一 R 是 一 个 单调 递增 的 函数 ,并 且 设 f :I 一 RR 


是 函数 ,那么 存在 黎 曼 积分 的 一 个 推广 ， 即 黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 。 这 种 积分 像 黎 
曼 积分 那样 定义 , 但 其 中 做 一 点 改变 : 不 取 区 间 J 的 长 度 | 媳 , 而 是 取 J 的 oa 长度 
a[ 相 。 其 定义 如 下 : 如 果 7 了 是 一 个 单 点 集 或 者 空 集 , 那么 aJ] := 0。 如 果 7 是 形 如 
[a, gj、(a,0)、(a, 中 或 [a,5) 的 区 间 , 那么 a[J] := al(0b) -a(a)。 注意, 在 a 是 恒 等 函 
数 a(z) := z 这 种 特殊 情形 下 , al[J] 就 等 于 | 四 。 但 对 于 更 一 般 的 单调 函数 a, oa- 长 
度 alJ 不 等 于 ||。 然而 , 只 要 把 |J| 蔡 换 成 a 中 , 我 们 仍然 可 以 完成 上 述 理 论 。 


定义 11.8.1 (a 长 度 ) , 设 了 是 一 个 有 界 区 间 ， 并 且 设 a :XX 一 R 是 定义 在 
某 个 包含 了 的 区 域 X 上 的 函数 。 那 么 我 们 定义 工 的 a- 长 度 al 了 ] 如下: 如 果 工 是 
一 个 单 点 集 或 者 空 集 ， 那 么 我 们 令 a[7] = 0。 如 果 了 是 形 如 [a 加、[a,5)、(a, 中 或 
(wb) 的 区 间 , 其 中 5 > a, 那么 我 们 令 al1] = a(0b) - a(a)。 

例 11.8.2 设 a:R 一 R 是 函数 a(z) := xz?， 那么 al[2,3]] = a(3) - a(2) = 
9 一 4 二 5, 而 a[(-3,-2)] = 一 5。 同时 al{2HH =0 且 al0] =0。 

例 11.8.3 设 a:R 一 RR 是 恒 等 函 数 a(z) := z， 那 么 对 于 所 有 的 有 界 区 间 7 
均 有 al1] = 加。( 为 什么 ?) 于 是 , 长 度 的 概念 是 “a 长 度 ” 这 个 概念 的 一 种 特殊 
情形 。 

我 们 有 时 用 a| ,或 a(z)| 二。 来 代替 al[a, 古 。 

定理 11.1.13 是 黎 曼 积分 理论 的 一 个 关键 定理 ， 该 定理 涉及 了 长 度 和 划分 ， 而 
且 它 还 表明 只 要 卫 是 工 的 一 个 划分 , 就 有 | 才 = |J|。 我 们 现在 对 这 个 结论 稍 做 

JEP 
广 ， 


引 理 11.8.4 设 了 是 一 个 有 界 区 间 , a :X 一 及 是 定义 在 某 个 包含 了 的 区 域 
和 上 的 函数 ,并 且 设 P 是 了 的 一 个 划分 。 那么 我 们 有 
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证 明 : 参见 习题 11.8.1。 

我 们 现在 可 以 给 出 定义 11.2.9 的 一 个 推广 形式 。 

定义 11.8.5( 分 段 常 值 黎 曼 - 斯 带 尔 杰 斯 积分 ) 设 了 工 是 一 个 有 界 区 间 , P 是 
I 的 一 个 划分 ,a : X 一 及 是 定义 在 某 个 包含 了 的 区 域 X 上 的 函数 ， 并 且 设 
f :I 一 R 是 关于 PP 的 分 段 常 数 函 数 。 那 么 我 们 定义 


p.c. 上 fda := >》， calJ 


JEP 
其 中 cj 是 在 上 的 常数 值 。 
例 11.8.6 设 f:[1,3] 一 及 是 函数 
若 z € | [1, 2) 
ro- 若 ze [2,3] 


设 a:R 一 R 是 函数 a(z) := 2z2， 并 且 设 了 是 划分 P := {112),[2,3]}。 那 么 


ze | fda = ct.2al[1, 2)] + cr,aoll2, 3]] 
[P] 


= 4(a(2) — a(1)) +2(a(3) — a(2)) 
二 4x3++2x5 
=;22 


例 11.8.7 设 a:R 一 RR 是 恒 等 函 数 a(z) := zx， 那么 对 于 任意 的 有 界 区 间 
六 了 的 任意 划分 P 以 及 关于 P 的 任意 分 段 常 数 函 数 f， 我们 有 p.c. Je fda = 
p.c. fp f (为 什么 ? )。 


a 11.2.13 中 所 有 的 积分 p.c. pj f 都 蔡 换 成 p.c. Je fda, 就 可 以 得 到 一 

类 似 于 该 命题 的 结论 (习题 11.8.2)。 所 以 ， 对 于 任意 的 分 段 常数 函数 f:I=R 
i a :XX 一 R, 其 中 XX 是 某 个 包含 了 的 区 域 , 我 们 都 可 以 按照 和 前 面 
类 似 的 方式 把 p.c) fda 定义 为 


pe | fda := oo], fda 


其 中 , P 是 了 的 任意 一 个 划分 , 并 且 使 得 f 是 关于 它 的 分 段 常 数 函 数 。 

到 目前 为 止 , 我 们 给 出 的 函数 a : 及 一 及 是 任意 的 。 现在 假设 a 是 单调 递增 
的 , 即 只 要 zx,y e X 满足 vy 之 x, 就 有 a(y) > a(7x)。 这 蕴涵 着 对 X 中 的 每 一 个 区 
间 工 都 有 a(7) > 0 (为什么? )。 据 此 我 们 能 够 容易 证 明 , 当 积 分 p.c. 人 f 被 替换 成 
p.c.] ;fda 并 且 长 度 | 中 被 奉 换 成 w- 长 度 a[ 刀 时 ,定理 11.2.16 中 的 全 部 结论 仍然 
成 立 ， 参 见习 题 11.8.3。 
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所 以 , 只 要 :I 一 R 是 有 界 的 并 且 a 定义 在 某 个 包含 了 的 区 域 上 , 我 们 就 可 
以 把 上 黎 曼 -斯 带 尔 杰 斯 积分 | fda 和 下 黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 fda 分别 定义 为 


| je nf {2.¢ | gda :9 是 定义 在 上 的 分 段 常数 函数 ， 并且 它 从 上 方 控制 中 
村 I 

和 

| Wa {oe gda : 9 是 定义 在 了 上 的 分 段 常数 函数 ， 并且 它 从 下 方 控制 中 


EAN I 
因此 , 如 果 上 和 歼 曼 -斯 带 尔 杰 斯 积分 和 下 歼 曼 -斯 带 尔 杰 斯 积分 相等 , 那么 我 们 称 
在 了 上 关于 a 是 黎 带 尔 杰 斯 可 积 的 ， 此 时 令 


je 
Et 


| fda := | aa 人 | mm 


如 前 所 述 , 当 a 是 恒 等 函 数 a(z) := z 时 , 歼 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 就 等 于 黎 曼 积 
分 , 所 以 黎 曼 - 斯 带 尔 杰 斯 积分 是 黎 曼 积分 的 一 个 推广 ( 稍 后 在 推论 11.10.3 中 , 我 
们 将 对 两 种 积分 做 男 外 的 比较 )。 因 此 我 们 有 时 把 | f 写作 [) fqz 或 [f(x)dzr。 
于 是 , 剩 下 的 绝 大 部 分 (并非 全 部 ) 黎 曼 积分 理论 都 可 以 毫 无 困难 地 推广 到 黎 
曼 - 斯 带 尔 杰 斯 积分 中 去 , 只 需要 把 黎 曼 积 分 蔡 换 成 黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 , 并 把 长 
度 替 换 成 a 长 度 就 可 以 了 。 但 有 些 结论 在 黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 中 是 不 成 立 的 。 当 
a 在 某 些 关键 的 地 方 间断 时 , 定理 11.4.1(g)、 命题 11.5.3 以 及 命题 11.5.6 不 一 定 成 
立 《〈 例 如 ， 如 果 f 和 a 都 在 同一 点 处 间断 ， 那么 [; fda 可 能 没有 定义 )。 但 定理 
11.5.1 依然 成 立 (习题 11.8.4) 。 


一 


习 题 


11.8.1 证 明 引 理 11.8.4。( 提 示 : 修改 定理 11.1.13 的 证 明 。) 

11.8.2 ”叙述 并 证 明 关 于 黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 的 命题 11.2.13 。 

11.8.3 ”叙述 并 证 明 关 于 黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 的 定理 11.2.16 。 

11.8.4 ”叙述 并 证 明 关 于 黎 曼 -斯 带 尔 杰 斯 积分 的 定理 11.5.1。( 提 示 : 证 明 过 程 中 一 定 要 小 
心 , 这 里 的 问题 是 , 在 某 些 涉及 长 度 | 六 | 的 地 方 , |Jx| 应 保持 不 变 ; 而 其 他 涉及 长 度 
| 到 | 的 地 方 , 则 应 该 把 | 天 | 蔡 换 成 a 长 度 alJi]。 基本 上 , 所 有 出 现在 求 和 符号 里 的 
| 天 | 都 应 该 替换 成 a[], 而 其 他 的 | 大 | 都 保持 不 变 。) 

11.8.5 设 sgn :及 一 及 是 符号 函数 


设 f : [1,1] 一 及 是 一 个 连续 函数 。 证明: f 关于 sgn 是 黎 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 可 积 的 ， 
并 


| fasen =2700) 
[=—1,1] 


(提示 : 对 每 一 个 s > 0, 找到 从 上 方 控制 了 和 从 下 方 控制 的 分 段 常 数 函 数 , 使 得 
它们 的 黎 曼 - 斯 带 尔 杰 斯 积分 是 =- 接 近 于 2 了 (0) 的 。) 


11.9 ” 微 积 分 的 两 个 基本 定理 


我 们 现在 已 有 足够 的 工具 把 积分 学 和 微分 学 通过 熟悉 的 微 积分 基本 定理 联系 
起 来 。 事实 上 , 这 样 的 定理 有 两 个 , 其 中 一 个 涉及 积分 的 导数 ,而 男 一 个 则 涉及 导 
数 的 


定理 11.9.1〔 微 积分 第 一 基本 定理 ) 设 a < 都 是 实数 ,f : [a,9] 一 R 是 黎 
曼 可 积 世 函数 ， 并 且 设 PF: [a, ol —R 是 函数 


那么 FF 是 连续 的 。 另 外 ,如果 zo e [w 并 且 了 在 xo 处 连续 , 那么 下 在 zo 处 可 
微 并 且 F(zx0) = f(x0)。 

证 明 : 因为 上 是 黎 曼 可 积 的 , 所 以 它 是 有 界 的 (根据 定义 11.3.4)。 所 以 , 存在 
某 个 实数 M 使 得 对 所 有 的 ze [ww 中 均 有 -MXR f(x)< M。 

现在 设 zx <y 是 [中 中 的 两 个 元 素 , 那么 由 定理 11.4.1(b) 可 知 ， 


上 


根据 定理 11.4.1(e) 可 知 ， 


| je| M=pe| M= MI(y— 2) 
[zx,y] [x,y] [z,y] 


和 


| 1>| -Mpec| —M=—M(y— 2x) 
[x,y] [z,y] [x,y] 


从 而 当 y > zz 时, 有 


IF(y) — F(X)| < M(y— 2) 
过 交换 z 和 y 的 位 置 可 得 , 当 xz >y 时 ,有 


IF(y)— T(x) < M(z —Yy) 
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另外 , 当 二 = 了 时 , 我 们 有 五 (y) - F(z) = 0。 因 此 在 上 述 三 种 情形 下 , 均 有 
IF(y) — F(z)| < MIz —Yyl 
设 (zs 是 [a,9] 中 任意 一 个 收敛 于 x 的 序列 。 于 是 对 任 


现在 设 z e [ww, 中 ， 并 
意 的 n 均 有 


—Mlzn— zr| < F(z) — F(z) < Mrzn—2| 
但 当 n 一 co 时 , 一 Mj|zn 一 z| 和 Ml|zn 一 zx| 都 收敛 于 0。 根 据 夹 逼 定理 可 知 ， 当 
有 一 oo 时 , F(zn) 一 了 (zx) 是 收敛 于 0 的 , 从 而 lim F(z%) = F(z)。 由 于 该 结果 对 
[a, 9 中 所 有 收敛 于 z 的 序列 (z%)%2o 均 成 立 , 所 以 下 在 xz 处 是 连续 的 。 又 因为 x 
是 [ww 由 中 任意 一 个 元 素 , 所 以 F 是 连续 的 。 
现在 假设 zo € [a,0] 并 且 f 在 zo 处 连续 , 任意 选取 一 个 s > 0。 由 连续 性 可 
知 , 我 们 能 找到 一 个 6 > 0 使 得 |f(z) 一 f(zo)| 8 对 区 间 了 := [xo 一 6,zo 二 6] [a,| 
中 的 所 有 元 素 x 均 成 立 ， 即 
f(z0) 一 2e < f(z) < f(zo0) 十 Ee 对 所 有 的 x eT 均 成 并 
现在 我 们 证 明 , 对 所 有 的 ye 都 有 
[IF(y) — F(x0) — f(xo)(y — Xo)| < ely — zol 
在 证 明 这 个 不 等 式 之 后 , 我 们 进一步 利用 命题 10.1.7 就 可 以 推导 出 下 在 zo 处 是 
可 微 的 , 并且 导数 为 F(x0) = f(xo), 这 就 是 我 们 要 证 明 的 结果 。 
现在 固定 ye I, 此 时 存在 三 种 可 能 的 情形 。 如 果 y = zo, 那么 F(y) 一 F(z0) 一 
f(zo)(y 一 Zo0) = 0， 从 而 结论 显然 成 立 。 如果 y > xo， 那 么 


Fly) -Plao) = | 


于 zo,y ET 且 了 是 一 个 连通 集 , 所 以 [zo,y| 是 了 的 子 集 ,因此 ， 
f(z0) 一 e 志 f(x) < f(zo) 十 e 对 所 有 的 xe [zxo,y 均 成 立 


[zo,y] 


~ 


用 而 
deo-ag-zos| f < (lzo+ag 一 oo) 


[zo,y] 
特别 地 
[IF(y) — F(x0) — f(xo)(y — zo)| < ely — zol 

结论 得 证 。y < zo 的 情形 是 类 似 的 , 把 这 部 分 留 给 读者 。 

例 11.9.2 ”回顾 我 们 在 习题 9.8.5 中 构造 的 一 个 单调 函数 上: 及 一 R, 它 
在 每 一 个 有 理 数 点 处 是 间断 的 ， 而 在 其 他 任何 地 方 都 是 连续 的 。 由 命题 11.6.1 可 
知 ， 这 个 单调 函数 在 [0,1] 上 是 黎 曼 可 积 的 。 如 果 我 们 把 下 : [0,1] 一 及 定义 为 
F(z) := Ji0wf， 那么 下 是 一 个 连续 函数 , 并且 它 在 每 一 个 无 理 数 点 处 都 可 微 。 男 
外 , 在 每 一 个 有 理 数 点 处 都 不 可 微 , 参见 习题 11.9.1。 


通俗 地 说 ， 微 积分 第 一 基本 定理 断定 了 在 给 定 关 于 /的 菜 些 特定 假设 前 提 


(7) m= 


粗略 地 说 ,这 意味 着 积分 的 导数 变 回 了 原来 的 函数 。 现 在 我 们 证 明 反 过 来 的 命题 ， 
即 导数 的 积分 变 回 了 原来 的 函数 。 
定义 11.9.3( 原 函数 ) 设 了 是 一 个 有 界 区 间 , 并 且 设 f :IT 一 RR 是 一 个 函数 。 
如 果 函 数 焉 :了 T 一 及 在 7 上 可 微 , 并 且 对 所 有 的 ze 了 T 均 及 (zx) = f(z), 那么 我 
们 称 FF 是 f 的 原 函 数 。 
定理 11.9.4《〈 微 积分 第 二 基本 定理 ) 设 a < 是 实数 , 并 且 设 上 [w 中 一 及 
是 一 个 黎 曼 可 积 的 函数 。 如 果 焉 :[w 引 一 玉 是 的 原 函 数 ,那么 


| = -ro 
[ao 


证 明 : 我 们 将 使 用 黎 曼 和 。 思 路 是 证 明 对 于 [w, 刀 的 每 一 个 划分 P, 都 有 
U(f,P) > 7F(0)— F(a) > L(f,P) 
左 侧 的 不 等 式 断 定 了 (5) 一 F(a) 是 {U(f,P) :P 是 [a,9] 的 划分 } 的 一 个 下 界 ; 而 
右 侧 的 不 等 式 则 断定 了 (5D) 一 了 F(a) 是 {L(f,P) :P 是 [a,0] 的 划分 } 的 一 个 上 界 。 
根据 命题 11.3.12 可 知 , 这 表明 
| 1>FO-PO>| 1 
[o 二 [ab 
又 因为 假设 /是 黎 曼 可 积 的 ,所 以 上 黎 曼 积分 和 下 黎 曼 积分 都 等 于 [1 户 因此 
得 到 了 要 证 明 的 结论 。 
我 们 要 证 明 U(f,P) > f(b) -F(a) > L(f,P)。 我 们 只 证 明 第 一 个 不 等 式 
U(f,P) > f(b) 一 了 F(a), 男 一 个 不 等 式 的 证 明 与 之 类 似 。 
设 PP 是 [a, 中 的 一 个 划分 , 根据 引 理 11.8.4 可 得 


F(O)-— Fa)= > FN= > FI 


JeP JEP;JA8 
而 根据 定义 , 我 们 有 


站 


U(f,P)= > supf(z)|J 


JeP:JZC ZE 


因此 ， 只 需要 证 明 对 所 有 的 J e P (除了 空 集 ), 都 有 
五 [由 科 sup f(z)|| 
XEJ 


即 可 。 


当 .7 是 


单 点 集 时 ， 结 论 显 然 成 立 ， 因 为 上 式 两 端 都 等 于 零 。 现 在 假设 7 = 
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[cg、 (cqg、 [ca) 或 (cd， 其 中 c < d。 于 是 上 式 左 端 等 于 忆 梓 = F(qd) - Fo， 
而 根据 中 值 定 理 可 知 ， 存 在 某 个 e € J 使 得 F(d) - F(e) = (4d 一 c)F'(e)。 又 因为 
FE'(e) = f(e), 所 以 


FIN]=(d— of(e)= fe < sup f(y 

这 就 是 要 证 明 的 结果 。 
当然 ， 正如 你 所 察觉 到 的 那样 ， 只 要 能 找到 被 积 函 数 f 的 一 个 原 函 数 ， 你 就 
可 以 利用 微 积分 第 二 基本 定理 去 相对 容易 地 计算 积分 。 注意 , 微 积分 第 一 基本 定理 
保证 了 每 一 个 黎 曼 可 积 的 连续 函数 都 有 一 个 原 函 数 。 关 于 不 连续 的 函数 ， 情 况 就 
变 得 更 加 复杂 。 这 是 研究 生 层 次 的 实 分 析 课 题 ， 我 们 在 此 不 对 它 进 行 讨 论 。 另 外 ， 
并 不 是 所 有 存在 原 函 数 的 函数 都 是 黎 曼 可 积 的 。 比 如 ， 考 虑 具有 如 下 定义 的 函数 
FP:[-1,1 一 R: 当 z 关 0 时 了 F(z) := xz?2sin(1/23); 当 z=0 时 ，F(0) :=0。 由 于 书 
在 任何 地 方 都 可 微 , (为 什么 ? ) 所 以 玉 有 原 函 数 ; 但 F' 是 无 界 的 , (为 什么 ?) 从 
而 F" 不 是 黎 曼 可 积 的 。 

现在 我 们 停 下 来 ,并 给 出 原 函 数 中 令 人 厌恶 的 、 含糊 其 辞 的 “+C” 叙 述 。 

引 理 11.9.5 设 了 是 一 个 有 界 区间 , f :I 一 R 是 一 个 函数 , 并 日 设 F:I 一 RBR 
和 G :I 一 R 是 了 的 两 个 原 函 数 。 那么 存在 一 个 实数 C, 使 得 对 所 有 的 ze 了 上 均 
有 F(x) = G(x)+0。 

证 阴 : 参见 习题 11.9.2。 


习 题 


11.9.1 设 了 :|[0,1] 一 R 是 习题 9.8.5 中 的 函数 , 证 明 : 对 于 任意 的 有 理 数 ve Qn [0,1]， 
定义 为 F(z) := 0 f(y)dy 的 函数 已 :00 了 一 玉 在 9 处 不 可 微 。 

11.9.2 ”证 明 引 理 11.9.5。[ 提 示 : 对 函数 一 G 使 用 中 值 定 理 ， 即 推论 10.2.9。 你 也 可 以 利 

微 积分 第 二 基本 定理 来 证 明 该 引 理 , (如 何 证 明 ? ) 但 你 必须 小 心 些 , 因为 我 们 没有 
假设 f 是 黎 曼 可 积 的 。] 

11.9.3” 设 a <5b 是 实数 ，f : [ai 一 R 是 单调 递增 的 函数 ， 所 : [a,0] 一 R 是 函数 
F(z) := joaf’ 且 设 zo 是 [a,9] 中 的 元 素 。 证 明 : F 在 zo 处 可 微 , 当 且 仅 当 f 
在 zo 处 连续 。( 提 示 : 在 充分 性 和 必要 性 中 ,其 中 有 一 个 可 以 使 用 一 个 微 积 分 基本 
定理 来 证 ; 对 于 另 一 个 , 考虑 f 的 左 极限 和 右 极 限 ,并 使 用 反 证 法 。) 


11.10 ”基本 定理 的 推论 


我 们 现在 可 以 给 出 微 积 分 基本 定理 的 一 些 有 用 推论 (除了 当知 道 原 函 数 时 我 


们 可 以 计算 积分 这 一 明显 的 应 用 外 )， 第 一 个 应 用 是 我 们 所 熟悉 的 分 部 积分 法 。 
命题 11.10.1 (分 部 积分 法 ) 设 了 = [ww 中 设 下 :[w 中 一 RR 和 G:wg 一 及 
都 是 [ww 如 上 的 可 微 函数 , 并 且 Fr 和 G' 在 TT 上 都 是 黎 曼 可 积 的 。 那么 我 们 有 


| FG' = FUDG(U — F(a)G(a) — | FG 
[ao [a,0] 


证 明 : 参见 习题 11.10.1。 
接 下 来 我 们 证 明 在 某 些 特定 的 条 件 下 , 我 们 可 以 把 一 个 歼 曼 -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 
写成 黎 曼 积分 。 我们 从 分 段 常 数 函 数 开 始 。 


定理 11.10.2 设 a:[a,0| 一 R 是 一 个 在 [ww 上 单调 递增 的 可 微 函 数 ， 并 上 且 
ww 是 黎 曼 可 积 的 ， 设 1: [日 有 是 [w, 引 上 的 分 段 常数 函数 。 那 么 Ja 在 [a 可 
上 黎 曼 可 积 , 并 且 
| da = | ja 
La [oa 


证 明 : 由 f 是 分 段 常 数 函 数 可 知 ，f 是 黎 曼 可 积 的 。 又 因为 w 也 是 黎 曼 可 积 
的 ,所 以 根据 定理 11.4.5 可 知 ，fa’ 是 黎 曼 可 积 的 。 
假设 f 是 关于 [ao 中 的 某 个 划分 卫 的 分 段 常 数 函 数 , 那么 不 失 一 般 性 地 , 我 们 
可 以 假定 P 不 包含 空 集 。 于 是 我 们 有 
da = p.c. da = J 
| ,saane | fda Teal 


JEP 


其 中 , cj 是 f 在 J 上 的 常数 值 。 另外 由 定理 11.2.16(h),( 把 它 推广 到 任意 长 度 的 
划分 上 , 为 什么 这 种 推广 可 以 成 立 ? ) 可 得 ， 
fa’ = | ja = l cJQ = “| eo¥# 
ne | 
而 根据 微 积分 第 三 基本 定理 (定理 11.9.4) 可 得 , | ,a = al[J 四 , 结论 得 证 。 
推论 11.10.3 设 a:[a,0] 一 R 是 一 个 在 [ww 四 上 单调 递增 的 可 微 函 数 ， 并 且 
a 是 黎 曼 可 积 的 , 设 f : [w 引 一 及 是 [ww 中 上 关于 a 和 歼 曼 -斯 带 尔 杰 斯 可 积 的 函 
数 。 那么 je' 在 [wb 上 是 黎 曼 可 积 的 ,并且 


| jda = | fa 
[ao a,b] 


证 明 : 注意 , 因为 上 和 a 都 是 有 界 的 , 所 以 fa' 也 一 定 是 有 界 的 。 男 外 ，1 
于 a 既 单 调 递 增 又 可 微 , 因此 a 是 非 负 的 。 

设 = > 0， 那 么 我 们 能 够 找到 一 个 在 [w, 中 上 从 上 方 控制 的 分 段 常数 函数 了 
和 一 个 在 [a,] 上 从 下 方 控制 了 的 分 段 常 数 函 数 f， 它们 使 得 
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根 


| /ae-es| jaa< | 7aas | jda 上 += 
[co] [ao [a,0] [co] 
据 定 理 11.10.2 可 得 ， 


| Jaa-ss| to <| Ta <| fda+t+e 
[ao [a,0] a [ao 


ta 


因 


由 


le 


类 似 地 ， 有 


为 a’ 是非 负 的 并 且 f 从 下 方 控 制 f, 所 以 far 从 下 方 控制 fa 。 于 是 ji < 


fa (为 什么 ? ) 。 因 此 


| ja < | jda 十 < 
[oa 局 [oa 
于 对 任意 的 s > 0, 这 些 不 等 式 都 成 立 , 所 以 一 定 


| fda < | fa’ < | fa < | fda 
[ed] J [可 [aa 


据 此 可 得 出 结论 。 

注 11.10.4 通俗 地 说 , 推论 11.10.3 断定 了 当 a 可 微 时 , fda 与 f 乱 dz 在 本 
质 上 是 等 价 的 。 但 黎 曼 -斯 带 尔 杰 斯 积分 的 优点 在 于 ， 当 a 不 可 微 时 , 积分 也 是 有 
意义 的 。 


站 


是 
包 


对 


9 1(J) 是 连通 的 ,，( 为 什么 ? ) 从 而 它 是 一 个 区 间 。 此 外 ,cy 还 是 fo98 在 


上 


现在 我 们 来 建立 熟知 的 变量 替换 公式 ， 首 先 我 们 需要 一 个 预备 引 理 。 


引 理 11.10.5〔( 变 量 替换 公式 I) 设 [wj 是 一 个 闭 区 间 ， 并 且 设 % : [a， 
[6(a), 9(0)] 是 一 个 单调 递增 的 连续 函数 , 设 f: [6$(a),9(0)] 一 R 是 [9(a),9(b)] J 


段 常 数 函 数 。 那 么 fod :Ia 一 及 是 [ww 上 的 分 段 常 数 函 数 ， 并 且 


| (ag) J 上 [6(o),4O] 


g 一 


上 的 


证 明 : 我 们 给 出 证 明 的 框架 ,其 中 的 细节 留 到 习题 11.10.2 中 补充 完整 。 设 了 
[8(a), 9(0)] 的 一 个 划分 ,3 了 是 关于 P 的 分 段 常数 函数 。 不妨 假 设 PP 不 


含 空 集 , 对 于 每 一 个 JeP, 令 cy 表示 了 在 .上 的 常数 值 。 于 是 


f= 》 cl] 
上 2, 


JE 了 


于 任意 的 区 间 J， 设 1(J) 表示 集合 071(J]) := {zeloa:o%z)es 个 。 那 么 


"(7) 


的 常数 值 。( 为 什么 ? ) 于 是 如 果 我 们 定义 Q := {0-71(J]) : J e P} (忽略 Q 已 经 


月 来 表示 有 理 数 集 ), 那么 Q 是 [w 中 的 一 个 划分 (为 什么 ? ), 并 且 fo9 是 关于 
Q 的 分 段 常数 函数 。( 为 什么 ? ) 因此 


| ,fon = a | 


[Q JEP 

而 go-1(J)] = |J1, (为 什么 ? ) 结论 得 证 。 

命题 11.10.6( 变 量 蔡 换 公 式 I) 设 [a, 中 是 一 个 闭 区 间 , 并 且 设 $: [a,9 一 
人 ee 数 ,， 设 f: [6(a), 6B(D)] ¢ 


| 1o000= | / 
[oo] [$(a),9(2)] 


证 明 : 就 像 由 定理 11.10.2 推导 出 推论 11.10.3 那样 , 本 结论 可 以 按照 类 似 的 方 
法 从 引 理 11.10.5 中 推出 。 首 先 注 意 ,因为 f 是 黎 曼 可 积 的 ， 所 以 它 是 有 界 的 ， 从 
而 fo 也 一 定 是 有 界 的 。( 为 什么 ? ) 

设 s > 0， 那么 我 们 能 找到 一 个 在 [6(a),6(b)] 上 从 上 方 控制 f 的 分 段 常数 函 
数 和 一 个 在 [p(a), 6$(b)] 上 从 下 方 控制 4 的 分 段 常数 函数 f， 它们 使 得 


村 
的 ， 并 


二 


:<| f< 


| 1-e<| <| 
[$(a),$(0)] [$(a),9(0)] [$(a),9(2) [$(a),8(0)] 


根据 引 理 11.10.5 可 得 ， 


| 1-e<| Jo 0dqy < | 7eoaos | f+i+e 
[$(a),9(5)] [a,d0] [a,0] [$(a),9(0)] 


因为 fo 是 从 下 方 控制 fo9 的 分 段 常 数 函 数 , 所 以 


类 似 地 ， 有 


因此 


| 1-e<| fo0d6< | 1o0u6< | f+e 
[$(a),9(2)] [a,b] [a [$(a),9(5)] 


又 因为 > 0 是 任意 的 , 所 以 上 式 蕴涵 着 


| | 1oyabs | 1ooags | f 
[G(0),6(0)] ”Ja [ed] (ab 


1 的 推论 .247 ， 
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把 这 个 公式 与 


公式 。 


11.10.1 


11.10.2 
11.10.3 


11.10.4 


题 11.10.7 (变量 


住 论 11.10.3 结合 有 


E 一 起 ， 我 们 马上 就 能 得 到 


如 果 把 命题 11.10.7 


证 明 命 题 11.10.1。[ 提 示 : 首先 利用 
是 黎 曼 可 积 的 。 然 后 再 人 
把 引 理 11.10.5 的 证 明 
设 a <5b 是 实数, ff: 
义 为 g(x) := F(-z)。 证 明 : 9 


样 ? ( 当 9 既 不 单调 递增 也 不 


My, 


题 


E 论 11.5.2 和 定理 11.4.5 证 
定理 10.1.13(d))。] 

F 么 ? ) 的 细节 补充 完整 。 

曼 可 积 的 函数 ,并 且 设 9 : [一 六 一 a] 一 R 被 定 
可 积 的 , 并且 Js aa9 三 人 ia 大 
换 成 单调 递减 的 %， 那 么 该 命题 将 变 成 什么 


下 面 这 个 熟悉 的 


设 [a,4] 是 一 个 闭 区 间 ,， 9 : [ww 一 
个 单调 递增 的 可 微 函 数 ， 而 且 使 得 w 是 黎 曼 可 积 的 。 设 f : [%(a)， 
{的 函数 ， 那么 (fo09)9' :[a,0| 一 RR 有 


FT 


[a, 0d] 


明 FG 和 FG 都 
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12.1 定义 和 例子 


在 定义 6.1.5 中 , 我 们 定义 了 实数 序列 (zjse_， 收敛 于 某 个 实 


际 上 , 这 意味 着 对 于 任意 的 。 > 0， 存在 一 个 N > m 使 得 |z 一 za| <。 对 所 有 的 


n 之 NN 均 成 立 。 此 时 , 我 们 记 lim zn = z。 


从 直观 上 看 ， 当 序列 (zx%)2%2,, 收敛 于 某 个 极限 x 时 ， 就 意味 着 序列 中 的 元 


素 zj, 最终 将 以 某 种 方式 无 限 地 趋 近 z。 对 这 一 点 更 精确 的 表述 方法 是 ,引入 关于 


两 个 实数 z、y 的 距离 函数 d(x,y) := |zx 一 y| (例如 ，d(3,5) = 2 
d(3,3) = 0)。 于 是 , 我 们 有 : 


，d(5,3) 二 2 和 


引 理 12.1.1 设 (zx%)%,, 是 一 个 实数 序列 , 并 且 设 xz 是 一 个 实数 ,那么 (x)%2_,， 


收敛 于 x 当 且 仅 当 im QZn 7) = (Ns 


证 明 : 参见 习题 12.1.1。 


现在 , 我 们 来 推广 “收敛 ”的 概念 。 这 样 我 们 不 仅 能 够 对 实数 序列 取 极 限 , 还 可 
以 对 复数 序列 、 向 量 序列 、 矩阵 序列 、 函 数 序 列 其 至 序列 的 序列 取 极 限 。 一 种 可 行 
的 方法 是 , 每 当 处 理 一 种 新 的 对 象 时 , 我 们 可 以 重新 定义 一 次 收敛 的 概念 。 但 不 难 
想到 , 这 种 做 法 会 让 人 很 快感 到 枯燥 乏味 。 一 种 更 加 高 效 的 方法 是 , 抽象 地 定义 一 


种 更 一 般 化 的 空间 一 一 它 包 含 了 像 实数 空间 、 复 数 空间 以 及 向 量 名 


E 间 等 标准 空间 ， 


并 对 所 有 这 些 空间 一 次 性 地 定义 收敛 的 概念 。( 空 间 是 指 由 某 种 特 
体 所 构成 的 集合 ， 比 如 , 全 体 实数 的 空间 、 全体 3 x 3 和 矩阵 的 空间 
来 说 , 空间 和 集合 之 间 没 有 太 大 的 区 别 , 但 与 随机 的 集合 相 比 , 空 


定 类 型 的 对 象 全 
间 会 包含 更 多 的 


结构 。 例 如 ， 实 数 空间 包含 了 像 加 法 、 乘 法 这 样 的 运算 ,但 普通 的 集合 就 没有 这 些 


运算 。) 


实际 上 , 存在 两 种 非常 有 用 的 空间 。 第 一 种 是 我 们 将 要 研究 的 度量 空间 ; 而 另 
一 种 是 更 一 般 的 拓扑 空间 , 虽然 拓扑 空间 非常 重要 , 但 我 们 只 在 13.5 节 中 对 它 进 


行 简单 的 介绍 。 
粗略 地 说 , 度量 空间 就 是 任意 一 个 包含 了 距离 d(x,y) 的 空间 
离 还 应 当 满 足 某 些 合理 的 性 质 。 更 准确 地 说 , 我 们 有 : 
定义 12.1.2 (度量 空间 ) 度量 空间 (X,q) 是 一 个 空间 X (X 


X,， 并 且 这 个 距 


中 的 元 素 被 称 作 
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点 ), 而 且 X 还 包含 了 一 人 d: XxX 一 [0,+co), 它 把 和 中 的 
每 对 点 (z,y) 对 应 到 一 个 非 负 实数 d(x,y) > 0 上 。 此 外 , 这 个 度量 还 必须 满足 下 面 
四 个 公理 : 
(a) 对 任意 的 ze XX, 我 们 有 d(z,z) = 0。 
(b) ( 正 性 ) 对 任意 两 个 不 同 的 zx,y e X, 我 们 有 d(x,y) > 0。 
(c) (对称 性 ) 对 任意 的 x,y e XX, 我 们 有 d(x,y) = d(y, z)。 
(d) (三 角 不 等 式 ) 对 任意 的 z,y,z € X, 我 们 有 d(x,z) < d(x,y) + d(y,2)。 
在 很 多 情况 下 , 我 们 能 清楚 地 知道 度量 d 是 什么 ,从 而 可 以 把 (X,q) 简写 成 X。 
注 12.1.3 上 面 的 条 件 (a) 和 (b) 可 以 写成 如 下 形式 : 对 任意 的 xz,y € 和 ,我 
们 有 d(z,y) =0 当 且 仅 当 xz = y。( 这 种 说 法 为 什么 等 价 于 (a) 和 (b)? ) 
例 12.1.4〈 实 直线 ) 设 R 是 实数 集 , 并 设 4 : 及 x 及 一 [0,+co) 是 前 面 所 说 
的 度量 d(x,y) := |z 一 yl, 那么 (R,d) 就 是 一 个 度量 空间 (习题 12.1.2)。 我 们 把 a 
称 作 及 上 的 标准 度量 。 如 果 没 有 特殊 说 明 ， 只 要 提 到 度量 空间 R, 我 们 指 的 就 是 
标准 度量 d。 


例 12.1.5〈 导 出 的 度量 空间 ) 设 (X, dg) 是 任意 一 个 度量 空间 , Y 是 X 的 一 
子 集 。 那么, 我 们 可 以 把 度量 函数 dg:X xxX 一 [0, 十 oo0) 限制 到 X x X 的 子 集 
Y xY 上 ,从 而 构造 出 一 个 限制 在 YY 上 的 度量 函数 dyxy :Y xY 一 [0, 二 00), 它 
被 称 作 由 X 上 的 度量 dg 导出 的 YY 上 的 度量 。 序 对 (Y, djlyxy) 是 一 个 度量 空间 ( 习 
题 12.1.4), 被 称 作 由 站 导出 的 (X, qd) 的 子 空间 。 壁 如 在 上 面 这 个 例子 中 , 对 于 任 
意 一 个 实数 子 集 (比如 整数 集 Z 或 区 间 [a,9] 等 ), 实 直 线 上 的 度量 都 能 导出 该 
集 上 的 一 个 度量 空间 结构 。 

例 12.1.6( 欧 几 里 得 空间 )〉 设 n>z1 是 一 个 自然 数 , 并 设 R" 是 n 元 有 序 实 
数组 空间 : 


二 {(z1, T2,* ny) :TCT1, ;Tn € R} 
我 们 定义 欧 几 里 得 度量 (也 称 12 度量 ) do : R* x R" 一 RR 为 : 


Ge2((ZD Tn), (Ya Ym) := VT1 1) + (Ln — Yin)? 


-人 


=1 
那么 , 例如 当 n=2 时 , 有 diz((1,6),(4,2)) = V32 十 旦 一 5。 这 个 度量 就 等 于 由 毕 
达 哥 拉 其 有 定理 给 出 的 两 点 (Z1)Z2 , 世间 和 (1,V2 , Yn) 之 间 的 几何 距离 。 (我 
们 还 要 注意 , 尽管 几何 的 确 给 出 一 些 非常 重要 的 度量 空间 实例 , 但 仍 有 可 能 存在 一 
些 几 何 特征 不 明显 的 度量 空间 。 下 面 就 给 出 一 些 这 样 的 例子 。) 证 明 (R”,q) 确实 

是 一 个 度量 空间 , 这 可 以 从 儿 何 上 看 出 (例如 , 三 角 不 等 式 断 言 了 在 三 角形 中 , 任 


12.1 定义 和 例子 .253. 


意 一 条 边 的 长 度 总 是 小 于 或 等 于 另外 两 条 边 的 长 度 之 和 ), 也 可 以 利用 代数 方法 证 
明 (参见 习题 12.1.6)。 我们 称 (R", diz) 是 一 个 mn 维 欧 几 里 得 空间 。 继 续 采 用 例 
12.1.4 的 说 法 ,在 没有 特殊 说 明 的 前 提 下 ， 只 要 提 到 度量 空间 R*, 我 们 指 的 就 是 
欧 几 里 得 度量 。 
例 12.1.7 (出 租车 度量 ) 同样 , 设 n> 1, 并 且 R?" 仍 像 上 一 例 中 那样 定义 。 
现在 我 们 使 用 另 一 个 不 同 的 度量 ws ， 即 出 租车 度量 (或 11 度量 ), 其 定义 为 : 


qia((Z1,Z2，， ,Tn), (V1, Yy2, i , Yn)) 二 |z1 Yi| ee [zn yn| 
n 
= i 


所 以 例如 , 当 n=2 时 , 有 dn((1,6),(4,2)) = 9 7。 这 个 度量 之 所 以 被 称 为 出 
租车 度量 ,是 因为 倘若 出 租车 只 能 沿 着 坐标 方向 ( 北 、 南 、 东 、 西 ) 行驶 而 不 能 走 
对 角 线 , 那么 出 租车 从 一 点 驶 向 另 一 点 所 经 过 的 距离 就 是 dn 。 由 此 可 知 ， 这 个 度 
量 总 是 至 少 与 欧 几 里 得 度量 一 样 大 , 其 中 欧 几 里 得 度量 测量 的 是 “直线 ” 距离。 我 
们 可 以 断言 空间 (R”, dn) 也 是 一 个 度量 空间 (习题 12.1.7) 。 虽 然 这 些 度量 并 不 完 
全 相同 , 但 对 所 有 的 z、y 均 有 下 列 不 等 式 成 立 (参见 习题 12.1.8): 
di2 (2,Y) < du(z,Yy) < Vndr(z,y) (12.1) 

注 12.1.8 ”出 租车 度量 可 以 在 很 多 领域 发 挥 作用 ， 比 如 在 纠 错 码 理论 中 。1 
n 个 二 进 制 数 组 成 的 一 个 数 串 可 以 看 作 R” 中 的 一 个 元 素 , 比如 二 进 制 数 串 10010 
可 以 看 作 Rs 中 的 点 (1,0,0,1,0)。 所以, 两 个 二 进 制 数 串 之 间 的 出 租车 距离 就 等 于 
这 两 个 数 串 中 不 相同 的 比特 个 数 ， 例 如 dn (10010,10101) = 3。 纠 错 码 的 目标 是 把 
每 条 信息 (例如 ， 一 个 字母 ) 都 编码 成 一 个 二 进 制 数 串 ， 并 使 得 各 个 二 进 制 数 串 彼 
此 之 间 的 出 租车 距离 尽 可 能 地 远 。 这 样 就 大 大 降低 了 由 于 二 进 制 数 串 的 改变 而 造 
成 的 误 传 机 率 , 而 二 进 制 数 串 发 生 改 变 又 是 由 随机 干扰 导致 的 。 同 时 , 这 也 使 能 够 
发 现 这 种 误 传 并 予以 改正 的 概率 达到 最 大 。 

例 12.1.9 (上 确 界 范 数 度量 ) 仍 设 n>1, 且 R" 的 定义 如 前 文 所 述 。 现在 我 
们 使 用 一 个 全 新 的 度量 w< ， 即 上 确 界 范 数 度量 (或 者 1ee 度量 ), 其 定义 为 : 

Qi ((Z1, 72， 人 ;六 (1 V2， Ee , Yn)) :一 sup{|z; 一 yil 1 n} 

例如 , 若 n= 2， 则 有 dix((1,6), (4,2)) = sup(3,4) = 4。 空间 (R",dix) 也 是 一 个 
度量 空间 (习题 12.1.9)。1™% 度量 与 /2 度量 之 间 的 关系 可 以 用 下 面 这 个 不 等 式 来 表 
述 : 对 所 有 的 z、y 均 有 (参见 习题 12.1.10): 


1 
J (x,Yy) < di (x,Y) < di2 (2,Yy) (12.2) 
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注 12.1.10 
[1， 十 co 汪 


限 集 )， 


时 ，duise(z;,g) := 1。 那 么 按照 这 个 度量 
室 间 (习题 12.1.11) 。 因 此 ， 每 个 集合 X 


例 12.1.12 〈 测 地 距离 ) (〈 非 正式 的 ) 设 X 是 球面 
1}, 并 设 d( (x, Yy, 为) (7,, Y, z)) 是 从 点 (X,Yy, 2) 沿 球 面 
的 一 段 弧 。 在 这 里 我 人 


人 度量 


线 长 度 (这 条 曲线 实际 上 是 大 区 


将 会 用 到 多 元 微 积分 的 知识 , 而 这 些 知识 超过 了 本 书 的 范围 
明 (不 使 用 任何 关于 球面 的 几何 知 


量 空间 。 读者 应 该 不 难 证 
可 以 直接 推导 出 三 角 不 等 式 。 


1、12 和 1% 度量 都 是 更 
但 本 书 不 讨论 这 些 更 一 般 的 度量 。 
例 12.1.11《〈 离 散 度量 ) 设 X 是 任意 


例 12.1.13 (最 短路 径 ) 


是 。 例 如 , X 可 以 是 
z 传输 数据 到 计算 机 y 所 需 


时 连接 到 计算 机 z 上 时 ， 那么 d(x,y) = 2。 假如 互联 网 中 的 所 有 ? 
连接 到 其 他 所 有 计算 机 上 《从 而 d(x,y) 总 


间 。( 为 什么 ? ) 像 “六 度 分 离 ” 这 样 
的 空 


当前 连接 互联 网 的 所 有 计算 机 组 成 的 集合 


间 是 什么 ? 度量 是 什么 ? ) 又 或 者 , X 可 以 是 一 


般 的 IP 度量 的 特殊 情形 


是 有 限 的 )， 则 (X,q) 就 是 一 个 度量 空 
的 游戏 也 是 发 生 在 类 似 的 度量 空间 中 。( 这 里 


其 中 pe 


一 个 集合 (可 以 是 有 限 集 , 也 可 以 是 无 
) 给 出 离散 度量 Wasa 的 如 下 定义 : 当 工 二 ed 时 ， = 0; 当 z 


上 者 至 少 有 个 度量 。 


{(7x,y,2) ER5:z2H2 十 z2 = 

X 到 点 (zy ,2) 的 最 短 曲 

] 不 对 它 进行 证 明 , 因为 证 明 

)。 这 让 X 成 为 一 个 度 

识 ) 根据 这 个 定义 几乎 

( 非 正式 的 ) 在 现实 生活 中 , 度量 空间 的 例子 比比 丝 

， d(xz,y) 是 从 计算 机 

连接 的 最 小 个 数 。 比 如 ， 当 x 和 y 不 直接 相连 而 是 同 
十 算 机 最 终 都 能 


个 大 城市 , 而 d(x,y) 表示 轰 


从 z 到 y 需要 花费 的 最 短 时 间 。( 尽 管 这 个 空间 在 现实 中 可 能 并 不 满足 公理 (c )D 


三 


量 空间 , 并 设 (zt))se ， 是 X 中 的 点 列 〈 也 就 是 说 ， 对 


既然 有 了 度量 空间 , 那么 我 们 就 可 以 在 这 些 空间 上 定义 收敛 的 概念 。 
定义 12.1.14〈 度 量 空间 中 序列 的 收敛 ) 设 m 是 一 个 整数 ，(X， 


四 是 一 个 度 
于 任意 的 自然 数 n>m, 我 


们 假设 zx”) 是 X 中 的 元 素 )。 2 中 的 一 个 点 。 我 们 称 (x m 依 度量 a 


收敛 于 zx， 当 且 仪 当 极限 lim d(z(" 
d 收敛 于 z,， 当 且 仅 当 对 于 但 


下 , 我们 通常 只 说 “(z())22 .mw 
有 时 我 们 也 把 这 个 i 


有 的 nN 均 成 立 。( 这 两 个 定义 为 什么 是 

注 12.1.15 根据 引 理 12.1.1 可 知 , 这 个 定义 
念 。 在 很 多 情况 下 , 我 们 能 清楚 地 知道 度量 
收敛 于 z”, 而 不 是 “(zt))se_ ， 依 度量 a 收敛 于 z”。 
过 程 记 作 “ 当 n 一 co 时 ， 


),z) 存在 
F 意 的 s > 0, 存在 


且 等 于 0。 换言之 , (zx( 


一 个 NN > m 使 得 d(x 
等 价 的 ? ) 


"jo 依 度量 
(mx) 8 对 所 


时 d 是 什么 。 


E 广 了 已 有 的 实数 序列 收敛 的 概 
因此 , 在 不 引起 混淆 的 前 提 


XW > r”o 


注 12.1.16 上述 定义 中 的 上 标 n 没有 特殊 的 含义 ， 它 仅仅 只 是 一 个 虚拟 变 


三 
里 


,例如 “ 称 (z(D)se 收敛 于 z” 与“ 称 (x9 


) 守 , 收敛 于 z” 意 思 相同 。 为 了 方 
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便 , 我 们 有 时 会 更 改 上 标 。 比 如 ， 当 变量 E 其 


旧作 已 经 用 妊 
他 的 记号 来 表示 。 类 似 地 , 序列 z69 也 不 一 定 必须 用 上 标 “ 
同样 适用 于 序列 zw 或 函数 f(n)。 实 际 上 ， 这 个 定义 适用 于 人 
中 取 值 的 表达 式 。 最 后 , 根据 习题 6.1.3 和 习题 6.1.4 可 知 , 序列 的 起 
限 是 无 关 紧 要 的 。 如 果 (z 中 9)%; 收敛 于 xz， 那么 对 于 任意 的 my > 


也 收敛 于 z。 
例 12.1.17 


考察 具有 标准 欧 几 


里 得 度量 dz 的 欧 几 里 得 


地 方 时 ， 上 标 就 会 


空间 及 2。 设 (zto)) 


改 用 其 


(n)” 来 表示 。 上 述 定义 
E 何 依赖 于 n 


日 在 
点 m 对 于 取 极 


n=m’ 


oo 
区 三 水 


是 R? 中 的 序列 zt := (1/n,1/n)。 也 就 是 说 ,我们 要 考察 的 序列 是 (1,1), (1/2,1/2)， 
(1/3,1/3),…。 那 么 , 这 个 序列 依 欧 几 里 得 度量 da 收敛 于 (0,0), 这 是 因为 
lim diz(x,(0,0)) = lim i 
Nn—00 n>00 Nn Nn no0 nn 
又 因为 
B00) = ln + 
所 以 序列 (zw))se_; 也 依 出 租车 度量 da 收敛 于 (0,0)。 类 似 地 , 这 个 序列 还 依 上古 
界 范 数 度量 de 收敛 于 (0,0)。( 为 什么 ? ) 但 是 ， 由 于 
im daise(2™),(0,0)) = lim 1=1#0 

所 以 , 依 离散 度量 duise, 序列 (zx)2%2_ i 不 收敛 于 (0,0)。 因 此 , 序列 的 收敛 性 与 所 
使 用 的 度量 有 关 “。 

在 上 面 这 四 种 度量 一 一 网 几 里 得 度量 、 出 租车 度量 、 上 确 界 范 数 度 量 以 及 离散 
度量 之 中 , 判别 收敛 性 其 实 是 相当 容易 的 。 

命题 12.1.18 (11、22、1% 的 等 价 性 ) 设 R" 是 一 个 欧 几 里 得 空间 , (z(o)Pe 
R” 中 的 一 个 点 列 , 我 们 记 z0 = (zz 的 ,zx 的 )。 也 就 是 说 , 当 j= 1,2,: 
时 ,zf < 及 是 z(9 < Rn 的 第 了 个 坐标 分 量 。 设 z = (zl， zn) 是 2 
个 点 , 那么 下 面 四 个 命题 是 等 价 的 。 

(a) (2K)) 依 欧 几 里 得 度量 di2 收敛 于 To 

nm 

(c) (z(o)22 ， 依 上 确 界 范 数 度量 dx 收敛 于 z。 

@ 举 一 个 有 点 古怪 的 生活 实例 。 我 们 可 以 给 城市 设 定 一 个 “汽车 度量 ”d(x,y), 其 中 d(z,y) 表示 驾车 


从 zz 到 y 需要 花费 的 时 间 ; 我 们 还 可 以 
步行 到 y 需要 花费 的 时 间 。( 为 了 方便 论 
此 。) 我 们 容易 想到 下 面 这 样 的 例子 : 依 划 
距离 就 变 得 很 远 。 


给 城市 设 定 一 个 “步行 度量 ”d(x,y), 这 是 
述 , 我 们 假设 这 些 度量 都 是 对 称 的 , 尽管 


尽管 
中 一 个 度量 , 两 个 点 2 


有 的 d(z,y 
在 现实 生活 中 并 非 总 是 如 
间 的 距离 很 近 ; 但 依 另 一 


指 的 是 从 z 


种 度量 , 两 点 间 的 
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(d) 对 于 每 个 1 入 7 乏 m， 序列 (z)2 收敛 于 zj。( 注 意 ， 这 是 一 个 实数 序 
列 , 而 不 是 R* 中 的 点 列 。) 


证 明 : 参见 习题 12.1.12。 


也 就 是 说 , 序列 依 欧 几 里 得 度量 、 出 租车 度量 以 及 上 确 界 范 数 度量 收敛 , 当 且 
仅 当 该 序列 的 每 个 坐标 分 量 所 构成 的 序列 都 各 自 收 敛 。 因为 (a)、(b) 和 (c) 是 等 价 
的 , 所 以 R* 上 的 欧 几 里 得 度量 、 出 租车 度量 以 及 上 确 界 范 数 度量 是 等 价 的 。( 欧 
几 里 得 度量 、 出 租车 度量 以 及 上 确 界 范 数 度量 可 以 推广 到 无 限 维 的 情况 , 但 在 那 种 
情况 下 三 者 并 不 等 价 。 例 子 参见 习题 12.1.15。) 

就 离散 度量 而 言 , 序列 收敛 的 情况 非常 罕见 : 如 果 序 列 是 收敛 的 , 那么 该 序列 
最 终 必定 会 变 成 一 个 常数 。 

命题 12.1.19( 依 离散 度量 收敛 ) 设 X 是 任意 一 个 集合 , daise 是 关上 的 离散 
度量 , 并 且 设 (z6))s 。 是 和 中 的 一 个 点 列 , x 是 关中 的 一 个 点 那么, (2()2%2 
依 离散 度量 duise 收敛 于 z， 当 且 仅 当 存 在 一 个 N > m 使 得 对 所 有 的 n > NN 均 有 


XW = 2。 


证 明 : 参见 习题 12.1.13。 

现在 我 们 来 证 明 有 关 收 敛 序 列 的 一 个 基本 事实 : 序列 最 多 只 能 收敛 于 一 个 点 。 

命题 12.1.20〈 极 限 的 唯一 性 ) 设 (X,d) 是 一 个 度量 空间 , 并 设 (zi"))se.， 是 
和 中 的 一 个 序列 。 如 果 存 在 两 个 点 z,z' e X 使 得 (z())so.， 依 度量 d 收敛 于 x， 
并 且 (zx)%_ ,还 依 度量 d 收敛 于 x', 那么 就 有 z = x'。 

证 明 : 参见 习题 12.1.14。 

根据 上 述 命题 , 我们 可 以 放心 地 引入 下 列 符号 : 如 果 (ze))se_， 依 度量 a 收敛 
于 xz, 那么 记 作 d— lim ze) 二 zx, 或 者 在 不 引起 混淆 的 前 提 下 , 简 记 为 ,lim zt 一 2。 
例如 , 在 (二 ,二 ) 的 例子 中 , 我 们 有 


1 1 1 1 
da — lim (二 = 由 -lim (二 = (0,0) 
n— 00 nn n—00 n nN 


日 是 dyisc — lim (二 寺 ) 是 无 定义 的 。 可见 , 4 一 lim ze) 的 含义 与 d 是 什么 有 关 。 


日 根 据 命题 12.1.20 可 知 一 旦 4 被 固定 下 来 , 4 一 lim zt" 最 多 只 能 有 一 个 值 。( 当 
然 还 有 极限 不 存在 的 情况 , 有 些 序列 是 不 收敛 的 。) 根据 引 理 12.1.1, 我 们 注意 到 这 
里 极限 的 定义 推广 了 定义 6.1.8 中 的 极限 概念 。 

注 12.1.21 对 于 一 个 序列 , 可 能 会 发 生 这 样 的 状况 : 该 序列 依 某 个 度量 收敛 
于 某 一 点 , 但 依 男 一 个 不 同 的 度量 它 又 收敛 于 另外 一 点 。 当 然 , 这 样 的 例子 通常 都 
是 人 们 刻意 编造 出 来 的 。 例如, 设 X := [0,1]， 其 中 [0,1] 是 从 0 到 1 的 闭 区 间 。 
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得 


使 用 


通常 的 度量 d, 我 们 能 得 到 4 一 


,lim 六 三 0。 现在 我 们 按照 以 下 方式 “交换 ”0 


和 1。 设 了 :1[0,1] 一 [0,1] 是 一 个 函数 ， 它 使 得 了 (0) := 1，f(1) := 0， 并 且 对 任意 
的 ze (0,1) 均 有 f(x) := x。 接 下 来 定义 d(xz,y) := d(f(z), f(y))。 那么 ,(X,q) 仍 
然 是 一 个 度量 空间 (为 什么 ? ), 但 此 时 有 d’ 一 lim n 二 一 1。 所 以 , 改变 空间 上 的 度 
量 能 够 极 大 地 影响 空间 上 的 收敛 性 (也 大 称 作 拓扑 )。 关于 拓扑 的 进一步 讨论 ， 参见 
13.5 节 
习 题 
12.1.1 证 明 引 理 12.1.1。 
12.1.2 ”证 明 具 有 度量 d(x,y) := lz 一 yl 的 实 直线 的 确 是 一 个 度量 空间 。( 提 示 : 可 以 回顾 
一 下 对 命题 4.3.3 的 证 明 。) 
12.1.3” 设 义 是 一 个 集合 , gd: X x X 一 [0,co) 是 一 个 函数 。 
(a) 给 出 一 个 (X,d) 的 例子 , 使 其 满足 定义 12.1.2 中 的 公理 (bj)、(c)、(d)， 但 不 
满足 公理 (a)。( 提 示 : 修改 离散 度量 。 
(b) 给 出 一 个 (X,q) 的 例子 , 使 其 满足 定义 12.1.2 中 的 公理 (a)、(c)、(d), 但 不 满 
足 公 理 (b)。 
(c) 给 出 一 个 (X,q) 的 例子 , 使 其 满足 定义 12.1.2 中 的 公理 (a)、(b)、(d), 但 不 
满足 公理 (c)。 
(d) 给 出 一 个 (X,q) 的 例子 , 使 其 满足 定义 12.1.2 中 的 公理 (a)、(b)、(c), 但 不 满 
足 公理 (d)。( 提 示 : 尝试 使 用 X 是 有 限 集 的 例子 。) 
12.1.4 证 明 例 12.1.5 中 定义 的 (Y, dlyxY) 确实 是 一 个 度量 空间 。 
12.1.5” 设 n> 1， a1,a2,… ,an 和 01,b2,.… ,bn 都 是 实数 。 证 明 : 恒等式 
7 2 7 n 人 
(> oh) + 3 aib; — a;bi)” = el | 站 
21 二 | i 7=1 
并 推导 出 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 
六 i 1 让 1 2 
djaibil < b> | (5 引 (12.3) 
1 一 1 并 #1 
然后 利用 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 证 
本 /2 
(Get) < 
竺 法 站 
12.1.6 ”证 明 例 12.1.6 中 的 (R”, di2) 确实 是 一 个 度量 空间 。( 提 示 : 利用 习题 12.1.5。) 
12.1.7 ”证明 例 12.1.7 中 的 (R”, wa) 确实 是 一 个 度量 空间 。 
12.1.8 证明 式 (12.1) 中 的 两 个 不 等 式 。( 对 于 第 一 个 不 等 式 , 将 其 两 端 同时 取 平 方 。 对 于 第 
二 个 不 等 式 , 利用 习题 12.1.5。) 
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12.1.9 ”证明 例 12.1.9 中 的 (R”, qdiw ) 确实 
12.1.10 证明 式 (12.2) 中 的 两 个 不 等 式 。 
12.1.11 ”证 明 例 12.1.11 中 的 (R”, daise) 确 
12.1.12 ”证 明 命题 12.1.18。 
12.1.13 ”证 明 命题 12.1.19 
12.1.14 ”证 明 命题 1 
12.1.15 设 


pw 


实 是 一 个 度量 空间 。 


2.1.20。( 提 示 : 修改 命题 6.1.7 的 证 明 。) 


X := {ee : 六 lan| < “| 


是 绝对 收敛 序列 的 空间 。 在 这 个 空间 上 , 定义 六 度量 和 1” 度量 分 别 为 : 


di ((an)n=o0, (b 


i 
0 


diw ((an)no, (bn)no0) := SR |an — bn 
证 明 : 两 者 皆 为 六 上 的 度量 , 而 且 存在 一 个 由 X 中 元 素 构 成 的 序列 zt ,zx .( 即 


序列 的 序列 ), 它 依 度量 dce 收敛 人 
度量 da 收敛 的 序列 必定 依 度量 diw 收敛 。 


12.1.16 设 (zw) 和 (yn)2 是 度量 空 


室 旧 


不 依 度量 da 收敛 。 反 过 来 , 证 明 : 任何 一 个 依 


间 (X, dg) 中 的 两 个 序列 。 如 果 (za)2 1 收敛 于 点 


ZEX, 而且 (yr)21 收敛 于 点 YEX。 证 明 : lim d(xw,yx) = d(x,y)。( 提 示 : 多 


次 使 用 三 角 不 等 式 。) 


12.2 ”度量 空间 中 的 一 些 点 集 拓扑 知识 


们 将 在 13.5 节 中 再 次 谈 到 这 部 分 内 容 。 


我 们 把 X 中 依 度量 4 以 zo 为 中 心 , = 


在 定义 了 度量 空间 上 的 收敛 运算 之 后 , 我 们 来 定义 一 些 其 他 的 相关 概念 , 包括 
开 集 、 闭 集 、 内 部 、 外部、 边界 以 及 附着 点 。 对 这 些 概 念 的 研究 被 称 作 点 集 拓扑 , 我 


首先 , 我 们 需要 引入 度量 球 (或 简称 为 球 ) 的 概念 。 
定义 12.2.1 ( 球 ) 设 (X,d) 是 一 个 度量 空间 , xo 是 X 中 的 一 点 , 并 设 7 > 0。 


半径 等 于 7 的 球 B(x,a)(zo,7) 定义 为 集合 


B(x,a) (X07) := {rT €E X :d(x, ro) <7} 


如 果 我 们 清楚 地 知道 度量 空间 (X, a) 


B(xo,7)。 


是 什么 ， 那么 B(x,a) (To0,T 7) 就 可 以 简 记 为 


例 12.2.2 在 共有 了 欧 儿 里 得 度量 
个 开 的 圆 盘 : 


B(r2,42)((0, 0)， 1) 一 


di2 的 空间 及 2? 中 ， 球 B(r2,a2)((0, 0), 1) 是 一 


{(z,y) EE R2 :x + <1} 
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但 是 ,如 果 使 用 出 租车 度量 dn ,那么 我 们 就 会 得 到 一 个 菱形 
Bipz2,a)((0,0),1) = {(z,y) € R?: 书 a <1} 

倘若 使 用 离散 度量 , 那么 这 个 球 就 会 退化 成 单独 的 一 个 点 : 
B(R2,4a..)((0,0),1) = {(0, 0)} 
但 如 果 把 球 的 半径 增加 到 大 于 1, 那么 它 就 是 整个 及 。( 为 什么 ? ) 

例 12.2.3 在 具有 通常 度量 qd 的 空间 及 中 , 开 区 间 (3, 7) 就 是 度量 球 Bn.a(5,2)。 

注 12.2.4 注意 , 半径 > 越 小 , 球 B(zo,r) 就 越 小 。 然而 根据 定义 12.1.2(a) 可 
知 ， 只 要 ” 是 正 数 , 球 B(zo,r) 就 总 是 至 少 包含 一 个 点 ， 即 中 心 zo。( 我 们 不 考虑 
半径 为 零 或 负数 的 球 , 因为 它们 相当 无 趣 ,， 都 是 空 集 而 已 。) 

利用 度量 球 , 我 们 可 以 在 度量 空间 X 中 取 一 个 集合 五 , 并 把 X 中 的 点 划分 成 
三 类 : 万 的 内 点 、 瑟 的 外 点 和 五 的 边界 点 。 

定义 12.2.5 (内 点 、 外 点 和 边界 点 ) 设 (X,q) 是 一 个 度量 空间 , B 是 X 的 子 


集 , 并 设 zo 是 X 中 的 一 个 点 。 如 果 能 找到 一 个 半径 > > 0 使 得 B(zo,r) C EB， 那 
么 我 们 称 zo 是 互 的 内 点 。 如 果 能 找到 一 个 半径 > > 0 使 得 B(zo,r)n 瑟 = 那 
么 我 们 称 zo 是 王 的 外 点 。 如 果 zo 既 不 是 瑟 的 内 点 也 不 是 互 的 外 点 , 那么 我 们 
称 zo 是 的 边界 点 


马 的 所 有 内 点 构成 的 集合 叫 作 忆 的 内 部 ， 有 时 记 作 int(B)。B 的 所 有 外 点 构 
成 的 集合 叫 作 五 的 外 部 ,， 有 时 记 作 ext(E)。B 的 所 有 边界 点 构成 的 集合 叫 作 五 的 
边界 ， 有 时 记 作 9E。 

注 12.2.6 如 果 zo 是 马 的 内 点 , 那么 zo 实际 上 就 是 巨 中 的 元 素 , 这 是 因为 
球 B(zo0,7) 总 是 包含 其 中 心 zo。 反 过 来 , 如果 zo 是 五 的 外 点 , 那么 zo 不 可 能 是 
五 中 的 元 素 。 特 别 地 ，zo 不 可 能 同时 既是 的 内 点 ， 又 是 忆 的 外 点 。 如 果 zo 是 

BB 的 边界 点 , 那么 它 有 可 能 是 EB 中 的 元 素 , 也 有 可 能 不 在 BB 中 。 下 面 给 出 一 些 例 


例 12.2.7 考察 具有 标准 度量 d 的 实 直线 R。 设 巨 是 半 开 区 间 马 = [1,2)。 点 
1.5 是 忆 的 内 点 ,因为 我 们 可 以 在 B 中 找到 一 个 以 1.5 为 中 心 的 球 (例如 B(1.5， 
0.1))。 点 3 是 五 的 外 点 ,因为 我 们 能 找到 一 个 以 3 为 中 心 且 与 忆 不 相交 的 球 ( 例 
如 B(3,0.1))。 但 点 1 和 点 2 既 不 是 瓦 的 内 点 也 不 是 瑟 的 外 点 , 因此 它们 是 瑟 的 
a 由 此 可 见 , int(E) = (1,2), ext(E) = (—o00,1)U (2,+00), HL 08 = {1,2}。 
注意 ,有 一 个 边界 点 是 中 的 元 素 , 而 男 一 个 则 不 是 。 
例 12.2.8 ”如 果 集 合 X 具有 离散 度量 daise， 并 设 巨 是 六 的 任意 一 个 子 集 ， 
那么 中 的 每 一 个 元 素 都 是 的 内 点 , 任何 不 包含 在 中 的 点 都 是 万 的 外 点 ， 
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而 且 EB 没有 边界 点 。 参见 习题 12.2.1。 


定义 12.2.9( 闭 包 ) 设 (X,q) 是 一 个 度量 空间 , 是 X 的 一 个 子 集 ， 并 


设 zo 是 和 中 的 一 个 点 。 如 果 对 任意 的 半径 > > 0, 球 B(xo,7) 与 五 的 交集 总 是 非 
空 的 , 那么 我 们 称 zo 是 的 附着 点 。 B 的 所 有 附着 点 构成 的 集合 叫 作 瓦 的 闭 包 ， 
并 记 为 五 。 


注意 , 这 些 概念 与 定义 9.1.8 和 定义 9.1.10 中 给 出 的 实 直 线 上 的 相应 概念 是 一 
致 的 。( 为 什么 ? ) 

下 列 命题 把 附着 点 的 概念 与 内 点 、 边 界 点 以 及 收敛 的 概念 联系 起 来 。 

命题 12.2.10 设 (X,d) 是 一 个 度量 空间 , 是 X 的 一 个 子 集 , 并 且 设 zo 是 
X 中 的 一 个 点 。 那 么 ,下 述 命题 在 逻辑 上 是 等 价 的 。 

(a) zo 是 互 的 附着 点 。 

(b) zo 要 么 是 马 的 内 点 , 要 么 是 的 边界 点 。 

(c) 在 马 中 能 够 找到 一 个 依 度量 a 收敛 于 点 zo 的 序列 (zw)se il。 

证 明 : 参见 习题 12.2.2。 

根据 命题 12.2.10 中 的 (a) 等 价 于 (b), 我 们 可 以 得 到 一 个 直接 推论 。 

推论 12.2.11 设 (X,q) 是 一 个 度量 空间 , B 是 XX 的 一 个 子 集 。 那么 =int(E) 
UE = XX\ext(B) 成 并 。 


就 像 之 前 注释 的 那样 , 集合 B 的 边界 点 可 能 属于 E, 也 可 能 不 属于 EB。 根据 
边界 点 的 具体 位 置 ， 我 们 可 以 称 一 个 集合 是 开 的 、 闭 的 , 或 者 既 不 是 开 的 也 不 是 
闭 的 。 

定义 12.2.12 ( 开 集 和 闭 集 ) 设 (X,q) 是 一 个 度量 空间 , EB 是 义 的 一 个 子 集 。 
如 果 巨 包含 了 自身 所 有 的 边界 点 , 即 8B C 一, 那么 我 们 称 妃 是 闭 的 。 如 果 已 不 
包含 自身 的 任何 边界 点 , 即 8Pn 巨 = gg, 那么 我 们 称 EB 是 开 的 。 如 果 五 只 包含 了 
一 部 分 边界 点 , 而 不 包含 其 他 边界 点 , 那么 既 不 是 开 的 也 不 是 闭 的 。 


例 12.2.13 我 们 来 考察 具有 标准 度量 d 的 实 直 线 及 上 的 集合 。 由 于 集合 
(1,2) 不 包含 自身 边界 点 1 和 2 中 的 任何 一 个 ， 因此 它 是 开 的 。 集合 [1,2] 包含 了 
它 的 所 有 边界 点 1 和 2, 所 以 [1,2] 是 闭 的。 集合 [1,2) 包含 了 它 的 一 个 边界 点 1， 
但 不 包含 另 一 个 边界 点 2, 那么 [1,2) 既 不 是 开 的 也 不 是 闭 的 。 

注 12.2.14 如 果 一 个 集合 没有 边界 , 那么 它 就 同时 既是 开 的 又 是 闭 的 。 例 如 ， 
在 度量 空间 (X,d) 中 ,整个 空间 X 是 没有 边界 的 , (X 中 的 每 一 个 点 都 是 X 的 内 
点 ， 为 什么 ? ) 因此 X 既是 开 的 又 是 闭 的 。 空 集 g 也 没有 边界 , (Cg 中 的 每 一 个 点 
都 是 它 的 外 点 , 为 什么 ? ) 所 以 g 既是 开 的 又 是 闭 的 。 在 很 多 情形 中 , 这 两 个 集合 
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是 仅 有 的 既 开 又 闭 的 集合 , 但 也 会 有 例外 。 璧 如 , 当 使 用 离散 度量 daise 时 , 所 有 集 
合 都 既是 开 的 又 是 闭 的 ! (为 什么 ? ) 

从 前 面 两 个 注释 中 我 们 可 以 看 出 ,“ 开 的 ”和 “ 闭 的 ”这 两 个 概念 并 不 是 互相 否 
定 的 。 有 些 集合 是 既 开 又 闭 的 , 但 有 些 集合 既 不 是 开 的 也 不 是 闭 的 。 由 此 可 见 ， 如 
果 我 们 知道 吾 不 是 开 集 , 那么 据 此 断言 是 闭 集 就 错 了 。 类 似 地 , 由 巨 不 是 闭 集 
也 不 能 推出 如 是 开 集 。 命题 12.2.15 (e) 给 出 了 开 集 和 闭 集 之 间 的 正确 关系 。 

现在 , 我 们 再 给 出 一 些 有 关 开 集 和 闭 集 的 性 质 。 

命题 12.2.15〈 开 集 和 闭 集 的 基本 性 质 ) 设 (X,q) 是 一 个 度量 空间 。 

(a) 设 马 是 X 的 一 个 子 集 , 那么 巨 是 开 的 , 当 且 仅 当 已 = int( 百 )。 换 言 之 , 一 
是 开 的 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 的 z e 已, 存在 一 个 + > 0 使 得 B(x,7) CB。 

(b) 设 互 是 X 的 一 个 子 集 ， 那么 妃 是 闭 的 ， 当 且 仅 当 已 包含 了 自身 的 所 
有 附着 点 。 换言之 , 妃 是 闭 的 ， 当 且 仅 当 对 于 互 中 的 任意 一 个 收敛 序列 
(zn)22m， 都 有 in zn 的 极限 值 属于 五 。 

(c) 对 于 任意 的 zo e X 和 > 0, 球 B(zo,r) 都 是 开 集 。 集 合 fr e X : 
dl(z,zo) 和 7} 是 一 个 闭 集 (这 个 集合 有 时 被 称 作 以 zo 为 中 心 ， 半径 为 7 
的 闭 球 )。 

(d) 任何 一 个 单 点 集 {xo}, 都 是 闭 的 , 其 中 zo e 六 。 

(e) 如 果 瑟 是 X 的 一 个 子 集 ,， 那么 巨 是 开 的， 当 且 仅 当 它 的 补 集 义 \B := 
{zeEX:x9B} 是 闭 的 。 

(f) 如 果 户 ,… ,BB 是 六 中 有 限 个 开 集 , 那么 Blin Bon…nn ,也 是 开 的 。 
如 果 斑 ,… ,有 束 是 久 中 有 限 个 闭 集 , 那么 记 U 忆 U…U 包 也 是 闭 的 。 

(g) 如 果 {EBs}aer 是 X 中 的 一 簇 开 集 (这 里 的 指标 集 了 可 以 是 有 限 的 、 可 数 
的 或 不 可 数 的 ), 那么 并 集 Uj Bs := {ze 生 : 存在 某 个 a e 了 使 得 x 
Es} 也 是 开 的 。 如 果 {Fa}aer 是 X 中 的 一 艇 闭 集 , 那么 交集 站 Fo := 
{zeX: 对 于 所 有 的 we 工 均 有 ze 及 } 也 是 闭 的 。 

(hn) 如 果 瑟 是 X 的 任意 一 个 子 集 , 那么 int(E) 是 包含 在 互 中 的 最 大 开 集 。 换 
言 之 , int() 是 开 集 , 并 且 对 任意 给 定 的 其 他 开 集 V CE 均 有 V < int(B)。 
类 似 地 , 五 是 包含 五 的 最 小 闭 集 。 换言之 , 互 是 闭 集 , 并 且 对 任意 给 定 的 
其 他 闭 集 玉 D 互 均 有 开 了 五 。 


证 明 : 参见 习题 12.2.3。 


12.2.1 证 明 例 12.2.8 中 的 结论 。 
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明 需 要 用 到 选择 公理 ， 就 像 在 引 


12.2.2 ”证 明 命 题 12.2.10。( 提 示 : 对 某 些 草 涵 关系 的 证 
8.4.5 中 那样 。) 
12.2.3 ”证 明 命题 12.2.15。( 提 示 : 可 以 使 用 命题 前 面 的 部 分 证 明 后 面 的 部 分 。) 


12.2.4 设 (X,d) 是 一 个 度量 空间 ,zo 是 X 中 的 一 个 点 , 并 设 7 > 0。 设 B 是 开 球 B := 
B(xz0,7) = {Zz EX:d(zx,zo0) <7}, 并 设 C 是 闭 球 C:= {x EX:d(x,zx0) 7}。 


a) 证 明 : BCCO。 


12.3 ”相对 拓扑 


( 
(b) 举例 说 明 , 存在 度量 空间 (X,q)、 点 zo 以 及 半径 r > 0 使 


时 也 不 等 于 C。 


仿 


I Ek 


定义 像 开 集 和 闭 集 这 样 的 概念 时 ,我 们 曾 提 到 过 这 些 概 念 都 依赖 于 所 使 


已 


的 度量 。 例 如 在 实 直线 R 上 ， 如 果 我 们 使 用 通常 的 度量 d(z,y) = |z 一 yl， 那么 集 
合 {1} 就 不 是 开 集 。 但 若 使 用 离散 度量 daise, 那么 {1} 就 是 一 个 开 集 。( 为 什么 ? ) 


然而 , 度量 并 不 是 决定 集合 是 开 集 还 是 闭 集 的 唯一 要 素 , 环绕 空间 X 同样 可 


以 决定 集合 是 开 的 还 是 闭 的 。 下面 给 出 一 些 例子 。 


例 12.3.1 考虑 具有 了 欧 几 里 得 度量 da 的 平面 及 2。 在 这 个 平面 内 , 我 们 取 xz 和 旨 


为 六 := {(z,0) : x € R}。 度量 wa 可 以 限制 在 X 


上 ， 这样 就 构造 出 (R?, ds) 的 


一 个 子 空间 (X,drz|xxx) (从 本 质 上 来 说 , 这 个 子 空 


间 就 是 具有 通常 度量 的 实 直 线 


(R., 中。 用 更 精确 的 语言 来 描述 就 是 ，(X, diz|xxx) 等 距 同 构 于 (R.,q), 但 本 书 不 对 


这 个 概念 做 进一步 的 阐释 )。 现 在 考虑 集合 


E:={(z,0):—1<zxz<1} 


它 既 是 区 的 子 集 , 也 是 R2 的 子 集 。 当 被 看 作 R2 的 子 集 时 , 它 不 是 开 集 , 这 是 
因为 点 0 属于 马 但 又 不 是 的 内 点 。( 任 意 一 个 球 BuRz wj(0,r) 都 至 少 包含 一 个 
z 轴 以 外 的 点 ,那么 该 点 也 在 妃 之 外 。) 另外 , 如 果 把 看 作 X 的 子 集 


就 是 一 个 开 集 。E 中 的 每 一 个 点 都 是 媚 关于 度量 


那么 忆 
空间 (X, dz|xxx) 的 内 点 。 例 如， 


《 


点 0 此 时 就 是 马 的 内 点 , 因为 球 Blx us。v)(0,1) 包含 在 妃 内 (这 个 球 实际 上 就 


是 也)。 


例 12.3.2 考虑 具有 标准 度量 d 的 实 直线 R。 设 X 是 包含 在 及 内 的 区 间 


X := (1,1)。 我 们 可 以 通过 把 度量 d 限制 在 X 


上 来 构造 一 个 (R,q) 的 子 空间 
(X,dlxxx)。 现 在 考察 集合 [0,1)。 它 不 是 及 中 的 闭 集 ， 因为 点 1 是 [0,1) 的 附着 


点 , 但 又 不 包含 在 [0,1) 中 。 但 如 果 把 [0,1) 看 成 X 的 子 集 ， 那么 [0,1) 就 变 成 了 
闭 集 。 点 1 不 是 X 中 的 元 素 , 所 以 它 也 就 不 再 是 [0,1) 的 附着 点 , 那么 此 时 [0, 1) 


就 包含 了 目 映 的 所 有 附着 点 。 
为 了 阐明 这 种 区 别 , 我 们 给 出 一 个 定义 。 


12.3 ”相对 拓扑 .263 . 


定义 12.3.3〈 相 对 拓扑 ) 设 (X,d) 是 一 个 度量 空间 , Y 是 X 的 一 个 子 集 , 并 


设 马 是 Y 的 一 个 子 集 。 


如 果 互 在 度量 子 印 


E 间 (Y, dlyxy) 中 是 开 的 ， 那 么 我 们 称 


是 关于 Y 相对 开 的 。 类 似 地 ,如果 五 在 度量 子 空间 (Y, dlyxy) 中 是 闭 的 , 那么 
我 们 称 EB 是 关于 Y 相对 闭 的 。 


X 中 的 开 集 (或 闭 集 ) 与 Y 中 的 相对 开 集 (或 相对 闭 集 ) 具有 如 下 关系 。 


命题 


的 一 个 子 集 。 


12.3.4 设 (X,d) 是 一 个 度量 空间 , Y 是 X 的 一 个 子 集 ， 


(a) 马 是 关于 Y 相对 


的 , 当 


(b) 怠 是 关于 YY 相对 闭 的 , 当 且 仅 当 存在 X 中 
证 明 : 我 们 只 证 明 (a), 把 (b) 留 作 习 题 12.3.1。 首先, 假设 妃 是 关于 了 相对 


半径 > > 0 使 得 球 B 
调 这 一 点 ， 我 们 用 Ty 


开 的 ,从 而 五 是 度量 空间 (Y, dyxy) 中 的 


并 设 马 是 YY 


仅 当 存在 XX 中 的 开 集 VC 久 使 得 B=VNY。 


的 闭 集 K CX 使 得 B= KNY。 


集 。 


含 在 已 中 。( 注 意 ， 
接 下 来 , 我 们 考察 集合 


它 是 X 的 一 个 子 集 。 


在 这 里 我 们 使 有 


F 意 的 ze 


于 是 , 对 任意 的 zx e EE, 存在 一 个 
Ydlyxy)(T,T) 包含 在 中, 这 里 的 半径 > 与 > 有 关 。 为 了 强 
来 代替 。 于 是 ,对 人 


加, 球 Boy,alyxy)(Z,7z) 被 包 


明了 选择 公理 ， 即 命题 8.4.7。) 


3 (J B(x,a) (TX, Tr) 


命题 12.2.15 上 


rEE 


P 的 (c) 和 (g) 可 知 , V 是 个 开 集 。 现 在 我 们 


来 证 明 巨 = VNY。 显然 , 中 的 任何 一 点 x 都 属于 VNY, 这 是 因为 xz 同时 属于 


A | 2/ V 可 以 出 ， 存 石 


集合 了 和 球 Bux ni (zsrs)， 从 而 也 就 属于 了 。 现 才 
个 ze 使 得 y€ Blxoa(zrz)。 又 


Y, 于 是 我 们 有 y € Boey,aly、y 
了 一 个 开 集 V 使 得 =Vnn 


E 假 设 y 是 VNY 中 的 一 点 。 那 
因为 y 也 属于 


) (ZX, Tz)e 根据 Ty 的 定义 可 知 ， YE bE。 因此 ， 我 们 找到 


Y。 


现在 我 们 反 过 来 证 明 。 假设 存在 某 个 开 集 V 


证 明 5 是 关于 Y 相对 开 的 。 设 z 是 到 
空间 (Ydlyxy) 中 , z 是 亡 的 内 点 。 由 x EB 可 知 z€EV。 
集 , 所 以 存在 一 个 半径 x > 0 使 得 B(x al(z,r) 包含 在 V 中 。 严格 地 说 , 由 于 7 依 
赖 于 z， 我 们 应 当 把 > 记 作 rz。 但 
刚好 相反 )， 所 以 这 里 没 必要 给 7 添加 下 标 。1 


在 本 段 论证 


使 得 


马 二 VNY, 那么 我 们 需要 


中 ， 
媚 


的 任意 一 点 ,那么 我 们 必须 证 明 在 度量 


因为 V 是 XX 中 的 开 


我 们 只 使 用 x (这 与 上 一 段 论述 


二 VNY 可 知 ， B(x,a) (7,7) NY 


包含 在 互 中 , 但 Buxa(zirjny 与 Boyaywy)(z7) 恰好 相同 , (为 什么 ? ) 因此 
Boys yj(esr) 包含 在 中 。 所 以 在 度量 空间 (Y, dlyxy) 中 , zx 是 互 的 内 点 , 结 


论 得 证 。 
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12.3.1 证明 命题 12.3.4(b)。 


12.4 ” 柯 西 序列 和 完备 度量 空间 


现在 , 我 们 把 第 6 章 中 有 关 序 列 极限 的 绝 大 多 数理 论 推广 到 一 般 的 度量 空间 
中 。 我们 首先 推广 定义 6.6.1 中 子 序列 的 概念 。 

人 
ni,m2,n3,… 是 一 个 单调 递增 的 整数 序列 , 并且 每 一 项 都 不 小 于 m， 即 
mnNi<n2 <n3 < 
那么 我 们 称 序列 (2 7))%>1 是 原 序列 (z4))2w 的 子 序列 。 

例 12.4.2 在 R? 中 , 序列 (( 声 ; 声 ))P21 是 序列 (( 二 ,二 ))92.1 的 子 序列 (其 中 
nj 渤 产 )。 序 列 1,1,1,1,… 是 1,0,1,0,1,.… 的 子 序列 。 

如 果 一 个 序列 是 收敛 的 , 那么 它 的 任意 一 个 子 序 列 也 是 收敛 的 。 

引 理 12.4.3 设 (zx 中)% 是 (X,q) 中 收敛 于 极限 zo 的 序列 , 那么 它 的 每 一 
个 子 序列 (2(™))% 1 也 收敛 于 zo。 
证 明 : 参见 习题 12.4.3。 

另外 ， 当 一 个 序列 不 收敛 时 , 它 的 子 序 列 仍 有 可 能 收敛 。 例 如 ， 序列 1,0, 1,0， 
1,.… 是 不 收敛 的 , 但 它 的 某 些 子 序列 (比如 1,1,1,…) 却 是 收敛 的 。 为 了 量化 这 
一 现象 , 我 们 对 定义 6.4.1 做 如 下 推广 。 

定义 12.4.4 (极限 点 ) 设 (zjse ， 是 度量 空间 (X,qd) 中 的 一 个 点 列 ， 并 设 
工 E 和。 我 们 称 工 是 (z05)s2 的 一 个 极限 点 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 的 N>m 和 
e > 0, 存在 一 个 n> N 使 得 d(x,L) < e。 

命题 12.4.5 设 (z(")%,, 是 度量 空间 (X,q) 中 的 一 个 点 列 , 并 设 Le X。 那 
么 下 述 全 是 是 等 价 的 。 

。 工 是 (z()%;, 的 一 个 极限 点 。 

。 在 原 序列 (x)%,, 中 , 存在 一 个 收敛 于 工 的 子 序列 (zs))321。 

证 明 : 参见 习题 12.4.2。 

接 下 来 , 我 们 回顾 一 下 定义 6.1.3 (也 可 参见 定义 5.1.8) 中 柯 西 序列 的 概念 。 

定义 12.4.6( 柯 西 序列 ) 设 (zw))se ,是 度量 空间 (X,d) 中 的 一 个 点 列 , 我 
们 称 该 序列 是 一 个 柯 西 序列 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 的 s > 0, 存在 一 个 N > m 使 得 
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dz ,zto0) <e 对 所 有 的 j,k 之 


引 理 12.4.7 (收敛 序列 是 柯 


的 序列 , 那么 (zw)%_ ,是 柯 西 
证 明 : 参见 习题 12.4.3。 


NN 均 成 立 。 
西 序列 ) 设 (zt)se.， 是 (X,q) 中 收敛 于 极限 xo 


序列 


容易 证 明 , 柯 西 序列 的 子 序 
柯 西 序列 都 是 收敛 的 。 

例 12.4.8 〈 非 正式 的 ) 考 
d(z,y) :二 |z 一 y| 的 有 理 数 集 ): 


列 仍然 是 柯 西 序列 。( 为 什么 ? ) 然而 , 并非 每 一 个 


虑 度量 空间 (Q,q) 中 的 序列 (Q 是 具有 通常 度 


绩 [ 


3,3.1,3.14,3.141,3.1415,…: 


| R 中 是 收敛 的 (收敛 于 r)，, 但 它 在 Q 中 却 是 不 收敛 的 〈 因 为 x&Q， 


而 列 不 可 能 收敛 于 两 个 不 同 的 极限 )。 


个 收敛 的 子 序列 , 那么 这 个 柯 西 
引 理 12.4.9 设 (zt))se ， 
一 个 收敛 于 极限 zo 的 子 序列 (x 


证 明 : 参见 习题 12.4.4。 


因此 , 在 某 些 度量 空间 中 , 柯 西 序列 不 一 定 收敛 。 但是, 如 果 柯 西 序列 存在 一 


序列 就 一 定 收敛 ( 收 敏 于 同一 个 极限 )。 
是 (Xd) 中 的 柯 西 序列 ， 如 果 该 序列 在 X 中 存在 
(0) 吕 ， 那么 原 序列 (z(0) 季 mw 也 收敛 于 zo。 


出 下 面 这 个 定义 。 


在 例 12.4.8 中 , 我 们 看 到 这 样 一 个 度量 空间 的 例子 : 该 空间 含有 不 收敛 的 柯 西 
序列 。 但 在 定理 6.4.18 中 , 度量 空间 (R, q) 中 的 每 一 个 柯 西 序列 都 有 极限 。 由 此 引 


中 的 每 一 个 柯 西 序列 在 (X,d) 中 都 是 收敛 的 。 


间 ) 度量 空间 (X,d) 是 完备 的 ， 当 且 仅 当 (X,4) 


例 12.4.11 根据 定理 6.4.18 可 得 , 实数 空间 (R, d) 是 完备 的 ; 另外 , 由 例 12.4.8 


可 知 ， 有 理 数 空间 (Q,q) 不 是 完 


完备 度量 空间 具有 一 些 非常 
它 放 在 什么 样 的 空间 中 , 它 总 是 

命题 12.4.12 

(a) 设 (X,d) 是 一 个 度量 


空间 ， 并 设 (了 dlyxY) 是 (X, d) 的 一 个 子 空间 。 如 果 


好 的 性 质 。 例 如 , 完备 度量 空间 总 是 闭 的 : 不 管 把 
一 个 闭 集 。 更 准确 地 说 : 


(Ydlyxy) 是 完备 的 , 那么 Y 一 定 是 X 中 的 闭 集 。 


(b) 反 过 来 , 如果 (X,d) 是 


那么 , 子 空间 (Y, dlyxy) 也 是 完备 的 。 


证 明 : 参见 习题 12.4.7。 


一 个 完备 度量 空间 ,并 且 Y 是 X 的 一 个 闭 子 集 


ll 
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小 


世间 


相 比 之 下 , 像 (Q,d) 这 样 的 不 完备 ) 


度量 空间 可 能 在 茶 些 空间 中 是 财 的 (例如 , Q 


在 Q 中 是 闭 的 ), 但 在 另 一 些 空间 中 就 不 是 闭 的 〈 例 如 ,Q 在 及 中 不 是 闭 的 )。 事 
实 上 , 对 于 任意 一 个 不 完备 的 度量 空间 (X,q), 我 们 都 能 把 它 完备 化 成 一 个 更 大 的 
空间 (XX,qd)。 这 里 的 (X,qd) 是 一 个 包含 (X, qd) I 而 且 和 在 和 中 
不 是 闭 的 (实际 上 六 在 (又 ,qd 中 的 闭 包 就 是 京 )。 参 见习 题 12.4.8。 比如, Q 的 一 
个 可 能 的 完备 化 就 是 及 。 
习 题 
12.4.1 ”证明 引 理 12.4.3。( 提 示 : 回顾 对 命题 6.6.5 的 证 明 。) 
12.4.2 ”证 明 命题 12.4.5。( 提 示 : 回顾 对 命题 6.6.6 的 证 明 。) 
12.4.3 ”证 明 引 理 12.4.7。( 提 示 : 回顾 对 命题 6.1.12 的 证 明 。) 
12.4.4 ”证 明 引 理 12.4.9。 
12.4.5” 设 (2 四 )%2; 是 度量 空间 (X,d) 中 的 一 个 点 列 , 并 设 Le X。 证 明 : 如 果 工 是 序列 
(ze0)2m 的 极限 点 , 那么 工 就 是 集合 {zn 之 m} 的 附着 点 。 逆 命题 成 立 吗 ? 
12.4.6 ”证 明 : 柯 西 序列 最 多 有 一 个 极限 点 。 
12.4.7 ”证 明 命 题 12.4.12。 
12.4.8 了 吉 构 推广 了 第 5 章 中 利用 有 理 数 构造 实数 的 思想 ， 这 样 我 们 就 能 把 每 一 个 度量 
空间 都 看 成 一 个 完备 度量 空间 的 子 空间 。 下 面 设 (X,d) 是 一 个 度量 空间 。 
(a) 给 定 X 中 任意 一 个 柯 西 序列 (za) 吧 1， 我 们 引入 形式 极限 LIM, =zn。 如 果 形 
式 极限 LIM。 -zw 和 LIM -yn 满足 lim d(xn,yn) = 0， 那么 我 们 称 这 两 
个 形式 极限 是 相等 的 。 证 明 : 这 种 相等 关系 遵从 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 公理 
(b) 设 莹 是 由 X 中 所 有 柯 西 序列 的 形式 极限 构成 的 空间 , 而 且 又 具有 上 述 相 竺 关 
系 。 定 义 度 量 d :和 x 匀 一 Rt 为 
dz(LIM -ozn,LIM -yn) := Jim d(zn, yn) 
证 明 ; 这 个 函数 是 定义 明确 的 《这 不 仅 意味 着 极限 lim d(zn,yn) 存在 , 还 意味 
着 该 函数 要 满足 替换 公理 ,参见 引 理 5.3.7)， 并 给 出 Be 7 的 度量 空间 结 吉 构 。 
(c) 证 明度 量 空间 (X, dz) 是 完备 的 。 
(d) 我 们 把 元 素 z < x 与 又 中 z 所 对 应 的 形式 极限 LIM_,wox 等 同 起 来 。 通过 
验证 z= 二 y LIM -oz = LIMn_ooy 来 证 明 这 样 的 做 法 是 合理 的 。 利用 这 
种 等 同 关系 证 明 d(x,y) = dx(z,y)， 从 而 (X,d) 就 可 以 看 作 是 (XX, dx) 的 子 空 
间 。 
(e) 证 明 : X 在 下 中 的 闭 包 就 是 下 (这 解释 了 为 什么 使 用 记号 对 )。 
(f) 证 明 : 形式 极限 与 真正 的 极限 是 一 致 的 。 因此 ,如 果 (x)?%2i 是 X 中 任意 一 个 
柯 西 序列 , 那么 在 又 中 就 有 im zn = LIM, ,orno 
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12.5 ” 紧 致 度量 空间 


现在 我 们 来 考察 点 集 拓扑 中 最 有 用 的 概念 之 一 ， 即 紧 致 性 。 回 顾 海 涅 - 博 雷 尔 
定理 (定理 9.1.24) 可 知 , 该 定理 断言 实 直 线 及 的 有 界 闭 子 集 X 中 的 每 一 个 序列 
都 有 一 个 收敛 的 子 序列 ,并且 该 子 序列 的 极限 也 在 X 中 。 反 过 来 ， 只 有 当 集 合 是 
有 界 闭 集 时 , 才 具 有 这 样 的 性 质 。 这 条 性 质 很 实用 , 我 们 给 它 取 一 个 名 字 。 

定义 12.5.1〈 紧 致 性 ) 称 度量 空间 (X, qd) 是 紧 致 的 ， 当 且 仅 当 (X,4q) 中 的 每 
一 个 序列 都 至 少 有 一 个 收敛 的 子 序列 。 如 果 (X,q) 的 子 空间 (有 dlyxy) 是 紧 致 的 ， 
那么 称 X 的 子 集 Y 是 紧 致 的 。 

注 12.5.2 集合 Y 的 紧 致 性 是 其 内 在 属性 , 也 就 是 说 , 它 只 与 限制 在 YY 上 的 
度量 函数 dlyxy 有 关 ， 而 与 环绕 空间 X 无 关 。 定 义 12.4.10 中 的 完备 性 概念 和 定 
义 12.5.3 中 的 有 界 性 概念 也 都 是 内 在 的 , 但 “ 开 的 ”和 “ 闭 的 ”概念 则 不 是 内 在 属 
性 (参见 12.3 节 中 的 讨论 ) 。 
因此 ,定理 9.1.24 表明 在 具有 通常 度量 的 实 直 线 R 中 , 每 一 个 有 界 闭 集 都 是 
紧 致 的 。 反 过 来 , 每 一 个 紧 致 集合 都 是 闭 的 且 有 界 的 。 

现在 我 们 来 考察 如 何 把 海 涅 - 博 雷 尔 定理 推广 到 其 他 度量 空间 上 。 

定义 12.5.3 (有 界 集 合 ) 设 (X,q) 是 一 个 度量 空间 , 并 设 Y 是 X 的 子 集 。 
我 们 称 Y 是 有 界 的 ， 当 且 仅 当 X 中 存在 一 个 包含 Y 的 球 B(x,7)。 

注 12.5.4 上 述 定 义 与 定义 9.1.22 中 有 界 集 合 的 概念 是 一 致 的 (习题 12.5.1)。 


命题 12.5.5 设 (X,d) 是 一 个 紧 致 度量 空间 ， 那 么 (X, d) 既是 完备 的 又 是 有 
界 的 。 

证 明 : 参见 习题 12.5.2。 

根据 这 个 命题 和 命题 12.4.12(a) 可 知 ， 对 于 一 般 的 度量 空间 ， 海 涅 - 博 雷 尔 定 
理 有 一 半 是 成 立 的 。 

推论 12.5.6〈 紧 致 集合 是 闭 的 且 有 界 的 ) 设 (X,q) 是 一 个 度量 空间 , 并 设 Y 
是 X 的 一 个 紧 致 子 集 , 那么 Y 是 闭 的 且 有 界 的 。 

海 涅 - 博 雷 尔 定 理 的 另 一 半 在 欧 几 里 得 空间 中 是 成 立 的 。 


定理 12.5.7 ( 海 涅 _ 博 雷 尔 定理 ) 设 (Rn,d) 是 一 个 欧 几 里 得 空间 , 它 的 度量 
是 欧 几 里 得 度量 、 出 租车 度量 或 者 上 确 界 范 数 度量 ， 并 且 设 是 Rn 的 子 集 , 那 
么 妃 是 紧 致 的 , 当 且 仅 当 互 是 一 个 有 界 闭 集 。 


证 明 : 参见 习题 12.5.3。 
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但 对 于 更 一 般 的 度量 , 海 涅 - 博 雷 尔 定理 并 不 成 立 。 例 如， 具有 离散 度量 的 整 
数 集 Z 是 一 个 有 界 闭 集 (实际 上 它 是 完备 的 ), 但 不 是 紧 致 的 。 因为 1,2,3,4,… 是 
Z 中 的 序列 , 但 它 却 没有 收敛 的 子 序列 。( 为 什么 ?) 另 一 个 例子 参见 习题 12.5.8。 
然而 , 如 果 我 们 把 闭 性 换 成 更 强 的 完备 性 , 并 把 有 界 性 换 成 更 强 的 完全 有 界 性 ， 那 
么 修改 后 的 海 涅 - 博 雷 尔 定理 就 是 成 立 的 。 参见 习题 12.5.10。 

利用 下 面 这 个 听 起 来 有 些 奇怪 的 命题 , 我 们 用 拓扑 学 的 语言 来 刻画 紧 致 性 : 紧 
致 集合 的 每 一 个 开 覆 盖 都 有 一 个 有 限 子 履 盖 。 

定理 12.5.8 设 (X,d) 是 一 个 度量 空间 ， 并 设 了 是 X 的 一 个 紧 致 子 集 。 设 
(Va)aer 是 X 中 的 一 艇 开 集 。 如 果 


Yc 
CE 了 
( 即 集 秘 (V6)aer 履 盖 了 YY), 那么 存在 工 的 一 个 有 限 子 集 下 使 得 
We J 
aEPF 


证 明 : 利用 反 证 法 ,假设 不 存在 工 的 有 限 子 集 已 使 得 了 C UV。 
aE€EF 


€ 
设 y 是 Y 中 的 任意 一 个 元 素 , 那么 y 至 少 属于 一 个 集合 Vu。 因为 每 一 个 Vs 
都 是 开 的 , 所 以 必定 存在 一 个 + > 0 使 得 Btx ar) ES Vs。 此 时 , 令 r(y) 表示 量 


r(y) := sup{7 e (0,co) : 存在 某 个 a e 了 使 得 Bx,a)(y,7) < Vo 
上 述 讨论 可 知 , 对 所 有 的 yeY 都 有 7(y) > 0。 现在 让 ro 表示 旧 
ro := inf{r(y) :VE 
于 对 所 有 的 yeY 都 有 7r(y) > 0, 所 以 ro > 0。 这样 就 得 到 两 种 情形 : ro = 0 和 
To > 0。 
情形 一 : ro = 0。 对 任意 的 整数 n>z1, 在 Y 中 至 少 存在 一 个 点 y 使 得 7r(y) < 
1/n。( 为 什么 ?) 于 是 对 每 一 个 n > 1, 我们 在 了 中 选取 使 得 r(y2)) < 1]m 的 点 
yW (我 们 能 够 这 样 做 是 因为 利用 了 选择 公理 , 参见 命题 8.4.7)。 特别 地 , 根据 夹 逼 
定理 可 知 ， lim 7(y(™)) 二 0。 由 于 (vy)% | 是 Y 中 的 序列 , 并 且 YY 又 是 紧 致 的 ， 
于 是 我 们 能 够 找到 一 个 收敛 于 某 个 点 yo EY 的 子 序列 (y™7))%1。 
如 前 所 述 ， 我 们 知道 存在 某 个 a e 了 使 得 yo es Vs。， 从 而 (根据 V 是 个 开 
集 ) 存在 一 个 。> 0 使 得 B(yo,e) C Vs。 根据 yo) 收敛 于 yo 可 知 ,一定 存在 
N>1 使 得 yo) e B(yo,e/2) 对 所 有 的 了 > 六 均 成 立 。 特别 地 , 根据 三 角 不 等 式 
可 知 ,，B(yW7),e/2) ES B(yo,e), 进而 有 B(yW"7),e/2) ES Va。 由 7r(yW"7)) 的 定义 可 知 ， 
这 意味 着 r(yW7)) > e/2 对 所 有 的 j > 均 成 立 。 但 这 与 lim r(y)) = 0 相 矛 盾 。 


~ 


由 


| 
-有 
N 


吗 
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情形 二 : ro > 0。 此 时 , 对 所 有 的 yeY 均 有 7r(y) > ro/2。 这 意味 着 ， 对 每 一 
个 yeY 都 存在 一 个 ae 了 使 得 Bly,ro/2) e Vs。( 为 什么 ?) 


现在 我 们 按照 下 列 方法 递归 地 构造 一 个 序列 yn),y3)…。 令 yD 为 Y 中 


的 任 


意 一 点 。 球 B(y),ro/2) 被 包含 在 某 个 公 中 ,而 这 个 公 不 可 能 覆盖 住 阅 。 否则 ， 
| 个 有 限 履 盖 ,， 这 与 假设 相 予 而 因此 , 在 球 B(y,ro/2) 之 外 存在 一 

), 使 得 d(y(2,yG)) > ro/2。 选 取 点 VC2) 之 后 ,集合 B(ytD,ro/2)UB(VC2) ,ro/2) 
也 不 可 能 完全 覆盖 袜 ， 因 为 这 样 就 会 | 7 的 集合 VW， 和 公 。 
这 同样 与 假设 相 了 矛盾 。 所 以 ， 我们 能 够 在 B(y(D,ro/2) U B(y2),ro/2) 之 外 找到 一 


点 V3)， 那 么 就 有 d(y3,y 中 ) > ro/2 和 d(y(3),y( 引 ) > ro/2。 按照 这 样 


进行 下 去 , 我 们 就 得 到 了 YY 
对 所 有 的 有 >j 均 有 d(y(* 


， 和 而 


的 方式 不 断 


中 的 二 eb ))?%21， 并 且 该 序列 还 具有 如 下 性 质 : 


,y 中 ) > r0/2。 显 然 ， 序列 (%)2 .1 不 是 柯 西 序列 。 


际 上 , 它 的 任何 子 序列 都 不 是 柯 西 序列 。 但 这 与 Y 是 紧 致 的 假设 相 矛 盾 〈 根 


理 12.4.7)。 


定理 12.5.8 的 逆 命 题 也 
覆盖 ”, 那么 了 就 是 紧 致 的 


这 两 种 概念 就 有 些 不 同 了 ， 
定理 12.5.8 有 一 个 重要 


实 


据 引 


成 立 : 如 果 Y 具有 性 质 “ 每 个 开 歼 盖 都 有 一 个 有 


限 子 


(习题 12.5.11)。 实 际 上 ， 和 基于 序列 的 紧 致 性 概念 相 
比 , 这 个 性 质 常 被 看 作 更 基本 的 紧 致 性 概念 。( 对 于 度量 空间 ， 用 窗 盖 来 描述 的 紧 
致 性 概念 和 用 序列 来 描述 的 紧 致 性 概念 是 等 价 的。 但是, 对 于 更 一 般 的 拓扑 空 


参见 习题 13.5.8。) 


s 间 ]， 


的 推论 : 任意 一 个 由 非 空 紧 致 集合 组 成 的 幅 套 序列 都 


是 非 空 的 。 
推论 12.5.9 设 (X,dq) 


是 一 个 度量 空间 ， 并 设 Ki, Ko,K3 是 由 六 的 非 空 


紧 致 子 集 组 成 的 序列 , 并 且 满 足 


那么 交集 内 K,, 是 非 空 的 。 
4 


证 明 : 参见 习题 12.5.6。 


Ki1D KD Ks3D.::: 


在 本 节 的 最 后 , 我 们 给 出 紧 致 集合 的 一 些 其 他 性 质 。 


定理 12.5.10 d) 是 一 个 度 度量 空间 ， 


是 闭 的 。 


(b) 如 果 页,…… ,六 是 1 


集 二 U.…Uy 也 是 紧 致 的 。 
(c) X 的 任意 一 个 有 限 子 集 (包括 空 集 ) 都 是 紧 致 的 。 


证 明 : 参见 习题 12.5.7。 


X 的 紧 致 子 集 组 成 的 一 个 有 限 集 篮 , 那么 它们 的 并 
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习 题 
12.5.1 ”证明 : 在 谈论 具有 标准 度量 的 实 直线 的 子 集 时 ， 定 义 9.1.22 和 定义 12.5.3 是 等 价 


的 。 
12.5.2 ”证 明 命题 12.5.5。( 提 示 : 分 别 证 明 完备 性 和 有 界 性 。 对 这 两 部 分 的 证 明 都 使 用 反 证 
法 。 就 像 在 引 理 8.4.5 中 那样 , 你 需要 使 用 选择 公理 。) 
12.5.3 ”证 明定 理 12.5.7。( 提 示 : 利用 命题 12.1.18 和 定理 9.1.24。) 
12.5.4” 设 (R,d) 是 具有 标准 度量 的 实 直线 。 举 例 说 明 ， 存在 连续 函数 三: R 一 及 和 开 集 
V CR, 使 得 V 的 象 f(V) := {f(x) :xz eV} 不 是 开 的 。 
12.5.5” 设 (R,q) 是 具有 标准 度量 的 实 直线 。 举 例 说 明 , 存在 连续 函数 f : R 一 及 和 闭 集 
FC R, 使 得 FF) 不 是 闭 的 。 
12.5.6 ”证 明 推 论 12.5.9。( 提 示 : 在 紧 致 度量 空间 (Ka, d|kjxki ) 中 考察 集合 Vi, := Ki\Kn， 
它们 都 是 Ki 上 的 开 集 。 利用 反 证 法 , 假设 月 K, = @, 然后 使 用 定理 12.5.8。) 


各 二 并 
12.5.7 ”证 明定 理 12.5.10。( 提 示 : 利用 (b) 来 证 明 (c), 先 证 明 每 一 个 单 点 集 都 是 紧 致 的 。) 
12.5.8” 设 (X, da ) 是 习题 12.1.15 中 的 度量 空间 。 对 于 每 一 个 自然 数 n, 设 e(™ = (e”)P2o 
是 X 中 的 序列 , 并 且 当 n= 7 时 ， et :二 1; 当 n 关 7 时 ， et) := 0。 证 明 : 集合 
{few :mnEeN} 是 X 的 一 个 有 界 闭 子 集 , 但 它 不 是 紧 致 的 。( 尽 管 (X, dn) 是 一 个 
完备 度量 空间 , 但 上 结论 仍然 成 立 。 此 处 不 对 (X, dn ) 的 完备 性 展开 证 明 。 问 题 不 
在 于 X 的 完备 性 , 而 在 于 X 是 “无 限 维 的 ”>， 对 此 我 们 也 不 进行 讨论 。) 
12.5.9 ”证 明 : 度量 空间 (X, dg) 是 紧 致 的 ， 当 且 仅 当 X 中 的 每 一 个 序列 都 至 少 有 一 个 极限 
12.5.10 “如 果 对 任意 的 s > 0， 都 存在 一 个 正 整数 n 和 有 限 个 球 B(z,s)……  ，B(zo),e) 
使 得 X 被 这 些 球 覆 盖 ( 即 X = LU B(zG,s)), 我 们 称 度量 空间 (X,d) 是 完全 有 界 
的 。 全 
(a) 证 明 : 每 一 个 完全 有 界 的 空间 都 是 有 界 的 。 
(b) 证 明 下 述 加 强 形式 的 命题 12.5.5: 如 果 (X, dg) 是 紧 致 的 , 那么 X 既是 完备 的 
又 是 完全 有 界 的 。( 提 示 : 如 果 X 不 是 完全 有 界 的 ， 那么 存在 某 个 s > 0 使 得 
X 无 法 被 有 限 多 个 =- 球 覆盖 。 利 用 习题 8.5.20 找到 一 个 由 球 B(z46),s/2) 组 
成 的 无 限 序列 ， 并 使 这 些 球 两 两 不 相交 。 接 下 来 ， 据 此 构造 一 个 序列 ， 使 其 没 
有 收敛 的 子 序列 。) 
(c) 反 过 来 证 明 : 如 果 X 既是 完备 的 又 是 完全 有 界 的 , 那么 X 是 紧 致 的 。( 提 示 : 
如 果 (xz)?%21 是 X 中 的 序列 , 那么 利用 完全 有 界 的 假设 , 对 于 每 一 个 正 整 数 
j， 递归 地 构造 它 的 一 个 子 序列 (xz 小 )%21, 使 得 对 每 一 个 j, 序列 (zt)2 
中 的 元 素 都 包含 在 单独 一 个 半径 为 1/7 的 球 中 。 同 时 ， 还 要 使 得 每 一 个 序列 
(zo5+0)2 1 都 是 前 一 个 序列 (z45)2 1 的 子 序列 。 然 后 证 明 “ 对 角 线 ” 序 列 
(ze i 是 柯 西 序列 。 接 下 来 再 使 用 完备 性 的 假设 。) 


上 
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12.5.11 


12.5.12 


12.5.13 


12.5.14 


12.5.15 


设 (X,d) 具有 如 下 性 


的 (提示 : 如 果 X 不 是 紧 致 的 , 那么 由 习题 12.5.9 可 知 , 存在 一 个 序 


它 没 有 极限 点 。 于 是 , 对 于 每 一 个 z < X,， 都 存在 一 个 
包含 序列 中 有 限 多 个 元 素 。 然 后 使 用 假设 条 件 。) 


设 (X, daisc) 是 


有 离散 度量 daisc 的 度量 空间 。 


(a) 证 明 : X 是 


完备 的 。 


质 : X 的 每 一 个 开 鹤 盖 都 有 一 个 有 限 子 窗 盖 。 证明 X 是 紧 致 


列 (2)21， 


含 z 的 球 B(x,e), 它 最 多 


(b) XX 什么 时 候 是 紧 致 的 ? 什么 时 候 是 不 紧 致 的 ? 证 明 你 的 结论 。( 提 示 : 海 涅 - 博 


雷 尔 定理 在 这 里 派 不 上 用 场 ,因为 它 只 适用 于 欧 几 里 得 空间 。) 


设 马 和 也是 R( 具 有 标准 度量 qd(z,y) = |x 一 vy|) 的 两 个 紧 致 子 集 。 


证 明 : 币 卡 儿 


De {(z,y) :Zz EB,ye 卫 } 是 R? (具有 欧 儿 里 得 度量 ws ) 的 紧 致 子 集 。 


发 (X,d) 是 一 个 度量 空间 , BB 是 X 的 非 空 紧 致 子 集 


， 存在 点 ze 万 使 得 


d(zo,zZ) = inf{ad(xo,y) :y € E} 


， 并 设 zo 是 X 中 的 一 点 。 证 


也 就 是 说 , x 是 马 中 距离 zo 最 近 的 点 。( 提 示 : 设 民 为 量 R:= inf{d(zo,y) :VE 
巨 }。 构造 如 中 的 序列 (z()?21, 使 得 dlzo,zo5) < 尺 十 二。 然后 利 


性 。) 
设 (X,d) 是 一 


质 : 其 中 任意 有 


门 Ka 了 8 (这 条 性 质 被 称 作 有 限 交 性 质 )。 证 明 : 该 集 饼 中 所 有 集合 的 交集 是 非 


mie 


空 的 , 即 门 Ka。 
CET 


个 紧 致 度量 空间 。 设 (Ka)aer 是 X 中 的 一 篮 财 集 ， 它 具有 如 下 性 
民生 个 全 全 全 实生 各 地 二 的 ， 即 对 任意 的 有 限 集 已 S 了 均 有 


用 瑟 的 紧 致 


闫 儿 。 举 反例 说 明 : 若 X 不 是 紧 致 的 , 则 上 述 结论 不 


成 立 。 


第 


13 章 


13.1 ”连续 函数 


在 上 一 章 中 ， 


我 们 研究 了 度量 空间 (X,d) 以 及 该 空间 中 各 种 类 型 的 集合 。 虽 


然 上 述 内 容 所 涉及 的 知识 非常 丰富 , 但 是 如 果 我 们 不 仅 考察 单独 一 个 度量 空间 , 还 
去 研究 成 对 的 度量 空间 (X, dx) 和 (了 dyr)， 以 及 它们 之 间 的 连续 函数 f : X 一 了 ， 


那么 度量 空间 的 理 


论 知识 将 会 变 得 更 加 丰富 , 它 对 分 析 学 也 更 为 重要 。 为 了 定义 连 
续 函 数 的 概念 , 我 们 对 定义 9.4.1 做 如 下 推广 。 


定义 13.1.1 〈 连 续 函 数 ) 设 (X,dx) 是 一 个 度量 空间 ，(Y dy) 是 另 一 个 度 


空间 ， 并 设 f : X 一 了 是 一 个 函数 。 设 zo e X， 我 们 称 f 在 点 zo 处 是 连 
， 当 且 仅 当 对 任意 的 s > 0， 存 在 一 个 6 > 0 使 得 只 要 dx(z,zo) < 5， 就 有 
(z), f(z0)) < s。 我 们 称 六 是 连续 的 ， 当 且 仅 当 在 每 一 个 点 ze X 处 都 是 连 


注 13.1.2 连续 函数 有 时 也 被 称 作 连续 映射 。 这 两 个 术语 在 数学 上 没有 任何 


注 13.1.3 如 果 f :XX 一 Y 是 连续 的 , 并 且 K 是 X 的 任意 一 个 子 集 ， 那么 
f 在 KK 上 的 限制 函数 flx :K 一 Y 也 是 连续 的 。( 为 什么 ? ) 

现在 我 们 来 推广 第 9 章 中 的 大 部 分 内 容 。 首先 观察 可 知 ， 连续 函数 保持 收敛 性 。 

定理 13.1.4 (连续 性 保持 收敛 性 ) 设 (X,dx) 和 (Y, dy) 是 两 个 度量 空间 , 了 : 


六 一 Y 是 函数 ， 


的 。 


(a) f 在 zo 处 是 连续 的 。 


(b) 如 果 (2 )22， 


就 依 度 量 


(c) 对 于 任意 一 个 包含 f(xo) 的 开 集 VC 了， 都 存在 一 个 包含 zo 的 开 集 


dy 收敛 于 f 


并 设 zo EX 是 六 中 的 一 点 。 那么 下 面 三 个 命题 在 逻辑 上 是 等 价 


是 和 中 依 度量 dx 收敛 于 zo 的 序列 , 那么 序列 (f(z))%2 1 


(Zo)。 


人 


U CX, 使 得 f(UV) SET。 


证 明 : 参见 习题 13.1.1。 


连续 函数 的 另 


一 个 重要 特 怕 


涉及 开 集 。 


定理 13.1.5 设 (X,dx) 是 一 个 度量 空间 ，(Y, dy) 是 男 一 个 度量 空间 ， 并 设 
f :XX 一 Y 是 个 函数 。 那么 , 下面 四 个 命题 是 等 价 的 。 
(a) f 是 连续 的 。 
(b) 只 要 (z()%>， 是 X 中 依 度量 dx 收敛 于 某 个 点 zo EX 的 序列 , 那么 序 
列 (f(z 中 ))%2 1 就 依 度量 dy 收 全 于 f(z0)。 
(c) 如 果 V 是 Y 中 的 开 集 , 那么 集合 fi(V) := {x EX: f(z)e VV} 就 是 X 
中 的 开 集 。 
(d) 如 果 互 是 了 中 的 闲 集 ,那么 集合 f°1() := {x Ee 六 :f(z)e 了 f} 就 是 X 
中 的 闭 集 。 
证 明 : 参见 习题 13.1.2。 
注 13.1.6 连续 性 保证 了 开 集 的 逆 象 仍 是 开 集 , 这 看 起 来 好 像 有 些 奇 怪 。 我 们 
可 能 会 认为 反 过 来 的 结论 是 成 立 的 ， 即 开 集 的 前 象 是 个 开 集 , 但 这 其 实 是 不 对 的 ， 
参见 习题 12.5.4 和 习题 12.5.5。 
接 下 来 给 出 上 述 两 个 定理 的 直接 推论 。 
推论 13.1.7〈 复 合 运算 保持 连续 性 ) 设 (X,dx)、(Y,dy) 和 (2,dz) 是 三 个 度 
空间 。 
(a) 如 果 广 : 生 一 了 在 点 zoeX 处 是 连续 的 ,并且 9: 工 一 和 在 点 f(xo) 处 
是 连续 的 ， 那么 定义 为 go f(x) := g(f(x)) 的 复合 函数 yoej:X 一 2 在 
zo 处 是 连续 的 。 
(b) 如 果 了 :六 一 Y 是 连续 的 , 并 且 g:Y 一 2Z 也 是 连续 的 , 那么 gof :和 一 2 
就 是 连续 的 。 
证 明 : 参见 习题 13.1.3。 


例 13.1.8 如 果 了 :XX 一 RR 是 一 个 连续 函数 ,那么 定义 为 有 (x) := f(z)? 的 
户 :X 一 及 也 是 连续 函数 。 这 是 因为 f2 = gof, 而 这 里 的 g:R 一 R 是 平 
函数 g(x) := z2，9 显然 是 一 个 连续 函数 。 


瑟 


S 


C> 


上 地 


习 题 


13.1.1 证明 定理 13.1.4。( 提 示 : 回顾 命题 9.4.7 的 证 明 。) 
13.1.2 ”证 明定 理 13.1.5。( 提 示 : 定理 13.1.4 已 经 表明 了 (a) 和 (b) 是 等 价 的 。) 
13.1.3 “利用 定理 13.1.4 和 定理 13.1.5 证 明 推 论 13.1.7。 
13.1.4 ”举例 说 明 , 存在 函数 f : 及 . 一 及 和 函数 9 : 及 . 一 及 满足 : 
(a) 了 不 连续 , 但 g 和 9oj 都 连续 ; 


局 


ez 
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13.1.6 


13.1.7 


13. 


(b) g 不 连续 , 但 


ff 和 gof 都 连续 ; 


(c) f 和 9 都 不 连续 , 但 go 了 连续。 
简要 说 明 ， 这 些 例子 为 什么 不 与 推论 13.1.7 相 矛 盾 。 
13.1.5” 设 (X,q) 是 一 个 度 


是 一 个 包含 映射 


X 的 子 集 ( 它 具 


度量 空间 , 并 设 (E,d|gxE) 是 (X,qd) 的 子 空间 。 设 px :EB 一 X 
对 任意 的 x E 互 , 均 有 4p_,x(x) := x。 证明: 4p_,x 是 连续 的 。 


设 f :一 Y 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 另 一 个 度量 空间 (Y, dr) 的 函数 ,。 设 马 是 


有 导出 度量 dx|gxgp), 并 设 fls :EB 一 Y 是 了 在 上 的 限制 函 


数 , 那么 当 x EB 时 ,flg(7z) := f(x)。 如果 zo € 忆 , 并且 f 在 xo 处 是 连续 的 , 证 


明 : flp 也 在 xo 
出 , 如果 f 是 连续 


处 连续 (该 命题 的 逆 命 题 是 否 成 立 ? 请 给 出 解释 )。 由 此 进一步 推导 
衬 的 , 那么 fls 就 是 连续 的 。 因此 , 对 函数 定义 域 的 限制 不 会 破坏 连 


续 性 。( 提 示 : 利 


f(X) 包含 在 
六 长 成 了 有 
的 度量 dy|gxg。 


用 习题 13.1.5。) 


设 1 : 久 一 Y 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 另 一 个 度量 空间 (Y, dy) 的 函数 。 设 X 的 象 


的 某 个 子 集 巨 CY 中 。 设 g: 久 一 万 是 与 了 一 样 的 函数 , 但 值 域 
因此 , 对 所 有 的 ze X, 均 有 g(x) = f(z)。EB 的 度量 是 由 YY 导出 
证 明 : 对 任意 的 zo € X, f 在 zo 处 是 连续 的 ， 当 且 仅 当 9 在 zo 


We 


处 是 连续 的 。 由 此 进一步 推导 出 f 是 连续 的 , 当 且 仪 当 g 是 连续 的 (于 是 , 限制 函数 


的 值 域 不 会 影响 函 


数 的 连续 性 )。 


2 ”连续 性 和 乘积 空间 


给 定 两 个 函数 f: 


和 一 并 和 9:X 一 2 我们 可 以 把 它们 的 直 和 上 @9:X 一 


立 x2 定义 为 f@g(z) := (f(z),g(7x))。 也 就 是 说 , 这 个 函数 在 笛 卡 儿 积 Yx2 中 


取 值 ， 它 的 第 


例如 ， 


一 个 坐标 分 量 是 f(x)， 而 第 二 个 坐标 分 量 是 g(z) (参见 习题 3.5.7) 。 
如 果 f:R 一 R 是 函数 f(z) := 十 3, 并 且 9g:R 一 R 是 函数 g(x) = 4z， 


那么 f@g:R 一 R? 就 是 函数 f @ g(x) := (zx? 十 3,4z)。 直 和 运算 保持 连续 性 。 
引 理 13.2.1 设 f:X 一 R 和 9g:X 一 RR 是 两 个 函数 ，f@g:X 一 R? 是 它 


们 的 直 和 , 并 设 R? 具 


有 了 欧 儿 里 得 度量 。 


(a) 设 zosX, 那么 上 和 59 都 在 zo 处 连续 ,， 当 且 仅 当 f@ 9g 在 zo 处 是 连续 


的 。 
(b) f 和 5 都 是 连 


证 明 : 参见 习题 13.2.1。 


为 了 使 用 这 个 引 理 


续 的 ， 当 且 仅 当 f @g 是 连续 的 。 


LE, 我 们 还 需要 另外 一 个 关于 连续 性 的 结果 。 


引 理 13.2.2 ”加 法 函数 (zx,y) 性 zz 二 人 减法 函数 (z,y) 忆 x -人 乘法 函数 
(z,y) 一 wy、 最 大 值 函 数 (z,y) 一 max(z,y) 以 及 最 小 值 函 数 (zx,y) 一 min(zx,y) 都 
是 从 R? 到 R 的 连续 函数 。 除 法 函数 (z,y) 己 zy 是 从 Rx (R\{0})) = {(z,Y) € 
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R2 :y 关 0} 到 R 的 连续 函数 。 对 于 任意 的 实数 c, 函数 > cz 是 从 及 到 RR 的 连 


续 函 数 。 


证 明 : 参见 习题 13.2.2。 


把 上 面 这 些 引 理 结合 


起 来 , 我 们 就 得 到 : 


推论 13.2.3 设 (X,q) 是 度量 空间 , f :XX 一 RR 和 g: 久 一 RR 是 函数 , 并 设 c 
是 一 个 实数 。 


(a) 


如 果 zo EXX， 且 


f 和 9g 都 在 zo 处 连续 , 那么 函数 /+9:X 一 及 一: 


X—R, jp :X 一 有 max(jhg) :XXX 一 有 min(/g):X 一 及 以 及 
cf :X 一 及 (上 述 定义 参见 定义 9.2.1) 也 都 在 zo 处 连续 。 如 果 对 所 有 的 


ZEX 都 有 9(z) 


夫 0, 那么 f/g :XX 一 RR 也 在 zo 处 连续 。 


(b) 如 果 f 和 g 都 是 连续 的 ,那么 函数 /+9:X 一 R 9:X 一 及 、jr0 
XR、 max(f,g9) :一 R、min(f,g):XX 一 RR 以 及 cf :X 一 RR 也 都 是 


证 明 : 我 们 首先 证 明 
知 ， f@g :一 R? 也 在 


连续 的 。 如 果 对 所 有 的 x e X 都 有 g(x) 关 0, 那么 f/g :XX 一 RR 也 是 连 


(a)。 因 为 f 和 9g 都 在 zo 处 连续 , 所 以 根据 引 理 13.2.1 可 


zo 处 连续 。 另 外 , 由 引 理 13.2.2 可 知 , 函数 (z, 轨 一 Z+Y 
在 R? 中 的 每 一 点 处 都 连续 , 所 以 它 在 f @ 9g(zo) 处 也 是 连续 的 。 如 果 我 们 把 这 两 


个 函数 复合 在 一 起 , 那么 根据 推论 13.1.7 可 知 , f 十 9g :XX 一 R 是 连续 的 。 类 似 的 


论述 可 以 给 


的 方法 进行 论说 


Hf 一 g、fg、max(f,9)、min(f,g) 以 及 cf 的 连续 性 。 为 了 证 明 jy/o 的 
连续 性 , 我 们 首先 利用 习题 13.1.7 把 9 的 值 域 由 R 变 成 R\ {0}, 然后 再 按照 前 面 
E。 结论 (b) 可 以 由 (a) 直接 推出 。 


这 个 推论 让 我 们 能 够 证 明 一 大 类 函数 的 连续 性 。 下 面 我 们 给 出 一 些 例 子 。 


13.2.1 
13.2.2 
13.2.3 


13.2.4 


证 明 引 理 13.2.1。( 
证 明 引 理 13.2.2。 
证 明 : 如 果 f :X 


习 题 


提示 : 利用 命题 12.1.18 和 定理 13.1.4。) 
提示 : 利用 定理 13.1.5 和 极限 定律 (定理 6.1.19)。] 
一 及 是 一 个 连续 函数 ， 那 么 定义 为 | 有 fl(z) := |f(z)| 的 函数 


|f| :XX 一 R 也 是 连续 函数 。 
设 函 数 mi : R? 一 R 和 72 : R22 一 R 分 别 是 函数 (x,9) := x 和 nz(zx,y) := y (这 


两 个 函数 有 时 被 称 


和 及 ”上 的 坐标 函数 )。 证 明 ri 和 mm 都 是 连续 的 。 由 此 进一步 


推出 , 如果 了 : R 一 X 是 映射 到 度量 空间 (X,qd) 的 任意 一 个 连续 函数 ,那么 定义 


为 gq1(z,9) := f(z) 


连续 。 


和 gz(zx,y) := f(y) 的 函数 9:R2 一 和 和 oo:R2? 一 X 也 都 
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13.2.5” 设 n,m > 0 都 是 整数 。 假设 对 每 一 个 0< i<n 和 0<j<m, 我 们 都 有 一 个 实数 
Cijo 构造 函数 P : R?—R 为 : 

P(z,9) := > >》 cor'y 
i=0 j=0 
(这 样 的 函数 被 称 作 二 元 多 项 式 , 一 个 典型 的 例子 是 P(x,y) = 7 十 27Y? 一 2 十 3y1 
6。) 证 明 : P 是 连续 的 。( 提 示 : 利用 习题 13.2.4 和 推论 13.2.3。) 进一步 推出 , 如 果 
f:X 一 R 和 9g :XX 一 R 都 是 连续 函数 , 那么 定义 为 P(f,g)(x) := P(f(7x), g(x)) 
的 函数 P(f,g) : 久 一 R 也 是 连续 的 。 

13.2.6 ” 设 Rm 和 RR” 是 欧 儿 里 得 空间 。 如 果 f:X 一 Rm 和 9g:X 一 R” 都 是 连续 函数 ， 
证 明 f@g:XX 一 Rt” 也 是 连续 的 , 其 中 R” x 及 ”显然 与 及 ”17 是 等 价 的 。 逆 
命题 是 否 成 立 呢 ? 

13.2.7 设 有 > 1, 了 是 N* 的 一 个 有 限 子 集 ， 并 设 c : 了 一 R 是 个 函数 。 构 造 函 数 
P:R* 一 RR 为 : 

P(x1,.. ,zk) := > c(i sin) Ti a 
(i1,.7 in) El 
(这 样 的 函数 被 称 作 k 元 多 项 式 , 一 个 典型 的 例子 是 P(zl, za,z3s) 王 3z3zaz3 一 X223 十 
zi 十 5。) 证 明 P 是 连续 的 。( 提 示 : 对 使 用 归纳 法 , 利用 习题 13.2.6， 以 及 习题 
13.2.5 或 引 理 13.2.2。) 

13.2.8” 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 都 是 度量 空间 , 定义 度量 dxxy : (XxY)x(XxY) 一 [0,co) 

为 : 

dxxy((2,Y), (7,Y)) := dx(z,2") + dy(y,y) 
证 明 : (X x YdxxY) 是 度量 空间 ,并 推出 与 命题 12.1.18 和 引 理 13.2.1 类 似 的 结 
论 。 

13.2.9 设 f:R? 一 R 是 从 R? 到 R 的 函数 ,并 设 (zo0,yo) 是 R? 中 的 点 。 如果 了 在 

(zo,yo) 处 是 连续 的 , 证 明 : 
lim lim supf(x,y)= lim lim sup /f(x,y) = f(xo,vYo) 
Z 一 Z0 YYO YY 一 V0 Z 一 Z0 
和 
lim lim inf f(x,y)= lim lim inf f(x,y) = jzo,yo) 
TTTO 一 V0 一 V0 Z 一 Z0 
(回顾 lim sup f(x):=inf sup f(z) 和 1lim inf f(x):=sup inf jz)。) 特别 
2 一 Z0 7>0lz 一 zol<r 2 一 Z0 7r>0lz 一 z0|<r 
地 , 我 们 有 
lim lim f(x,y)= lim lim f(x,y) 
Z 一 Z0 7 一 V0 一 V0 Z 一 Z0 
上 式 成 立 的 前 提 是 等 号 两 端的 极限 都 存在 。( 注 意 ， 一 般 情 况 下 ， 极 限 并 不 一 定 存 
在 。 例如， 考察 函数 f : R2 一 R。 当 wy 了 0 时 f(z,y)==ysini; 当 wy=0 时 
f(x,y) = 0。) 将 此 结果 与 例 12.2.7 进行 比较 。 
13.2.10” 设 :RR? 一 R 是 一 个 连续 函数 ,证明 : 对 每 一 个 ze R, 函数 yf(z,y) 都 在 


联合 连续 的 函数 f(z,y) 分 别 关于 每 一 个 变量 > 和 y 连续 。 
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13.2.11 设 广 BR2 一 及 是 一 个 函数 , 它 的 定义 如 下 : 当 (x,9) 冯 (0,0) 时 ,f(x,y) := 7; 
当 (zx,y) = (0,0) 时 , f(x,y) = 0。 证 明 : 对 每 一 个 固定 的 ze R, 函数 y 瞩 f(z,y) 
在 及 上 是 连续 的 , 对 每 一 个 固定 的 ye 及, 函数 z 一 f(z,y) 在 及 上 也 是 连续 的 。 
但 是 , 函数 f : R2 一 及 在 R? 上 不 连续 。 这 表明 习题 13.2.10 的 逆 命 题 不 成 立 。 关 
于 两 个 变量 不 联合 连续 的 函数 有 可 能 分 别 关 于 每 一 个 变量 连续 。 


13.3 ”连续 性 和 紧 致 性 


连续 函数 与 定义 12.5.1 中 紧 致 集合 的 概念 有 着 密切 的 联系 。 

定理 13.3.1 (连续 映射 保持 紧 致 性 ) 设 让:X 一 Y 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 
另 一 个 度量 空间 (Y,dy) 的 连续 映射 , 并 设 天 EX 是 X 的 任意 一 个 紧 致 子 集 。 那 
么 天 的 象 f(K) := {f(x) :xeK} 也 是 紧 致 的 。 

证 明 : 参见 习题 13.3.1。 
该 定理 可 以 推导 出 一 个 重要 结论 。 回 顾 一 下 , 定义 9.6.5 给 出 了 函数 f :X 一 
及 . 在 一 点 处 取得 最 大 值 或 最 小 值 的 概念 , 我 们 可 以 把 命题 9.6.7 推广 成 如 下 形式 。 

命题 13.3.2 (最 大 值 原理 ) 设 (X,d) 是 一 个 紧 致 度量 空间 , 并 设 f :XX 一 RR 
是 一 个 连续 函数 ,那么 f 是 有 界 的 。 更 进一步 地 ，f 在 某 个 点 zmax E X 处 取 到 最 
大 值 , 并 且 在 某 个 点 zmin EX 处 取 到 最 小 值 。 

证 明 : 参见 习题 13.3.2。 

注 13.3.3 就 像 我 们 在 习题 9.6.1 中 观察 到 的 那样 , 如 果 X 不 是 紧 致 的 , 那么 
上 述 原 理 就 不 成 立 。 我 们 应 当 把 该 命题 与 引 理 9.6.3 和 命题 9.6.7 进行 比较 。 

紧 致 集合 上 的 连续 函数 还 具有 另外 一 个 优点 : 它们 是 一 致 连续 的 。 我们 把 定义 
9.9.2 推广 成 如 下 形式 。 

定义 13.3.4 (一致 连续 性 ) 设 /: X 一 站 是 从 度量 空间 (X, dx) 到 另 一 个 度量 
空间 (Ydy) 的 上 映射。 如果 对 于 任意 的 s > 0, 都 存在 一 个 6 > 0 使 得 只 要 rz,z EX 
满足 dx(zz') < 6, 就 有 dy(f(zx), jz)) <s， 那么 我 们 称 f 是 一 致 连续 的 。 

每 一 个 一 致 连续 的 函数 都 是 连续 的 , 但 反之 不 成 立 (习题 13.3.3)。 不过, 如 果 
定义 域 X 是 紧 致 的 , 那么 这 两 个 概念 就 是 等 价 的 。 

定理 13.3.5 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 是 两 个 度量 空间 , 并 设 (X, dx) 是 紧 致 的 。 
如 果 请:X 一 Y 是 一 个 函数 , 那么 上 是 连续 的 当 且 仅 当 上 是 一 致 连续 的 。 
证 明 : 如 果 f 是 一 臻 连续 的 ， 那 么 根据 习题 13.3.3 可 知 ，f 也 是 连续 的 。 现 
在 假设 f 是 连续 的 。 固 定 。 > 0， 对 于 任意 的 zo e X， 函 数 f 在 zo 处 都 是 连 
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酒 
到 
岂 
可 
FF 
到 


连续 函数 


dy (f(z), f(z 


且 


其 中 
本 


的 每 一 个 点 zo 都 包含 在 以 它 


天 “到 


0)) < e/2。 由 三 角 


一 和 饼 (可 以 是 无 限 多 个 ) 


球 : 


个 与 zo 有 关 的 5(zo) > 0， 使 得 只 要 dx(z,zo) < 5(zo) 就 有 
` 等 式 可 知 , 这 意味 着 只 要 ze Blxux)(zo,6(zo)/2) 
dx (zx0) < 6(x0)/2， 就 有 dy(f(z), jz)) <e。( 为 什么 ? ) 

现在 考察 


{B(x,ax) (To, 6(70)/2) : ro € X} 


一 个 球 显然 都 是 


的 , 并 且 所 
自身 为 中 ， 


已 


有 这 些 球 
心 的 球 B 


的 并 集 覆 盖 了 X。 
(xdxj(zZzo,0(Zo)/2) 


这 是 因为 X 中 
中 。 那么 根据 定 


zn 使 得 有 限 个 球 Bx,ax)(zj,5(7x;)/2) (7 = 


只 存在 有 限 个 j， 


理 12.5.8 可 知 , 存在 有 限 个 点 xz1,…， 
，,… ,nn) 覆盖 X: 
COcaxj(tzZ7 90Z7)/2) 
此 时 令 6 := min” 1 6(zj)/2。 因 为 任意 的 6(z;) 都 是 正 的 ， 并 


所 以 5 > 0。 现在 设 zx、x 是 X 中 满足 dx(zz) < 5 的 有 
个 球 Boxax)j(zi0(zj)/2) 复 


13.3.1 
13.3.2 
13.3.3 


13.3.4 


13.3.5 


13.3.6 


覆 靖 X， 所 


以 其 中 必定 存在 一 个 1 < 
Bxax) (zi,6(z;)/2)。 叉 由 dx(x,2') <6 可 知 , dx(x,2 ) < 6(z;)/2。 那么 根据 前 面 
的 讨论 可 得 , dy(f 
就 有 dy(f(z), f(z 


F 意 两 点 。 由 于 有 限 


7 志 n 使 得 x e 


f(z), f(z)) < e。 于 是 我 们 找到 了 一 个 6 使 得 只 要 dx(x,2') < 6， 
小) < s。 这 样 就 完成 了 对 一 致 连续 性 的 证 明 。 
习 题 
证 明定 理 13.3.1。 
证 明 命 题 13.3.2。( 提 示 : 修改 命题 9.6.7 的 证 明 过 程 。) 
证 明 : 每 一 个 一 致 连续 的 函数 都 是 连续 的 ,并 举例 说 明 : 并 非 所 有 的 连续 函数 都 是 一 
致 连续 的 。 


设 (X,dx)、(Y,dy) 和 (2,dz) 都 是 度量 空 
明 : gof :和 一 2 也 是 一 
设 了 :XX 一 R 和 g:X 一 R 都 是 一 臻 连续 的 函数 。 
(f(z),g(zx)) 的 直 和 f@g :XX 一 R? 是 一 致 连续 的 。 

法 函数 (z,y) 五 2 一 y 都 是 从 R? 到 R 的 一 致 连 


个 一 致 连续 的 函数 。 证 
设 (X,dx) 是 一 个 度量 空间 ， 并 
证 明 : 定义 为 f @ g(x) := 
证 明 : 加 法 函数 (zx,y) =* z 十 y 和 调 
续 函 数 , 但 
和 9g :XX 一 R 是 度量 空间 (X 
f -9:X 一 及 也 是 一 致 连续 
max(f,g)、 min(f,9)、 f/g 和 cf (E 


乘法 函数 (zx,y) 性 zy 不 是 一 致 连续 


的 。 举 例 


的 。 
,d) 上 的 一 致 连续 


间 ， 并 设 f :对 一 和 g:Y 一 2 是 两 
致 连续 的 。 


说 明 Fo :X 一 及. 不 一 


已 
可 


步 推导 出 , 如 果 上 上: X 一 及 
数 ,， 那么 f+g:XX 一 R 和 
定 是 一 致 连续 的 。 对 于 


进 
区 


其 中 c 是 实数 )， 


情况 又 如 何 呢 ? 
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13.4 连续 性 和 连通 性 
现在 , 我 们 来 介绍 度量 空间 中 另 一 个 重要 的 概念 , 即 连通 性 。 


定义 13.4.1〈 连 通 空 间 ) 设 (X,d) 是 一 个 度量 空间 , 我 们 称 X 是 不 连通 的 ， 


当 且 仅 当 在 X 中 存在 两 
之 ，X 是 不 连 


连通 的 , 当 


个 不 相交 的 非 空 开 集 Y 和 W 使 得 VUW = X。( 换 言 
通 的 ， 当 且 仅 当 X 包含 一 个 既 闭 又 开 的 非 空 真子 集 。) 我 们 称 X 是 


日 仅 当 X 非 空 且 不 是 不 连通 的 。 


需要 注意 的 是 , 空 集 g 是 一 种 特殊 情况 。 它 既 不 是 连通 的 , 也 不 是 不 连通 的 。 


我 们 可 以 认为 空 集 是 “无 连通 性 的 ”。 


例 13.4.2 考虑 具有 通常 度量 
因为 集合 [1,2| 和 [3,4 


的 集合 X := [1, 2]U[3, 丁 。 这 个 集合 是 不 连通 的 ， 


是 X 中 的 开 集 。( 为 什么 ? ) 


从 直观 上 看 , 一 个 不 连通 的 集合 可 以 被 划分 成 两 个 不 相交 的 开 集 , 而 一 个 连通 


的 集合 则 无 法 进行 


这 样 的 划分 。 我 们 定义 了 “一 个 度量 空间 是 连通 的 ”概念 , 我 们 


还 可 以 定义 “一 个 集合 是 连通 的 ”概念 。 


定义 13.4.3 (连通 集 ) 设 (X,， 


d) 是 一 个 度量 空间 , 并 设 Y 是 X 的 子 集 。 我们 


称 Y 是 连通 的 ， 当 且 仅 当 度量 空间 (Y, dlyxy) 是 连通 的 。 我 们 称 Y 是 不 连通 的 ， 


当 且 仅 当 度量 空间 (Y, dlyxy) 是 不 连通 的 。 


注 13.4. 


而 与 Y 所 在 


4 ”这 个 定义 是 内 在 的 , 集合 了 是 不 是 连通 的 只 取决 于 Y 上 的 度量 
的 环绕 空间 X 无 关 。 


述 实 直线 上 的 连通 集 是 比较 容易 的 。 


定理 13.4.5 设 X 是 实 直 线 R 的 子 集 , 那么 下 述 命题 是 等 价 的 。 


(a) X 是 连通 的 。 


(b) 只 要 X,YyEX 
(c) X 是 一 个 


且 z< 2 那么 区 间 [z,y] 就 包含 在 X 中 。 
区 间 (在 定义 9.1.1 的 意义 之 下 )。 


证 明 : 我 们 首先 证 明 (a) 蔓 涵 着 (b)。 设 X 是 连通 的 。 利用 反 证 法 , 假设 我 们 


可 以 在 X 中 找到 两 点 z <y 使 得 [x,yl] 不 包含 在 X 中 。 于 是 , 我 们 能 


实数 z <z<y 合 得 zgXX。 因此 ， 


但 由 于 这 两 个 集合 都 是 非 空 的 〈 因 


够 找到 一 个 
集合 (-oo,z)nX 和 (>z,+col)mX 就 覆盖 了 X。 
为 它们 分 别 包 含 了 x 和 wy), 而 且 它 们 都 是 XX 中 


人 


的 开 集 , 所 以 X 是 不 连通 的 , 这 就 产生 了 矛盾 。 
现在 ,我 们 证 明 (b) 蕴涵 着 (a)。 设 X 是 一 个 满足 性 质 (b) 的 集合 。 利 用 反 


证 法 , 假设 X 是 不 连通 的 。 于 是 , 我 们 能 够 在 X 中 找到 两 个 不 相交 的 非 空 开 集 


V 和 W 使 得 VUW = 六 。 因 为 V 和 W 都 是 非 空 的 ， 所 以 我 们 可 以 选取 x e 了 


:280 ， 


小 
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和 weW。 叉 
2Z <y。 那么 根据 性 
考察 集合 [x,y| 站 V。 这 是 一 个 非 空 的 ( 


有 上 确 


显然 有 z€ [zx,yj， 从 而 就 有 > < X。 
那么 z 关 vy (因为 ye W, 而 且 V 和 W 是 不 相交 的 )。 但 由 于 
而 了 又 包含 [x,yj]， 所 以 在 VV 中 存 有 


的 上 确 界 相 矛盾 。 现 在 假设 ze W, 那么 z 送 ( 


上 由 


z := sup(lz,y] NV) 
因此 ， 要 入 .ZEY; 要 人 么 2 € W。 先 假设 z EV， 
FV 是 X 中 的 开 集 ， 


因为 V 和 W 是 不 相交 的 ,所 以 zz 入 y。 不 失 一 般 性 地 , 我 们 不 妨 设 
E 质 (pb), 整个 区 间 [z,y] 被 包含 在 X 中 。 


因为 它 含 有 xz) 有 界 集 。 于是, 它 


一 个 球 Bl(ly,y,a) (2,7)o 而 这 与 z 是 [x,y NV 
因为 ze V, 而 且 V 与 W 是 不 


相交 的 )。 但 由 于 W 是 久 中 的 开 集 , 而 XX 又 包含 [zz 如 ， 所 以 在 W 中 存在 一 个 


球 Bislw(z17)。 而 这 同样 与 z 是 [zx, 引 my 的 上 确 界 相 矛 盾 。 


F 是， 我 们 在 每 一 


种 情形 下 都 得 出 了 矛盾 , 这 意味 着 X 不 可 能 是 不 连通 的 , 所 以 X 一 定 是 连通 的 。 


我 们 还 需要 
连续 


渡 地 


证 明 : 参见 习题 13.4.4。 


连续 映射 。 设 互 是 X 的 人 有 
是 


上述 结论 可 以 推出 一 个 重要 的 结论 , 那 就 是 介 值 定理 , 它 
推论 13.4.7 ( 介 值 定理 ) 设 f :一 R 是 从 度量 空间 (X, dx) 到 实 直 线 及 的 
b 是 五 中 任意 两 个 元 素 ， 并 设 y 


E 明 (b) 和 (c) 是 等 价 的 , 对 这 部 分 的 证 明 留 作 习 题 13.4.3。 
函数 把 连通 集 映射 成 连通 集 。 

定理 13.4.6( 连 续 性 保持 连通 愧 
空间 (Y,dy) 的 连续 映射 ， 并 设 是 X 的 人 
通 的 。 


FE) 设 f: 一 Y 是 从 度 


量 空间 (X,dx) 到 度 
E 意 一 个 连通 子 集 。 那 么 f(B) 也 是 


广 了 定理 9.7.1。 


F 意 一 个 连通 子 引 


证 明 : 参见 习题 13.4.5。 


13.4.1 


13.4.2 


13.4.3 
13.4.4 


设 (X, daisc) 是 具有 离散 度量 的 度量 


两 个 元 素 。 证明: 妃 是 不 连通 藤 


设 7 :和 一 了 是 从 度量 空 上 


证 明 : 定理 13.4.5 中 的 命题 


介 于 f(a) 和 f(b) 之 间 的 实数 ,也 就 是 说 f(a) < y < f(b) 或 者 f(a) > y > f(b)。 
那么 存在 ce 忆 使 得 f(c) =y。 


空间 , 设 瓦 是 X 的 子 集 , 并 且 EB 中 人 至少 全 有 


| (X, d) 到 度量 空间 (Y, daisc) 的 函数 , 其 中 (X,d) 是 


连通 的 空间 ， (六 daisc) 具有 离散 度量 。 训 
数 。( 提 示 : 利用 习题 13.4.1。) 


FE 明 : 站 是 连续 的 ， 当 


仅 当 /是 常数 了 


证 明定 理 13.4.6。( 提 示 : 定 玉 


1 13.1.5 (c) 中 对 连续 性 的 表述 是 最 便于 使 用 的 。) 


13.5 ”拓扑 空间 ( 选 学 ) .281 ， 


13.4.5 ”利用 定理 13.4.6 证 明 推 论 13.4.7。 

13.4.6 ” 设 (X,q) 是 一 个 度量 空间 , (Eu)juer 是 六 中 的 一 簇 连通 集 , 并 设 门 Bp。 是 非 空 的 。 
证 明 ，U 是 连 通 的 。 CT 

CE 

13.4.7” 设 (X,d) 是 一 个 度量 空间 , 并 设 忆 是 X 的 子 集 。 我 们 称 EB 是 道路 连通 的 , 当 且 仅 
当 对 于 任意 的 z,y € 忆 , 存在 一 个 从 单位 区 间 [0, 1] 到 EB 的 连续 函数 y : [0,1] 一 瑟 
使 得 y(0) = xz, 7(1) = y。 证 明 : 每 一 个 道路 连通 的 集合 都 是 连通 的 。( 逆 命题 不 成 
立 , 证 明 这 一 点 需要 一 些 技巧 , 此 处 不 再 详 述 。) 

13.4.8 ” 设 (X dg) 是 一 个 度量 空间 , 并 设 轧 是 六 的 子 集 。 证明: 如 果 EE 是 连通 的 , 那么 媚 
的 闭 包 互 也 是 连通 的 。 逆 命题 是 否 成 立 ? 

13.4.9 ” 设 (X,q) 是 一 个 度量 空间 。 我 们 定义 一 个 关上 的 关系 zx ~ y。 称 x ~ y， 当 且 仪 当 
在 X 中 存在 一 个 同时 包含 zx 和 的 连通 子 集 。 证明: 这 是 一 种 等 价 关 系 (也 就 是 
说 , 它 满足 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 公理 )。 另外, 证 明 : 这 种 关系 的 等 价 类 ( 即 形 如 
{y € 针 :yy ~ Xx} 的 集合 , 其 中 ze X) 全 是 连通 的 闭 集 。( 提 示 : 利用 习题 13.4.6 
和 习题 13.4.8。) 这 些 集 合 被 称 作 X 的 连通 分 支 。 

13.4.10 ”结合 命题 13.3.2 和 推论 13.4.7, 推导 出 关于 紧 致 连通 区 域 上 的 连续 函数 的 定理 , 它 

推广 了 推论 9.7.4。 


13.5 ”拓扑 空间 ( 选 学 ) 


基础 对 象 。 


天 


是 


概念 。 因此， 尽 
F 球 和 开 集 的 概念 ,但 


度量 空间 的 概念 可 以 推广 为 拓扑 空间 的 概念 。 这 种 推广 并 没有 把 度量 d 看 作 
事实 上 , 在 一 般 的 拓扑 空间 中 根本 不 存在 度量 , 而 是 把 开 集 簇 当 作 基 本 

管 我 们 在 度量 空间 中 首先 引入 了 度量 d, 然后 利用 度量 依次 定义 了 

在 拓扑 空间 中 ,我 们 却 是 从 开 集 的 概念 开始 的 。 事 实证 明 ， 

如 果 从 开 集 入 手 ， 那 么 我 们 就 没有 必要 重新 构造 “ 球 ” 和 度量 这 些 有 用 的 概念 了 


( 


在 本 


然 ， 对 拓扑 空间 更 加 全 


学 教材 。 


定义 13.5.1〈 拓 扑 空间 ) 
个 集合 , 而 和 大 C 2X 是 X 的 一 个 子 集 侯 ,该 集 侯 


因此 , 并 非 所 有 的 拓扑 空间 都 是 度量 乞 
义 前 几 节 中 的 放 
所 吕 


FP, 我 们 根本 用 不 到 拓扑 空间 , 所 以 在 这 里 


5 间 )。 不 过 值得 注意 的 是 , 我 们 仍然 可 以 定 


对 它 进行 简单 的 介绍 。 当 


的 研究 可 以 参阅 任何 一 本 拓扑 学 教材 或 者 更 高 等 的 分 析 


日 


是 一 个 有 序 对 (X, 太 ), 其 中 久 是 


一 个 拓扑 空间 就 


还 必须 满足 如 下 性 质 。 


。 空 集 @ 和 整个 集合 X 都 是 开 集 ; 换言之 , ge 丰 
。 任 意 有 限 多 个 
元 素 , 那么 全 


FP 的 元 素 叫 作 开 集 。 此 外 , 集 复 和 


XEI。 


Nn 


集 的 交 都 是 开 集 ; 换言之 ， 如果 WW，… 


,Vn 都 是 三 中 的 
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在 
记 


们 


。 任意 多 个 开 集 的 并 都 是 开 集 (包括 无 限 并 的 情况 ); 换言之 , 如 果 (Va)aer 
是 天 中 的 一 簇 集合 , 那么 WJ Vo 也 属于 丰 。 
QET 


很 多 情况 下 , 开 集 篮 入 能 够 由 上 下 文 推导 出 , 所 以 我 们 常 把 拓扑 空间 (X, 六) 简 


为 XX。 


三 


命题 12.2.15 可 以 看 出 ， 


2 
每 一 个 度量 


空间 (X,d) 都 是 一 个 拓扑 空间 (倘若 我 


让 三 等 于 (X,d) 中 全 体 开 集 构成 的 集 簇 )。 然 而, 的 确 存 在 一 些 拓扑 空间 , 它们 


无 法 由 度量 空间 产生 (参见 习题 13.5.1 和 习题 13.5.6)。 


= 


利 


EE 


概念 的 类 比 推导 而 来 的 。 其 


中 包含 z 的 开 集 。 


的 邻 域 。 
定义 13.5.4( 拓 扑 收敛 ) 设 mm 是 一 个 整数 , (X, 三 ) 是 一 个 拓扑 空间 , (zx)% 
是 X 中 的 点 列 , 并 设 xz 是 X 中 的 点 。 我 们 称 (xz 中 )%_,, 收敛 于 z， 当 且 仅 当 对 于 
z 的 每 一 个 邻 域 了 ， 都 存在 一 个 N > m 使 得 对 所 有 的 郊 > N 均 有 zo) <T。 

这 个 概念 与 度量 空间 中 收敛 的 概念 是 一 致 的 (习题 13.5.2)。 于 是 , 我 们 可 以 
问 该 极限 是 否 具有 唯一 性 这 个 基本 性 质 (命题 12.1.20)。 如 果 拓 扑 空 间 满足 另 一 个 


被 称 为 豪 斯 道夫 特性 的 怕 


现在 , 我 们 在 拓扑 空间 中 建立 一 些 概念 , 这 些 概 念 是 通过 对 本 章 及 上 一 章 中 各 


Ph， 球 的 概念 必须 用 邻 域 的 概念 来 蔡 换 。 


例 13.5.3 如 果 (X,q) 是 一 个 度量 空 | 


定义 13.5.2《〈 邻 域 ) 设 (X, 大) 是 一 个 拓扑 空间 , 并 设 re X。z 的 邻 域 是 指 


间 ， EX 且 7>0， 那么 B(x,7) 就 是 z 


E 质 , 那么 对 这 个 问题 的 回答 通常 就 是 肯定 的 。 然 而 , 对 于 


其 他 的 拓扑 , 回答 可 能 是 否定 的 。 参见 习题 13.5.4。 
定义 13.5.5〈 内 点 、 外 点 和 边界 点 ) 设 (X, 开 ) 是 拓扑 空间 , BB 是 XX 的 子 集 ， 


并 设 zo 是 六 中 的 点 。 如果 存 召 


马 的 内 点 。 如 果 存 在 xo 的 一 个 邻 域 V 使 
点 。 如 果 zo 既 不 是 EB 的 内 点 也 不 是 妃 的 外 点 , 那么 我 们 称 zo 是 的 边界 点 。 
这 个 定义 与 度量 空间 中 相应 的 概念 是 一 致 的 (习题 13.5.3)。 

定义 13.5.6( 闭 包 ) 设 (X, 大) 是 拓扑 空间 , BB 是 匀 的 子 集 , 并 设 zo 是 和 X 
中 的 点 。 如 果 zo 的 每 一 个 邻 域 V 都 与 有 非 空 的 交集 ,那么 我 们 称 zo 是 巨 的 


附着 点 。! 


些 部 分 类 上 


FE wo 的 一 个 邻 域 了 使 得 了 C 五 ,那么 我 们 称 xo 是 
导 VNE = C, 那么 我 们 称 zo 是 请 的 外 


已 的 全 体 附 着 点 所 构成 的 集合 被 称 为 五 的 闭 包 , 记 作 五 。 


有 一 个 定理 12.2.10 的 部 分 类 比 , 参见 习题 13.5.10。 


这 与 度量 空 


在 拓扑 空间 (X, 和 大) 中 , 我 们 定义 集合 K 是 闭 的 , 当 且 仅 当 它 的 补 集 X\ 天 是 
开 的 ; 由 命题 12.2.15(e) 可 知 ， 
也 是 成 立 的 〈 参 见习 题 13.5.11)。 


间 的 定义 是 一 致 的 。 对 命题 12.2.15 的 某 


13.5 


拓扑 空间 ( 选 学 ) .283 . 


我 们 定义 fy := {VNY :Ve 了 }, 


为 了 定义 相对 拓扑 的 概念 , 我 们 不 能 使 用 定义 12.3.3 
但 我 们 可 以 利用 命题 12.3.4 作为 出 发 点 。 
《相对 拓扑 ) 设 (X, 大) 是 一 个 拓扑 空间 , 并 设 了 是 X 的 子 集 。 


定义 13.5.7 


并 把 它 称 作 由 (X, 大) 导出 的 上 的 拓扑 。 我 们 


称 (Y, Fy) 是 (X 大 ) 的 拓扑 子 空间 。 实际 上 , (YFy) 就 是 一 个 拓扑 空间 ， 参 见习 
题 13.5.12。 


部 分 类 比 是 成 立 


开 集 的 前 象 都 是 


接 下 来 , 我 们 定义 连续 性 的 概念 。 
定义 13.5.8 (连续 函 数 ) 设 (X, Fx) 和 (Y, fy) 都 是 拓扑 空间 , f: 久 一 Y 是 
一 个 函数 ,并 设 zo € X。 我 们 称 f 在 zo 处 是 连续 的 ， 当 上 且 仅 当 对 于 f(xo) 的 每 一 
个 邻 域 了， 都 存在 一 个 zo 的 邻 域 0 使 得 f(V) ET。 我 
当 三 在 每 一 点 ze X 处 都 连续 。 

该 定义 与 定义 13.1.1 是 一 致 的 (习题 13.5.15) 。 对 定理 13.1.4 和 定理 13.1.5 的 


命题 12.3.4 可 以 看 出 , 这 个 概念 与 度量 空间 中 相应 的 概念 是 一 致 的 。 


集 。 


遗憾 的 是 , 在 


定义 13.5.9 


们 称 f 是 连续 的 ， 当 且 仅 


的 《习题 13.5.16) 。 特 别 地 ， 一 个 函数 是 连续 的 ， 当 且 仅 当 每 一 个 


拓扑 空间 中 不 存在 柯 西 序列 、 完备 空间 


和 有 界 空间 的 概念 。 但是， 


拓扑 空间 中 一 定 有 紧 致 空间 的 概念 , 我 们 可 以 从 定理 12.5.8 出 发 来 考察 这 部 分 内 容 。 


( 紧 致 拓扑 空间 ) 设 (X, 开 ) 是 一 个 拓扑 空间 。 如 果 X 的 每 一 个 


RH 


， 如 果 


和 命题 13.3.2 (习题 13.5.17)。 但 拓扑 空间 
BE 13.3.5 进行 类 比 。 


法 对 定型 


F 履 盖 都 有 一 个 有 限 子 引 盖 ， 那 么 我 们 称 空间 (X, 大) 是 紧 致 的 。 设 了 是 X 的 子 
(X, 太 ) 导出 的 Y 上 的 拓扑 空间 是 紧 致 的 , 那么 我 们 称 Y 是 紧 致 的 。 


紧 致 度量 空间 中 的 许多 基本 事实 在 紧 致 拓扑 空间 中 仍然 成 立 , 尤其 是 定理 13.3.1 


通过 逐 字 地 习 


没有 一 致 连续 的 概念 ， 所 以 我 们 无 


EE 复 定义 13.4.1 和 定义 13.4.3( 但 要 月 


12.3.3), 我 们 还 可 以 定义 连通 性 的 概念 。13.4 节 中 的 许多 
仍然 成 立 。( 其 中 的 证 明 几 乎 不 需要 做 任何 改变 !) 


13.5.1 


13.5.2 


X 上 的 平凡 拓扑 )。 如 果 X 中 包含 不 止 一 个 元 素 , 训 


设 X 是 一 个 集合 ， 


习 题 


日 定义 13.5.7 来 代替 定义 
结论 和 习题 在 拓扑 空间 中 


开设 三 := {C,X}。 证 明 :(X, 下) 是 一 个 拓扑 空间 CF 被 称 为 


定义 一 个 度量 d 来 得 到 。 订 


FE 明 : 平凡 拓扑 无 法 由 在 X 上 
FE 明 : 这 个 拓扑 空间 既是 紧 致 的 又 是 连通 的 。 
设 (X,d) 是 一 个 度量 空间 (从 而 也 是 一 个 拓扑 空间 )。 证 明 : 定义 12.1.14 和 定义 
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13.5.3 


13.5.4 


13.5.5 


13.5.6 


13.5.7 


13.5.8 


13.5.9 


13.5.4 中 的 序列 收敛 概念 是 一 致 的 。 


设 (X,d) 是 一 个 度量 空间 (从 而 也 是 一 个 拓扑 空间 )。 训 


13.5.5 中 的 内 点 、 外 点 和 边界 点 的 概念 是 一 致 的 。 
设 (X, 大) 是 一 个 拓扑 空间 。 如 果 对 于 任意 两 个 不 同 的 点 z,y € X， 都 存在 x 的 邻 
,那么 (X, 大) 就 被 称 为 豪 斯 道夫 空间 。 证 


域 V 和 vy 的 邻 域 W 使 得 VNW = 


折 道 夫 空 间 的 例子 , 使 得 命题 12.1.20 


空间 都 是 察 斯 道夫 空间 。 非 壹 斯 道夫 拓扑 空间 有 


多 大 价值 。) 


F 明 : 定义 12.2.5 和 定义 


明 : 每 一 个 由 度量 空间 生成 的 拓扑 空间 都 是 豪 斯 道夫 空间 。 证明， 
是 豪 斯 道夫 空间 。 证明: 对 于 豪 斯 道夫 空间 , 命题 12.1.20 的 类 比 成 立 。 举 一 个 非 豪 


平凡 拓扑 空间 不 


不 成 立 。( 实 际 上 ,我 们 遇 到 的 绝 大 多 数 拓扑 


些 病态 倾向 , 所 以 研究 它们 没有 


设 X 是 任意 给 定 的 一 个 全 序 集 , 它 具 有 序 关 系 <。 称 集合 VC X 是 开 的 , 如 果 对 
于 任意 的 ze V, 总 能 在 V 中 找到 一 个 集合 {y €E XX:a <y<0b} (其 中 a,b€E XX)， 
或 者 {ye :a< 人 让 (其 中 ae 久 ), 或 者 {fyeX:y< 中 (其 中 6。 
空间 X, 使 得 x 被 包含 在 其 中 。 设 下 是 由 关中 全 体 开 集 构成 的 集 


是 一 个 拓扑 空间 (天 被 称 为 全 序 集 (X,<) 上 的 序 拓扑 ), 并 


合 。 证 明 : (X, 万 ) 


1 该 空间 是 习题 13.5.4 


意义 下 的 豪 斯 道夫 空间 。 证 明 : 在 实 直线 及 上 (具有 标准 的 序 < 


拓扑 ( 即 由 标准 度量 生成 的 拓扑 ) 是 一 


上 ,证 明 : R 是 具有 边界 { 一 co, +co} 


致 的 。 如 果 把 这 个 拓扑 应 用 到 广义 实 直 线 R* 


), 序 拓扑 与 标准 


FP 的 数列 (从 而 也 


的 开 集 。 设 (zn)Ei1 是 RR 


是 R* 中 的 数列 ), 证 明 : zn 收敛 于 + 


小 二 
仅 当 lim sup zn = 一 co。 


也 一 Co 


Ik 


Oo， 


co， 当 且 仅 当 lim inf x = 


X 是 一 个 不 可 数 集 , 并 设 大 是 由 X 中 所 有 满足 下 列 条 件 的 子 集 EB 构成 的 集 秘 : 媚 


要 么 是 空 集 , 要 么 是 余 有 限 的 (也 就 是 说 X \ E 是 有 限 的 )。 证 明 : (X, 大) 是 一 个 


拓扑 空间 CF 被 称 作 X 上 的 余 有 限 拓扑 )， 它 不 是 习题 13.5.4 意义 下 的 豪 斯 道夫 


空间 , 但 它 是 紧 致 的 连通 空间 。 此 外 ， 


包含 z 的 开 集 构成 的 集 秘 ， 那么 门 V 六 {z}。 据 此 证 明 : 余 有 限 拓扑 空 


在 X 上 定义 一 个 度量 d 来 得 到 。 (提示: 在 度量 空间 中 , 集合 月 B(z, 1/m) 等 于 什 
tl 


人 入? ) 
设 X 是 一 个 不 可 数 集 ， 并 设 下 是 
簇 : 到 要 么 是 空 集 ， 要 么 是 余 可 数 的 ( 


证 明 : 如 果 zEeX 并且 (W 


) 污 1 是 由 可 数 个 


| 


无 法 由 


X 中 所 有 满足 下 列 条 件 的 子 集 五 构成 的 集 


即 了 X\B 是 至 多 可 数 的 )。 训 


E 明 : (X,F) 是 一 


个 拓扑 空间 (三 被 称 为 X 上 的 余 可 数 拓扑 ), 它 不 是 习题 13.5.4 意义 下 的 豪 斯 道夫 


空间 , 它 是 一 个 连通 空间 , 但 它 不 能 


由 度量 空间 生成 , 而 且 它 也 不 


是 紧 致 的 。 


证 明 : 存在 一 个 不 可 数 的 良 序 集 wi + 1， 它 的 最 大 元 素 为 co， 并 且 对 所 有 的 y 
wi 十 1\ {00}, 起 始 段 {x € wi 十 1 :x < 都 是 可 数 的 。 (提示: 利用 习题 8.5.19 对 
然后 再 添加 上 最 大 元 素 co。) 如 果 给 wi 十 1 


实数 排序 , 取 全 体 可 数 起 始 段 的 并 集 ， 


一 个 序 拓扑 (习题 13.5.5), 证 明 : wi 十 1 是 紧 致 的 。 但 是 , 并 非 所 有 的 序列 都 存在 


收敛 的 子 序列 。 


设 (X, 大) 是 一 个 紧 致 的 拓扑 空间 。 假设 这 个 空间 是 第 一 可 数 的 , 也 就 是 说 , 对 于 任 
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13.5.10 


13.5.11 


13.5.12 


13.5.13 


13.5.14 
13.5.15 


13.5.16 


13.5.17 


的 ze 六, 存在 


各 澳 


1 对 


间 , 证 明 : 命题 


是 不 成 立 的 。 


巴 推论 12.5.9 
巴 定理 12.5.10 志 


4 
和 


域 都 包含 该 邻 域 禾 


证 明 : 定义 13.5.7 了 
佳 广 到 拓扑 空间 中 的 紧 致 旨 
空间 中 的 紧 致 集合 上 。 

个 度量 空间 (从 而 也 是 拓扑 空间 )。 订 


住 广 到 拓 才 
设 (X,dx) 和 (Y, dy) 是 下 


中 的 一 个 你 。 订 


FE 明 : 已 是 


比 : (c) 蕴涵 着 ( 


媚 包 含 其 全 


| 说 明 ， 


体 附着 点 。 证 明 : 


定义 直接 推出 )。 如 果 假 设 X 是 一 个 罕 
X 不 是 豪 斯 道夫 空间 时 , (d) 


> 


FP 的 序 对 (到 Fr) 的 确 是 一 个 拓扑 空间 。 


ll 合 上 ， 


2 的 可 数 个 邻 域 六 ,V2,… 构成 的 邻 域 簇 , 使 得 x 的 任意 一 个 
F 明 : X 中 的 每 一 个 序列 
(修改 习题 12.5.11)。 解释 这 为 什么 不 与 习题 13.5.8 相 矛 盾 。 
证 明 命 题 12.2.10 在 拓扑 空间 中 的 下 述 部 分 类 

(b) 是 等 价 的 。 证 明 : 在 习题 13.5.7 的 余 可 数 拓扑 空间 中 ,，(a) 和 (b) 同时 成 立 , 但 
(c) 不 成 立 的 情况 是 有 可 能 发 生 的 。 

设 马 是 拓扑 空间 (X, 太 ) 的 子 集 。 启 
是 马 的 内 点 。 马 是 闭 的 , 当 且 仅 当 
的 类 比 成 立 (其 中 某 些 结论 可 以 
12.2.15(d) 的 类 比 也 成 立 。 举 侦 


都 有 一 个 收敛 的 子 序 


a) 和 (b), 而 (a) 和 


F 的 ， 当 且 仅 当 马 中 的 每 一 个 元 素 都 
命题 12.2.15(e)~(h) 


斯 道夫 空 


E 明 : 定义 13.1.1 和 


定义 13.5.8 中 函数 f :XX 一 了 的 连续 性 概念 (在 一 点 处 的 连续 概念 以 及 在 整个 定 


义 域 上 的 连续 概念 ) 是 一 
理 13.1.4 推 
不 容易 )。 证 明 : 如 果 把 定理 


立 , 但 构造 一 个 反例 


的 


(a)、(c)、(d) 是 两 
要 证 明 这 一 点 比较 


两 等 价 的 , 它们 都 缠 洱 | 
困难 )。 
把 定理 13.3.1 和 命题 13.3.2 推广 到 拓扑 空间 


到 拓扑 空间 中 , 那么 (a) 就 蕴涵 了 (b) 〈 逆 命题 不 成 


13.1.5 推广 到 拓扑 空间 中 , 那么 


首 (b) ( 


的 紧 臻 集合 上 。 


同样 ， 逆 向 的 列 涵 关系 不 成 立 ,， 想 
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在 前 两 章 中 , 我 们 已 经 介绍 了 度量 空间 (X,dx) 中 的 点 列 (z 中 )%2, 收敛 于 极 
限 z 的 含义 。 它 指 的 是 lim dx(zto,z) =0, 换言之 , 对 于 任意 的 。> 0, 存在 一 个 
N > 0 使 得 对 所 有 的 n> N 都 有 dx (2 中 ,zx) < e。 (我们 还 把 收敛 的 概念 推广 到 了 
拓扑 空间 (X, 大) 中 ,但 本 章 主要 研究 度量 空间 。) 
在 本 章 中 , 我 们 将 考察 从 一 个 度量 空间 (X, dx) 到 另 一 个 度量 空间 (Y,dy) 的 
函数 序列 (fo)se ， 收 伊 的 含义 。 换 言 之, 我们 有 一 个 函数 序列 1 中， /2 其 中 
每 一 个 fo :和 了 都 是 从 XX 到 了 的 函数 。 我们 要 问 的 是 , 该 函数 序列 收敛 于 
某 个 极限 函数 / 是 什么 意思 。 

实际 上 , 函数 序列 收 化 有 若干 个 不 同 的 概念 。 我 们 在 这 里 介绍 两 个 最 重要 的 概 
念 : 逐 点 收敛 和 一 致 收 全 (还 存在 一 些 其 他 类 型 的 收敛 , 比如 LI 收敛 、z2 收敛 、 
依 测度 收敛、 几乎 处 处 收 伍 等 ,但 这 些 内容 超 出 了 本 书 的 范围 )。 这 两 个 概念 是 相 
互 关联 的 , 但 并 不 完全 相同 。 它 们 之 间 的 关系 有 点 类 似 于 连续 性 和 一 致 连续 性 之 间 
的 关系 。 
只 要 能 弄 清楚 函数 序列 收敛 的 含义 ,我们 也 就 知道 了 像 lim /0 = 这样 的 
表达 式 的 意思 , 进而 就 可 以 问 这 些 极限 是 如 何 与 其 他 概念 相互 作用 的 。 例 如 , 我 们 
已 经 有 了 函数 极限 值 的 概念 ，， lim。、f(2)。 那么 我 们 能 否 交 换 下 面 两 个 极限 运算 
的 次 序 呢 ? 


lim lim f(z)= lm lim f(z) 


N00 I— TOTEX TTX0;TEX 见 一 co 
我 们 将 看 到 , 答案 取决 于 函数 序列 1 的 收敛 类 型 。 我 们 还 会 遇 到 类 似 的 问题 , 包 
括 交 换 极 限 运算 与 积分 运算 的 次 序 , 交换 极限 运算 与 求 和 运算 的 次 序 , 以 及 交换 求 
和 运算 与 积分 运算 的 次 序 。 


14.1 函数 的 极限 值 


在 讨论 函数 序列 的 极限 之 前 , 我 们 首先 来 看 一 个 与 之 类 似 但 又 不 同 的 概念 , 即 
函数 的 极限 值 。 我 们 只 在 度量 空间 中 讨论 这 一 点 ， 但 拓扑 空间 中 也 有 类 似 的 概念 
(习题 14.1.3)。 

定义 14.1.1 (函数 的 极限 值 ) 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 是 两 个 度量 空间 , 瓦 是 X 
的 子 集 ， 并 设 f : X 一 了 是 一 个 函数 。 设 zo e XX 是 万 的 附着 点 ,， 且 LEY。 如 


I 


14.1 函数 的 极限 值 .287. 


果 对 于 任意 的 s > 0, 都 存在 一 个 5 > 0 使 得 只 要 ze 五 满足 dx(z,zo) < 65， 就 有 
dyr(jz), 万 < es， 那么 我 们 称 当 x 沿 着 EB 收敛 于 zo 时 f(z) 沿 着 YY 收敛 于 工 ， 
并 记 作 lim 7(z) = 工 。 
2 一 Z0ZE 巴 

注 14.1.2 在 上 述 定义 中 ， 有 些 作者 会 把 x = zo 的 情形 排除 在 外 ,这 样 就 要 
求 0 < dx(z,zo) <5。 依照 我 们 当前 使 用 的 记号 , 这 相当 于 把 zo 从 五 中 移 除 , 于 
是 我 们 要 考察 的 就 是 。 lim、 ，， f(z)， 而 不 是 。 lim f(z)。 对 这 两 个 概念 的 
比较 , 参见 习题 14.1.1。 
把 这 个 定义 与 定义 13.1.1 进行 比较 , 我 们 发 现 f 在 zo 处 连续 ， 当 且 仅 当 


lim f(x) = f(zo) 


TTXO;TEX 
所 以 , f 在 XX 上 和 连续， 当 且 仅 当 
对 所 有 的 zo e X, 都 有 lim _f(x) = f(z0) 


TT0o;TEX 


例 14.1.3 如 果 三 :有 一 及 是 函数 f(z) = zx? 一 4, 那么 


lim f(x)= f(1)=1—4= -3 


xz—1 


因为 f 是 连续 的 。 
注 14.1.4 当 清 楚 地 知道 x 在 空间 X 中 变动 时 , 我 们 通常 会 忽略 条 件 ze X， 
并 把 lim f(z) 简 记 为 lim f(z). 


Z 一 Z0;ZE 
我 们 可 以 用 序列 来 重新 表述 定义 14.1.1。 
命题 14.1.5 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 都 是 度量 空间 , EE 是 六 的 子 集 , 并 设 f: 

六 一 Y 是 一 个 函数 。 设 zo €E XX 是 琅 的 附着 点 , 是 Le YY。 那么 下 面 四 个 命题 在 

逻辑 上 是 等 价 的 。 

(a) sli =L。 
(b) 对 于 五 中 任意 一 个 依 度 量 dx 收敛 于 zo 的 序列 (zw))s2 1, 序列 (f(z))2%2 1 

都 依 度量 dy 收敛 于 工 。 

(c) 对 于 任意 一 个 包含 工 的 开 集 V Cc Y， 都 存在 一 个 包含 xo 的 开 和 集 U CX 

使 得 f(UNNE)CV。 

(d) 如 果 把 函数 g : BU {xo} 一 了 定义 为 : g(zo) := 工 ， 且 当 ze E\ {vo} 
时 g(z) := f(z)， 那 么 g 在 zo 处 是 连续 的 。 此 外 ， 如 果 zo e 五 ， 那 么 
f(z0)=L。 

证 明 : 参见 习题 14.1.2。 
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注 14.1.6 观察 命题 14.1.5(b) 和 命题 12.1.20 可 知 , 当 x 收敛 于 zo 时 , 函数 
f(z) 最 多 只 能 收敛 于 一 个 极限 L。 换言之 , 如 果 极 限 


lm _f(z) 


TT— TO0TEE 


存在 , 那么 它 只 能 取 一 个 值 。 


注 14.1.7 为 了 保证 极限 值 这 个 概念 是 有 


用 的 , zo 是 的 附着 点 这 一 要 求 必 


不 可 少 。 如 果 zo 不 是 的 附着 点 , 那么 zo 就 落 在 了 已 的 外 部 , 当 z 沿 着 瓦 收 敛 
于 zo 时 f(z) 收敛 于 工 的 概念 就 是 空虚 的 《对 于 足够 小 的 5 > 0, 不 存在 点 zx EB 


使 得 d(z, x0) < 6)。 
注 14.1.8 严格 地 说 , 我们 应 该 记 作 


dy 一 lim jz) 而 不 是 lim _ f(zx) 


TT0TEE 


XT— TO;TER 


这 是 因为 收敛 性 与 度量 dy 有 关 。 然 而 , 在 现实 中 度量 dy 是 明确 的 , 所 以 我 们 常 


略 掉 记 号 中 的 前 缀 dy 。 


习 题 


14.1.1 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 都 是 度量 空间 , EB 是 义 的 子 集 , f : 巨 一 Y 是 一 个 函数 , 并 设 


zo 是 巨 中 的 元 素 。 证 明 : 极限 。 lim ,f(z) 存在 , 当 且 仅 当 极限 


f(z) 


lim 
ZTO;TEE\{zo} 


存在 且 等 于 f(zxo)。 男 外 , 证明: 如果 极限 lim/ (7) 存在 , 那么 它 一 定 等 于 f(x0)。 


14.1.2 ”证 明 命 题 14.1.5。( 提 示 : 回顾 定理 13.1.4 的 证 明 。) 
HO 


14.1.3 ”根据 命题 14.1.5(c), 定义 从 一 个 拓扑 空间 (X, x) 到 另 一 个 拓扑 空间 (Y, fy) 的 函 


数 了 : 关 一 Y 的 极限 值 的 概念 。 然 后 证 明 : 


区 


命题 14.1.5(c) 和 命题 14.1.5(d) 是 等 价 
的 。 如 果 YY 是 一 个 豪 斯 道夫 拓扑 空间 (参见 习题 13.5.4), 证 明 : 注 14.1.6 的 类 比 成 
。 如 果 Y 不 是 罕 斯 道夫 空间 ,那么 上 述 结 


论 还 成 立 吗 ? 


14.1.4 ”回顾 习题 13.5.5 可 知 , 广义 实 直线 R* 具有 一 个 标准 拓扑 〈 序 拓扑 )。 我 们 把 自然 数 


是 在 拓扑 空间 (Y, Fy) 中 取 值 的 序列 , 并 设 


集 N 看 作 这 个 拓扑 空间 的 子 空间 , 并 把 +oo 看 作 N 在 R* 中 的 附着 点 。 设 (an)?2 0 
LeEY。 证 明 : lim Nan = 工 (在 习 


n= 二 coo;nE€ 


题 14.1.3 的 意义 下 ) 当 且 仅 当 lim an = 二 (在 定义 13.5.4 的 意义 下 )。 这 表明 序列 


的 极限 值 的 概念 和 函数 的 极限 值 的 概念 是 一 致 的 。 


14.1.5 设 (X,dx)、(Y,dy) 和 (2Z,dz) 都 是 度量 空间 ，zo € X,，yo € Y，zo € ZF， 并 设 
f:X 一 Y 和 9g:Y 一 2 都 是 函数 , 有 万 是 XX 的 子 集 ,如 果 已 知 lim f(z) = yo 


和 lim 9(V) = zo， 那么 证 明 lim 


TT0;L 


go fT) =%0 成 Ys 


yyo;yEf(E) Z 一 Z0,ZE 媚 


14.1.6” 当 X 是 一 个 度量 空间 ,而 不 是 及 的 子 集 时 , 叙述 并 证 明 命 题 9.3.14 中 极限 定律 的 


类 比 。( 提 示 : 利用 推论 13.2.3。) 
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14.2 ” 逐 点 收 公 和 一 致 收敛 


最 明显 的 一 个 函数 序列 收敛 概念 是 逐 点 收敛 , 或 者 说 在 定义 域 中 的 每 一 点 处 
都 收敛 。 

定义 14.2.1( 逐 点 收敛 ) 设 (fm))2 1 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 另 一 个 度量 空 
间 (Ydy) 的 函数 序列 , 并 设 f :XX 一 Y 是 一 个 函数 。 如果 对 所 有 的 ze X 都 有 


lim 5(z) = f(z) 


即 
Jim dy(f(™(z), f(z)) =0 
那么 我 们 称 (1()%, 在 XX 上 逐 点 收敛 于 f。 也 就 是 说 , 对 于 每 一 个 > 和 任意 的 


as > 0， 都 存在 一 个 N > 0 使 得 对 所 有 的 mn > N 都 有 dy (f(x), 了 (x)) < e。 我 们 
称 函数 f 为 函数 序列 f(" 的 逐 点 极限 。 


注 14.2.2 注意 ,f(z) 和 f(x) 都 是 了 中 的 点 , 而 不 是 函数 ， 所 以 我 们 是 
有利 先前 已 有 的 度量 空间 中 点 列 收敛 的 概念 来 定义 函数 序列 的 收敛 。 还 要 注意 的 是 ， 
A (X,dx) 是 一 个 度量 空间 这 一 事实 (也 就 是 说 , 我 们 没有 使 
度量 。 就 这 个 定义 而 言 ，X 只 要 是 一 个 纯粹 的 集合 就 足够 了 ， 而 不 需要 附 
人 但 是 , 稍 后 考察 从 X 到 Y 的 连续 函数 时 , 我 们 就 需要 X 上 的 
(以 及 Y 上 的 ) 度量 , 或 者 至 少 需 要 一 个 拓扑 结构 。 此 外 , 在 引入 一 致 收敛 的 概念 
时 , 我 们 就 肯定 需要 X 上 和 了 上 的 度量 结构 了 。 在 拓扑 空间 中 并 不 存在 这 些 相 应 

例 14.2.3 ”考察 定义 为 f(z) := zx/n 的 函数 Fo : 及 一 及 ， 以 及 定义 为 
f(z) := 0 的 零 函数 请: 及 一 及 。 那 么 fm) 逐 点 收敛 于 f。 因 为 对 于 每 一 个 固定 的 
实数 zx, 都 有 lim f(z)= lim z/n=0= f(z)。 


命题 12.1.20 可 知 ， 从 度量 空间 (X, dx) 到 另 一 个 度量 空间 (Y, dy) 的 函数 
序列 (f()%_ 1 最 多 只 能 有 一 个 逐 点 极限 (这 解释 了 为 什么 f 可 以 被 称 作 逐 点 极 
民 )。 但 是 ,函数 序 列 当然 也 可 能 没有 逐 点 极限 (你 能 给 出 一 个 例子 吗 ? ) 就 像 度 
| 间 中 的 点 列 不 定 有 极限 一 样 。 

逐 点 收敛 是 一 个 很 自然 的 概念 , 但 它 存在 一 些 缺 陷 : 它 不 能 保持 连续 性 、 导 数 
运算 、 极 限 运算 以 及 积分 运算 。 下 面 三 个 例子 就 说 明了 这 一 点 。 

例 14.2.4 考察 定义 为 f(z) := 2z2 的 函数 f( : [0,1] 一 R, 并 设 函 数 f: [0， 
1] 一 R 的 定义 如 下 : 当 z=1 时 , f(x) :=1; 当 0<x<1 时 , f(x) := 0。 那 么 每 
一 个 fw 都 是 连续 的 ， 并 且 函 数 序列 fw 在 [0,1] 上 逐 点 收敛 于 f, (为 什么 ? 分 


—— 


站 
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别 考察 z = 1 和 0 < x <1 这 两 种 情形 ) 但 极限 函数 三 是 不 连续 的 。 注 意 ， 这 个 例 
表明 逐 点 收敛 不 保持 可 微 性 。 
例 14.2.5 设 对 每 一 个 n 都 有 lim f(z) 二 工 , 并 且 fw 逐 点 收敛 于 ， 


但 我 们 无 法 断定 。 lim ,f(z) = 工 一 定 成 立 。 上 一 个 例子 就 是 一 个 反例 对 每 
一 个 于 都 有 lim， ,2" = 1， 并 且 "这 点 收 化 于 上 例 中 所 定义 的 函数 户 但 


lim f(x) = 0。 特别 地 , 我 们 得 至 


Z 一 1;zE[0,1) 


lim lim fr) lm lim Fo)(z) 


n=00 z— zo;TEX XTOITEX N—00 
(参见 例 1.2.8)。 因 此 , 逐 点 收敛 不 保持 极限 运算 。 

例 14.2.6 设 fo : [a,9] 一 RR 是 区 间 [ww 可 上 的 黎 曼 可 积 函数 序列 。 如 果 对 
任意 的 n 都 有 ,wf = 二 ,并 且 Ww 逐 点 收敛 于 某 个 新 函数 f， 那么 据 此 无 法 
E 出 [i f= 工 。 下面 给 出 一 个 反例 。 令 [o 吕 := [0,1], 并 设 fj 是 如 下 函数 ; 当 
Zz El/2n,1/n] 时 ， f(z) := 2n; 否则 ,f(z) := 0。 那么 ，f 逐 点 收敛 于 零 函 
数 f(z) := 0。( 为 什么 ? ) 另外 , 对 任意 的 mn 都 有 jj = 但 JiF=0. 特 
别 地 , 我 们 得 一 个 例子 , 并 且 使 得 


sm | 19¥| lim jn) 
[co [a,0] 


也 一 CO N00 


或 许 有 人 觉得 这 个 反例 中 的 “函数 1(” 是 不 连续 的 ”起 到 了 一 些 作用 , 但 这 里 的 
f(D 可 以 很 容易 地 修改 成 连续 函数 。( 你 知道 如 何 修改 吗 ? ) 

另 一 个 具有 相同 思想 的 例子 是 “移动 颠 艇 ”的 例子 。 设 函数 1 : 及 一 及 具有 
如 下 定义 : 当 z en,n 十 1 时, f(x) := 1; 否则 ， f(z) := 0。 那 么 , 对 每 一 个 n 
都 有 JR 7 = 1 (这 里 的 人 R 记 被 定义 为 当 N 趋向 于 ce 时 Jiy 的 极限 )。 另 
外 , f() 逐 点 收敛 于 零 函数 0, (为 什么 ? ) 并 且 0 = 0。 在 这 两 个 例子 中 , 面积 关 
1 的 函数 在 取 极限 的 过 程 中 以 某 种 方式 “消失 了 ”， 从 而 产生 了 面积 为 0 的 函数 。 
参见 例 12.2.9。 

这 些 例子 都 表明 逐 点 收敛 是 一 个 较 弱 的 概念 ， 因 此 它 并 没有 多 大 的 用 处 。 这 
里 的 问题 在 于 , 虽然 对 于 每 一 个 z，fWY(z) 都 能 收敛 于 f(z), 但 是 收敛 的 速度 会 
因为 x 的 不 同 而 发 生 巨大 的 变化 。 例 如 ， 考虑 第 一 个 例子 ,函数 9 ;10,1] 一 及 
被 定义 为 f(z) := xz”, 而 了 :1[0,1] 一 RB 的 定义 是 ; 当 zz=1 时, f(x) := 1; 和 否 
1，F(z) := 0。 那么 对 于 任意 的 z， 当 一 co 时， f(z) 都 收敛 于 f(x)。 换言之 ， 
当 0<zxz<1l 时， im 7" 二 0; 当 z=1 时 ， im 2" 二 1。 但 xz 在 1 附近 时 的 收敛 速 
度 要 比 x 远离 1 时 的 收敛 速度 慢 很 多 。 例 如 , 考虑 命题 : 对 所 有 的 0< x <1 都 有 
,lim z” = 0。 这 意味 痢 ， 对 于 每 一 个 0< x < 1 和 任意 的 。> 0, 都 存在 一 个 六 >1 


尘 
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使 得 对 所 有 的 n> N 都 有 |z?| < e。 换言之 , 序列 lz,z2,z3,…… 在 经 过 前 N 个 元 
素 之 后 最 终 会 小 于 e。 但 是 , 经 过 的 元 素 个 数 N 与 x 的 选取 有 着 密切 的 关系 。 比 
如 , 令 ==0.1。 如 果 z= 0.1, 那么 对 所 有 的 n>z2 都 有 |z"| <e。 在 经 过 两 个 元 素 
之 后 , 序列 就 小 于 ee 了 。 然 而, 如 果 x = 0.5, 那么 仅 当 n> 4 时 , 才 有 |z"| <e。 此 
时 ， 你 ee 上 使 每 一 项 都 小 于 =s。 如 果 x = 0.9, 那么 当 n > 22 
时 , |z"| < 才能 成 立 。 显然 , z 与 1 的 距离 越 近 , 使 得 fo)(z) 与 f(z) 的 距离 小 
于 = 人 但 终究 能 够 做 到 这 一 点 。( 然 而 奇怪 的 是 ， 虽 然 序列 的 
收敛 性 会 随 着 z 不 断 趋向 于 1 而 变 得 越 来 越 弱 , 但 当 z = 1 时 ,收敛 性 就 突然 变 
得 非常 完美 了 。) 

换言之 ，f( 收敛 于 关于 z 不 是 一 致 的 。 使 fo)(z) 与 f(z) 的 距离 小 于 < 
的 入 既 依赖 于 = 又 依赖 于 z。 这 启发 我 们 引入 一 个 更 强 的 收敛 概念 。 

定义 14.2.7 (一 致 收敛 ) 设 (jw))s2 .1 是 从 一 个 度量 空间 (X,dx) 到 另 一 个 度 
量 空间 (Y,dy) 的 函数 序列 , 并 设 /: X 一 Y 是 一 个 函数 。 如 果 对 于 任意 的 = > 0， 
存在 一 个 N > 0 使 得 对 所 有 的 n> N 和 所 有 的 zeX 都 有 dy(f(z), f(x)) < se， 
那么 我 们 称 (f()%2% 1 在 和 上 一 致 收敛 于 了 ,并 把 函数 六 称 作 函数 序列 f(”) 的 一 
致 极限 。 

注 14.2.8 注意 , 这 个 定义 与 定义 14.2.1 中 逐 点 收敛 的 概念 存在 一 些 细微 的 区 
别 。 在 逐 点 收敛 的 定义 中 , N 的 取 值 可 以 依赖 于 z, 但 在 一 致 收敛 中 就 不 行 了 。 读 
者 应 当 把 这 种 区 别 与 连续 性 和 一 致 连续 性 之 间 的 区 别 ( 即 定义 13.1.1 和 定义 13.3.4 
的 区 别 ) 进行 比较 。 习题 14.2.1 更 加 精确 地 描述 了 这 种 类 比 。 

不 难看 出 , 如 果 了 ( 在 入 上 一 致 收敛 于 f, 那么 f( 也 一 定 逐 点 收敛 于 这 个 
f (参见 习题 14.2.2)。 因 此 ， 如果 一 致 极限 和 逐 点 极限 同时 存在 ,那么 两 者 一 定 相 
等 。 但 是 ， 反之 不 成 立 。 例如, 之 前 定义 为 f(z) := x” 的 函数 1 :[0,1] 一 R 
是 逐 点 收敛 的 , 但 它 并 不 是 一 致 收敛 的 〈 参 见习 题 14.2.2)。 

例 14.2.9 设 了 :[0,1] 一 RR 是 函数 AD)(z) := zj 并 设 f:[0,1] 一 R 是 
零 函数 f(z) := 0。 那么 f 显然 逐 点 收敛 于 f。 现在 我 们 来 证 明 fw 实际 上 一 至 
收敛 于 f。 我 们 需要 证 明 对 于 任意 的 <。 > 0, 存在 一 个 N 使 得 对 所 有 的 x € [0,1] 
和 所 有 的 nN 都 有 |jo)(z) 一 f(z)| < s。 因 此 ,固定 s > 0。 于 是 ， 对 于 任意 的 
ZEe[01H] 和 7 >N, 有 


fz) f= |r/n -0=z/n < /ng1/N 
如 果 我 们 选取 一 个 使 得 NN > 1/e 的 N (注意, 这 里 对 N 的 选取 与 x 无 关 ), 那么 
对 所 有 的 郊 > N 和 所 有 的 ze [0,1] 都 有 |f(W(z) 一 f(z)| < s， 结 论 得 证 。 
在 这 里 , 我 们 给 出 一 个 平凡 的 注释 : 如 果 函 数 序列 Fo :X 一 了 逐 点 收敛 (或 
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者 一 致 收敛 ) 于 函数 f : X 一 了 ,那么 fo 在 的 子 集 巨 上 的 限制 函数 序列 
fg: 一 Y 也 将 逐 点 收敛 (或 者 一 致 收敛 ) 于 flp。( 为 什么 ? ) 


习 题 


14.2.1 ”本题 的 目的 是 阐述 连续 性 和 和 逐 点 收敛 之 间 的 有 具体 联系 ， 以 及 一 致 连续 性 和 一 致 收敛 
性 之 间 的 具体 联系 。 设 f : R 一 R 是 一 个 函数 。 对 于 任意 的 aE R, 设 fo:R 一 R 
是 平移 函数 f(x) := f(z 一 a)。 
(a) 证 明 : f 是 连续 的 , 当 且 仅 当 只 要 (an)%2o 是 收敛 于 0 的 实数 列 , 平移 函数 序列 
fa 就 逐 点 收敛 于 f。 
(b) 证 明 : f 是 一 致 连续 的 , 当 且 仅 当 只 要 (an)?2o 是 收敛 于 0 的 实数 列 , 平移 函数 
序列 fo 就 一 致 收敛 于 f。 
14.2.2 (a) 设 (Joo)s， 是 从 度量 空间 (X, dx) 到 另 一 个 度量 空间 (Y, dy) 的 函数 序列 , 并 
设 f:XX 一 YY 是 从 久 到 YY 的 函数 。 证明: 如果 了 一致 收 化 于 了, 那么 Fn) 
也 逐 点 收敛 于 f。 
(b) 对 于 每 一 个 整数 n>>1, 设 1 ;(--1,1) 一 玉 为 函数 f(z) := x"。 证 明 : 了 
逐 点 收敛 于 零 函 数 0, 但 不 一 致 收敛 于 任何 函数 f:(-1,1) 一 R。 
(c) 设 g:(-1,1) 一 R 是 函数 g(xz) := zx/(1 一 Zz)。 保 持 (b) 中 的 记号 , 证 明 : 当 
N _， co 时 ， 部 分 和 到 fm 在 开 区 间 (1, D) 上 逐 点 收敛 于 g, 但 不 一 致 收敛 
于 9g。( 提 示 : 利用 引 理 7.3.3。) 如 果 把 开 区 间 (1,1) 换 成 闭 区 间 [1, 1], 情况 
又 如 何 ? 
14.2.3” 设 (X,dx) 是 一 个 度量 空间 。 对 于 每 一 个 整数 n> 1, 设 方 :X 一 及 是 一 个 实 值 函 
数 。 设 方 在 X 上 逐 点 收敛 于 另 一 个 函数 f :XX 一 R( 在 本 题 中 , 及 具有 标准 度量 
d(z,y) = |z 一 yD), 设 h:R 一 R 是 一 个 连续 函数 ,证明 : 函数 着 o 廊 在 X 上 逐 
点 收 化 于 hof, 其 中 ho fo:X 一 RR 是 函数 ho 有 f(x) :=h( 扩 (2)); ho 下 是 函数 
ho f(x) := h(f(7))。 
14.2.4” 设 fr :XX 一 Y 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 另 一 个 度量 空间 (Y, dy) 的 有 界 函 数 序列 。 
设 所 一 臻 收敛 于 函数 f : X 一 YY， 并 设 f 是 一 个 有 界 函 数 ， 即 在 Y 中 存在 一 个 
球 By,ay)(yo,R) 使 得 对 所 有 的 ze X 都 有 f(x) e Boy,ay)(yo, RR)。 证 明 : 函数 序 
列 fr 是 一 致 有 界 的 。 也 就 是 说 , 在 Y 中 存在 一 个 球 B(Y, dy )(yo, R) 使 得 对 所 有 的 
ZEX 和 所 有 的 正 整数 ”都 有 f(x) € By,ay) (wo; RR)。 


14.3 ”一 致 收敛 性 和 连续 性 


现在 , 我 们 给 出 一 致 收敛 优 于 逐 点 收敛 的 第 一 个 证 明 。 特别 地 , 我 们 要 证 明 连 
续 函 数 序列 的 一 致 极限 也 是 连续 的 。 
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定理 14.3.1〈 一 致 极限 保持 连续 性 TD) 设 (fw)se ; 是 从 度量 空间 (X, dx) 到 
度量 空间 (Y, dy) 的 函数 序列 ， 并且 该 序列 一 致 收敛 于 函数 上 站: 和 一, 设 zo 是 
X 中 的 点 。 如 果 对 每 一 个 mw， 函数 f(" 都 在 zo 处 连续 ,那么 极限 函数 f 也 在 zo 

证 明 : 参见 习题 14.3.1。 

据 此 可 以 得 到 一 个 直接 推论 。 

推论 14.3.2 一致 极 限 保持 连续 性 I) 设 (Fw))>e ， 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 
度量 空间 (Y, dy) 的 函数 序列 ,并且 该 序列 一 致 收敛 于 函数 f : X 一 了 。 如 果 对 每 
一 个 n， 函数 fm 都 在 X 上 连续 ,那么 极限 函数 f 也 在 X 上 连续 。 

应 当 把 这 个 结论 与 例 14.2.4 进行 对 比 。 对 定理 14.3.1 做 一 些小 的 变动 ， 我们 
仍然 可 以 得 到 一 个 有 用 的 结论 。 

命题 14.3.3 (交换 极限 和 一 致 极限 的 次 序 ) 设 (X,dx) 和 (Y, dy) 都 是 度量 空 
间 ， 其 中 了 是 一 个 完备 空间 ,并 设 马 是 的 子 集 。 设 (fw)% | 是 从 万 到 Y 的 
函数 序列 ， 并 且 该 序列 在 上 一 致 收敛 于 某 函 数 f:B 一 Y。 设 zoeE 思 是 马 的 
附着 点 , 并 且 对 于 每 一 个 n, 极限 ,lim f(z) 都 存在 。 那么 极限 lim jz) 
也 存在 ,并且 等 于 序列 (it, Oo) 的 极限 。 换 言 之 ,下 面 两 个 极限 运算 
的 次 序 可 以 交换 : 


lim lm f(r)= lm lim f(x) 


也 一 Co Z 一 Z0;ZE 万 2 一 Z037E 五 见 一 co 

证 明 : 参见 习题 14.3.2。 

应 当 把 这 个 结论 与 例 14.2.5 进行 对 比 。 最 后 , 我 们 给 出 这 些 定理 的 序列 形式 。 

命题 14.3.4 设 (Fo))se.; 是 从 度量 空间 (X,dx) 到 度量 空间 (Z dy) 的 连续 
函数 序列 ， 并且 该 序列 一 致 收敛 于 函数 f: 针 一 Y。 设 x 是 和 中 收敛 于 某 极限 
z 的 点 列 , 那么 f(x) (在 Y 中 ) 收敛 于 f(x)。 

证 明 : 参见 习题 14.3.4。 

对 于 有 界 函数 ,也 存在 一 个 类 似 的 结论 。 

定义 14.3.5 (有 界 函 数 ) 设 f :XX 一 Y 是 从 度量 空间 (X, dx) 到 男 一 个 度量 
空间 (Ydy) 的 函数 。 如 果 f(X) 是 有 界 集合 ， 即 Y 中 存在 一 个 球 Blyay,)(yo, BR) 
使 得 对 所 有 的 ze X 都 有 f(z) es Boyay)(yo, R), 那么 就 称 函数 六 :和 一 了 是 有 界 
的 。 

命题 14.3.6〈 一 致 极限 保持 有 界 性 ) 设 (fo)se ;是 从 度量 空间 (X, dx) 到 另 
一 个 度量 空间 (Y,dy) 的 函数 序列 ,并 且 该 序列 一 致 收敛 于 函数 f :XX 一 了 。 如 果 
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对 于 每 一 个 n, 函数 fw 在 X 上 都 是 有 界 的 ,那么 极限 函数 f 在 X 上 也 是 有 界 


的 。 
证 明 : 参见 习题 14.3.6。 


和 习题 14.3.7。) 


习 题 


注 14.3.7 上 面 这些 命 题 听 上 去 都 非常 合理 , 但 是 我 们 要 注意 , 这 些 结果 只 有 


在 一 致 收敛 的 前 提 下 才能 成 立 , 逐 点 收敛 是 不 够 的 。( 参 见习 题 14.3.3、 习 题 14.3.5 


14.3.1 ”证 明定 理 14.3.1。 简 单 地 解释 一 下 为 什么 你 的 证 明 需 要 使 用 一 致 收敛 , 为 什么 逐 点 收 


敛 不 足以 得 出 这 个 结论 ? (提示 : 最 简单 的 方法 是 利 


定义 来 证 明 这 个 结论 。 你 可 能 会 用 到 下 面 这 个 三 角 不 等 式 


dy (f(z), f(z0)) Sdy (f(x), f(z)) + dy 
+ dy(f(™ (x0), f(z0)) 


f™ (x), f° (70)) 


定义 13.1.1 中 连续 性 的 “e 一 6” 


另外 , 你 还 需要 把 s 写成 a/3 十 e/3 十 e/3 的 形式 。 最 后 , 命题 14.3.3 也 可 以 证 明定 


里 14.3.1, 但 你 可 能 会 发 现 利用 定义 证 明定 理 14.3.1 会 更 容易 些 。) 


14.3.2 ”证 明 命 题 14.3.3。( 提 示 : 这 很 像 定理 14.3.1。 定理 14.3.1 无 法 用 来 证 明 命 题 14.3.3， 


但 命题 14.3.3 可 以 用 来 证 明定 理 14.3.1。) 


14.3.3 ”比较 命题 14.3.3 和 例 1.2.8。 你 能 否 解 释 ， 为 什么 在 例 1.2.8 
会 给 出 一 个 错误 的 结论 , 但 在 命题 14.3.3 中 交换 极限 运算 


14.3.4 ”证 明 命 题 14.3.4。( 提 示 : 尽管 叙述 稍 有 不 同 , 但 这 也 与 定 


i 
似 , 而 且 这 个 结论 无 法 从 那 两 个 结论 中 直接 推出 。) 


交换 极限 运算 的 次 序 
的 次 序 却 是 正确 的 ? 
里 14.3.1 和 命题 14.3.3 类 


14.3.5 “举例 说 明 , 如 果 把 “一 致 收敛 “替换 成 “ 逐 点 收敛 ”， 奢 么 命题 14.3.4 就 不 成 立 。( 提 


示 : 之 前 曾 给 出 的 某 些 例子 就 能 说 明 此 事 。) 


14.3.6 


FE 明 命题 14.3.6。 讨 论 这 个 命题 与 习题 14.2.4 的 不 同 之 处 。 


i 
14.3.7 ”举例 说 明 , 如 果 把 “一 致 收敛 “ 玲 换 成 “ 逐 点 收敛 ”那么 命题 14.3.6 就 不 成 立 。( 提 


示 : 之 前 曾 给 出 的 某 些 例子 就 能 说 明 此 事 。) 


14.3.8” 设 (X,q) 是 一 个 度量 空间 。 对 于 每 一 个 正 整 数 m 设 广 :X 一 及 和 mw:X 一 及 


9 :对 一 及 。 并 设 函 数 序列 (所 )>>1 和 (gn)%>2%1 是 


函数 序列 fgn : X 一 及 一致 收敛 于 jg :X 一 及。 


14.4 一致 收敛 的 度量 


4 


都 是 函数 。 设 ( 户 ) 沪 ;一 致 收 伊 于 函数 有 :XX 一 及， 而 (gn)%1 一 致 收 化 于 函数 


致 有 界 的 , 即 存在 一 个 M > 0 


在 本 书 中 ,我们 已 经 建立 了 至 少 四 种 具有 明显 区 别 的 极限 概念 。 


使 得 对 于 所 有 的 mn > 1 和 所 有 的 ze XX 都 有 |fn(z)| < AM 和 |gn(z)| < M。 证 明 : 


14.4 ”一致 收 敛 的 度量 


295. 


a) 度量 空 | 


d) 函数 序列 f(” 


这 么 多 的 极限 概念 看 起 来 非常 复杂 。 但 


形 , 那么 复杂 度 就 
而 不 是 点 ， 


闻 中 点 列 的 极限 Jim zx") (定义 12.1.14; 还 可 参见 定义 13.5.4) 。 
数 在 一 点 处 的 极限 值 ， 


好 sf (7 ) (定义 14.1.1)。 


函 
c) 函数 序列 的 逐 点 极限 f 《定义 14.2.1) 。 
的 一 致 极限 六 (定义 14.2.7) 。 


性 ， 这 个 新 空间 就 


注 14.4.1 如 果 我 们 要 考察 的 是 拓扑 空 


看 作 (a 
题 14.4.4。 


Se 


是 , 如 果 把 
可 以 稍微 降低 一 些 。 不 过 ， 
因此 我 们 考察 的 并 不 是 或 Y 
是 XX 到 YY 的 函数 空间 。 


我 们 要 注意 ， 
FP 的 收敛 性 


于 现在 处 到 


,而 是 一 个 新 空间 


定义 14.4.2 (有 界 函 数 的 度量 空间 ) 设 (X， dx) 和 (Y,dy) 都 是 度量 空间 ， 
们 用 B(X 一 Y) 表示 从 XX 到 YY 的 有 界 函 数 空间 ”: 


B(X—Y):= {flf:X oY 


并 把 度量 d。。 
均 有 


=} 


是 有 界 函 数 } 


| 


这 个 度量 有 时 被 称 作 上 确 界 范 数 度量 或 者 Fe 度量 。 我 们 也 


不 de。 


注意 ， 
例 14.4.3 设 X: 
别 是 函数 f(x) := 2z 和 g(z 


因为 我 们 假设 f 和 g 都 在 X 
= [0,1] 


Y=R。 设 f: 


es : 


B([0,1] 一 R)。 两 者 之 间 的 吕 


doo(f,9) = oe |2z 一 3z|= sup |z| 
ZE[0， 


上 有 界 ， 所 以 距离 do(f,g) 总 


3z。 那 么 上 和 9 都 是 有 界 函 


离 为 


心 人 人 


二 RR 和 g:[0,1] 一 RR 分 
数 ， 从 而 它们 都 属 


[0,1] 


二 1 


ZE[0,1] 


这 个 空 一 个 


E 间 实际 
收敛 性 。 


上 十 


命题 14.4.4 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 都 是 度 


个 度量 空间 (习题 14.4.1 


Y) 中 的 一 个 函数 序列 ， 
dB(x_Y) 收敛 于 户 当 


仅 当 (7 


x 注 


意 ,， 由 徊 集 公 理 (公理 3.10) 和 分 类 


上 且 . 


“里 
诈 设 /是 B(X 一 了 ) 中 的 函数 。 那么 (f()s2， 依 度量 
)se 一 致 收 化 于 六 


)。 该 度量 下 的 收敛 性 就 是 


空间 。 


设 (foo))se; 是 B(X 


公理 (公理 3.5) 可 知 , 这 是 一 个 集合 。 


(d) 看 作 (a) 的 一 种 特殊 情 
的 是 函数 
中 的 收敛 


间 , 而 不 是 度量 空间 , 那么 (b) 也 可 以 
的 一 种 特殊 情形 , 参见 习题 14.1.4。 而 (c) 也 是 (a) 的 一 利 
因此 , 拓扑 空间 中 的 收敛 概念 可 以 用 来 统一 


特殊 情形 , 参见 习 
我 们 所 遇 到 的 全 部 极限 概念 。 


我 


B(X 一 了)x B(X 一 了 ) 一 Rt 定义 为 : 对 所 有 的 f,g€ B(X 一 了 ) 


用 dB(x_sy) 来 表 


是 有 限 的 。 


个 


于 


一致 


一 


na 
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证 明 : 参见 习题 14.4.2。 
现在 令 C(X 一 了 ) 表示 从 和 到 了 的 有 界 连续 函数 空间 : 
C(X 一 了):= {fj € B(X 一 了 7 了)|f 是 连续 的 } 
集合 C(X 一 了 ) 显然 是 B(X 一 了 ) 的 子 集 。 推 论 14.3.2 断定 了 空间 C(X 一 了 ) 
在 B(X 一 Y) 中 是 闭 的。 为 什么 ? ) 实际 上 , 我 们 还 可 以 说 更 多 。 
定理 14.4.5 (连续 函数 空间 是 完备 的 ) 设 (X,dx) 是 一 个 度量 空间 ， 并 设 
(Ydy) 是 一 个 完备 的 度量 空间 。 那么 空间 (C(X 一 了), dBp(x_ylcx_ yxc(x oY)) 
是 (B(X 一 了 ),dBp(x_yY)) 的 完备 子 空间 。 换 言 之, C(X 一 了 ) 中 的 每 一 个 柯 西 函 
数 序 列 都 收敛 于 C(X 一 了 ) 中 的 一 个 函数 。 
证 阴 : 参见 习题 14.4.3。 


习 题 

14.4.1 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 都 是 度量 空间 。 证 明 : 定义 14.4.2 中 定义 的 具有 度量 dp(x_,y) 
的 空间 B(X 一 了 ) 实际 上 是 一 个 度量 空间 。 

14.4.2 ”证 明 命题 14.4.4 

14.4.3 ”证 明定 理 14.4.5。( 提 示 : 这 个 证 明 与 定理 14.3.1 的 证 明 相 似 , 但 又 不 完全 相同 。) 

14.4.4” 设 (X,dx) 和 (Y,dy) 都 是 度量 空间 , 并 设 YX := {flf :XX 一 了 } 是 从 XX 到 YY 的 
全 体 函 数 的 空间 (参见 公理 3.10)。 设 zo E X,V 是 Y 中 的 开 集 , 并 设 V(*0) CY 
是 集合 


V0) .= {feY™Y:/(r0) EV} 
设 马 是 YX 的 子 集 ,。 如 果 对 于 每 一 个 f€ 思 , 都 存在 有 限 个 点 z1,… ,zn € X 和 有 
限 个 开 集 WW,.… , Vi CY 使 得 
feV IN NV CE 


那么 我 们 称 是 开 的 。 

。 证 明 : 如 果 三 是 YX 的 开 集 艇 , 那么 (YY, 下) 就 是 一 个 拓扑 空间 。 

。 对 于 每 一 个 自然 数 n, 设 fj :一 站 是 从 到 YY 的 函数 , 并 设 f :XX 一 YY 
是 从 六 到 YY 的 函数 ,证明 : 了 依 拓扑 天 收敛 于 f (在 定义 13.5.4 的 意义 下 )， 
当 且 仅 当 fw 逐 点 收敛 于 f (在 定义 14.2.1 的 意义 下 )。 

这 里 的 拓扑 被 称 为 逐 点 收敛 拓扑 , 原因 显而易见 。 它 也 被 称 作 乘 积 拓 扑 。 这 表明 

逐 点 收敛 的 概念 可 以 看 作 拓扑 空间 中 更 一 般 的 收敛 概念 的 特殊 情形 。 


14.5 ”函数 级 数 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判 别 法 


在 讨论 了 函数 序列 之 后 , 我 们 现在 来 讨论 函数 的 无 限 级 数 并 f。 我们 将 集中 
n=1 


14.5 ”函数 级 数 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判 别 法 .297. 


精力 考察 从 度量 空间 (X, dx) 到 实 直 线 R 的 函数 请 :各 一 及 (CR 显然 具有 标准 度 
量 )。 因 为 我 们 知道 如 何 把 两 个 实数 加 起 来 , 但 不 一 定 了 解 如 何 把 一 般 度量 空间 Y 
中 的 两 个 点 加 起 来 。 值 域 为 R 的 函数 有 时 被 称 作 实 值 函数 。 
显然 , 有 限 和 是 很 简单 的 。 给 定 任意 有 限 多 个 从 XX 到 R 的 函数 3,… , fV)， 
N 
它们 的 有 限 和 了 0 :X 一 及 可 以 定义 为 : 
站 


Eo) oe 


二 


例 14.5.1 如 果 f(D :及 一 玉 是 函数 f(x) := z，j2) : RB 一 R 是 函数 
f(z) := 2z2， 并 且 F3) :及 一 及 是 函数 f(3)(z) := ,那么 f := DO 就 是 定义 
为 f(z7) := XY 十 如 十 23 的 函数 :RR 一 R。 

容易 证 明 ， 有 界 函 数 的 有 限 和 是 有 界 的 ， 连 续 函 数 的 有 限 和 是 连续 的 (习题 
14.5.1)。 

现在 考虑 无 限 级 数 。 

定义 14.5.2〈 无 限 级 数 ) 设 (X,dx) 是 一 个 度量 空间 。 设 (Joo))22; 是 从 X 
到 R 的 函数 序列 ， 并 设 f 是 从 六 到 R 的 函数 。 当 和 N 一 ce 时 ， 如 果 部 分 和 
pa 沿 着 逐 点 收 敏 于 那么 我 们 称 无 限 级 数 人 109 逐 点 收 全 于 ,并 记 


作 了 = 甘 f09。 当 NN oo 时， 如果 部 分 和 六 fo 沿 着 X 一 致 收敛 于 f， 那么 
n= n=1 
我 们 称 无 限 级 数 > fm 一 致 收敛 于 f， 并 仍 记 作 f = 了。( 因 此 ， 当 看 到 像 
六 二 1 
fs > fm 这 样 的 表达 式 时 , 我们 应 当 从 上 下 文中 看 出 这 个 无 限 级 数 是 依据 哪 种 
意义 收敛 的 。 ) 
注 14.5.3 级 数 祥 fo 沿 着 X 逐 点 收敛 于 f, 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 EX， 
芍 一 并 
B76, Ge ) 都 收敛 于 f(z)。 (因此, 如 果 立 foo 不 逐 点 收敛 于 户 那么 这 并 不 意味 
sd = 
它 是 逐 点 发 散 的 。 它 可 能 在 某 些 点 x 处 收敛, 但 在 另 一 些 点 x 处 发 散 。) 
如 果 级 数 pie 一 致 收敛 于 f， 那么 它 也 逐 点 收敛 于 f。 但 反之 不 然 ， 比 如 
二 于 
下 面 这 个 例子 。 
例 14.5.4 设 fo :(-1,1) 一 RR 是 函数 序列 f(z) := zm， 那么 入 /mo 逐 点 
疙 三 计 
收敛 于 函数 x/(1 一 xz), 但 不 是 一 致 收 伍 于 该 函数 (参见 习题 14.2.2 和 例 14.5.8) 。 
一 个 级 数 六 foo 何 时 收敛 或 不 收敛 ,并 不 总 是 明显 的 。 但 是 , 存在 一 种 非常 
n=1 


PP 
dl 


或 


.298. 第 14 章 一 致 收敛 


有 用 的 判别 法 , 它 至 少 可 以 用 来 判别 一 致 收敛。 

定义 14.5.5 (上 确 界 范 数 ) 如 果 f : 久 一 R 是 一 个 有 界 实 值 函 数 ， 那么 我 们 
定义 f 的 上 确 界 范 数 | 用 为 
fl := sup{|f (2)| :x € X} 
换言之 , | 人 = dw(f,0), 其 中 0 :XX 一 R 是 零 函 数 0(z) := 0, 而 dw。 是 定义 
14.4.2 中 定义 的 度量 。( 为 什么 可 以 这 样 定义 ? ) 

例 14.5.6 如 果 了:(-2,1) 一 RR 是 函数 f(z) := 2z， 那 么 上川 = sup{l2z| : 

E (-2,1)} = 4。( 为 什么 ? ) 注意 , 如 果 f 有 界 ， 那么 | 川 w 始终 是 一 个 非 负 实 
定理 14.5.7 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判 别 法 ) 设 (X,q) 是 一 个 度量 空间 ， 并 设 
(fw)s2 是 X 上 使 得 级 数 纪 目 。。 收 敛 的 有 界 实 值 连续 函数 序列 。( 注 意 ， 
J 
这 是 一 个 普通 的 实数 级 数 ， 而 不 是 函数 级 数 。) 那么 , 级 数 和 7 沿 着 X 一 致 收 
We 
敛 于 某 个 连续 函数 f。 

证 明 : 参见 习题 14.5.2。 

魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判 别 法 可 以 简 述 为 : 上 确 界 范 数 级 数 的 绝对 收敛 蕴涵 着 函数 
级 数 的 一 致 收敛 。 

例 14.5.8 设 0<r<1 是 一 个 实数 , 并 设 f(7 : [-m7] 一 及 是 函数 f(x):= zx"。 
那么 每 一 个 fw 都 是 连续 且 有 界 的 ， 并 且 | je = r*。( 为 什么 ? ) 因为 级 
数 jr” 是 绝对 收敛 的 (例如 ， 利 用 比值 判别 法 ， 即 定理 7.5.3)， 所 以 f( 在 

.i 
[7,7] 中 一 致 收敛 于 某 个 连续 函数 。 在 习题 14.2.2(c) 中 ， 这 个 函数 一 ee 
f(z) :=z/(1 一 z) 的 函数 站 : [7,7] 一 R。 换言之 , 级 数 六 zn 在 (-1,1) 中 是 逐 
Le 
收敛 的 , 而 不 是 一 致 收敛 的 , 但 该 级 数 在 更 小 的 区 间 [7,7] 上 却 是 一 致 收敛 的 , 其 
中 7 是 任意 一 个 满足 0<r<1 的 实数 。 
魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判 别 法 在 处 理 昨 级 数 时 特别 有 用 ， 我 们 将 在 下 一 章 中 介绍 窜 


习 题 


14.5.1 设 /0),…… ,AN 是 从 度量 空间 (X, dx) 到 及 的 有 界 函数 的 有 限 序列 。 证明: Sf 

4 一 工 
是 有 界 的 。 证 明 把 “有 界 ” 替 换 成 “连续 ”之 后 的 类 似 结论 。 如 果 把 “连续 ”替换 成 
“一 致 连续 ”, 情况 又 如 何 ? 


14.6 一 致 收敛 和 积分 :299 . 
14.5.2 ”证 明定 理 14.5.7。( 提 示 : 首先 证 明 序列 jn 是 C(X 一 R) 中 的 柯 西 序列 , 然后 
利用 定理 14.4.5。) 下 
14.6 “一致 收 伐 和 积分 
我 们 将 要 证 明 , 一 致 极限 可 以 放心 地 与 积分 运算 交换 次 序 , 这 样 就 把 一 致 收敛 
和 和 歼 曼 积分 (在 第 11 章 中 曾 讨 论 过 ) 联系 起 来 。 
定理 14.6.1 设 [ab 是 一 个 区 间 。 对 于 每 一 个 整数 n>z1, 设 了 :|a,0 一 RB 
是 一 个 黎 曼 可 积 的 函数 。 设 fw 在 [la 上 一 致 收敛 于 函数 :|[a,0] 一 R。 那么 了 
也 是 黎 曼 可 积 的 , 并 且 
lim | f™ =| f 
J [co] [a,0] 


证 明 : 我 们 首先 证 明 f 在 


| 


曼 积分 和 下 黎 曼 积分 是 相等 的 ， 即 网 a 
设 。 > 0。 由 于 fw 一 致 收敛 于 了 ， 


a,0] 和 的 。 这 就 是 说 , 要 证 


ee N>0 


明了 的 


黎 


Ja 


使 得 对 于 所 有 的 


n> N 和 所 有 的 ze [a,b] 都 有 |f(z) 一 f(x)| <s。 于是, 对 所 有 的 ze [a,0] 都 有 
fe 
上 式 两 端 在 [a,9b|] 上 求 积 分 可 得 ， 


ean —e)< J < | 


[| 


可 积 的 , 所 以 ， 


为 我 们 假定 了 4? 是 歼 曼 


Ue 2 -a(b-—a) < | < js 


特别 地 , 我 们 得 到 


ea 
a,b] 二 [ab 


于 上 式 对 任意 的 s > 0 均 成 立 , 因 
上 面 的 论述 还 
都 有 


不 证 明了 对 于 任意 的 < > 0， 


gl) 


二 [ab 


| f0 -| / 
[a,0] [a,o] 


本 ja 几 ” 收敛 于 Jiag f， 结论 得 证 。 


< 


(| mm) +e(b—a) 
[ao 


f <2e(b—a) 


结论 得 证 。 


得 对 所 有 的 n> NN 


[万 
存在 一 个 W >0 使 


< 2e(b—a) 
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定理 14.6.1 还 可 以 这 样 表述 ; 如 有 果 收敛 是 一 致 的 , 那么 我 们 就 可 以 交换 极限 和 
积分 运算 〈 在 紧 臻 区间 [ww 上 的 积分 ) 的 次 序 ， 


mm | ja| lim 7 
"0 Jo [am 一 oo 
应 当 把 这 个 结论 与 例 14.2.5 和 例 1.2.9 进行 对 比 。 

该 定理 存在 一 个 关于 级 数 的 类 比 结论 。 


推论 14.6.2 设 [owg 是 一 个 区 间 , 并 设 (j0)2 | 是 [中 上 黎 曼 可 积 函 数 的 
序列 。 如 果 级 数 fm 一 致 收 伍 , 那么 
Wi 


oo 


| 


=1 [oa 


s (n) 
I 2 i 


证 阴 : 参见 习题 14.6.1。 
这 个 推论 与 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判 别 法 (定理 14.5.7) 结合 起 来 使 用 会 有 更 好 的 效 


例 14.6.3 “〈 非 正式 的 ) 根据 引 理 7.3.3, 我 们 得 到 几何 级 数 恒等式 


其 中 z e (-1,1)。 对 于 任意 的 0 <r <1, 该 级 数 在 [-7,7r] 上 的 收敛 都 是 一 致 收敛 
(根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判 别 法 )。 把 上 式 两 端 同时 加 1 可 得 : 


co 
2 好 
N= 


此 时 的 收敛 仍 是 一 至 收敛。 所 以 ,我们 可 以 对 上 式 在 [0,7] 上 进行 积分 ， 并 使 用 推 
论 14.6.2 得 到 ， 
Xz"dz 一 | ee 


[0,7] 1—Zz 


oo 


| 


n=0 [0,7 
其 左 端 等 于 > r+t1/(n 十 1)。 如 果 现 在 可 以 使 用 对 数 (我们 将 在 15.5 节 中 验证 这 


一 点 ), 那么 17(1z) 的 原 函 数 就 是 _log(1 四。 于 是 ,上 式 右 端 就 是 _log(1 一 7)。 
: 们 就 得 到 了 对 所 有 的 0 < r < 1 均 成 立 的 公式 : 


—log(1 —7)= >》 rof/ 十] 


n=0 


14.7 一 致 收敛 和 导数 .301. 


14.6.1 ”利用 定理 14.6.1 证 明 推 论 14 


14.7 一致 收敛 和 导数 


习 


.6.2。 


题 


我 们 已 经 看 到 一 致 收敛 可 以 很 好 地 与 连续 性 、 极 限 以 及 积分 相互 作用 。 现 在 我 


们 来 考察 一 致 收敛 与 导数 是 如 何 相互 作用 的 。 


我 们 首先 要 问 的 是 , 如 果 所 一 致 收 你 于 f, 并 且 fi 都 是 可 微 的 , 那么 这 是 否 
意味 着 f 也 是 可 微 的 呢 ? fi 是 否 也 收敛 于 17? 


非常 遗憾 ,第 二 个 问题 的 答案 


芯 


是 否定 的 。 为 了 给 出 一 个 反例 , 我 们 将 使 用 一 些 


与 三 角 函 数 有 关 的 基本 事实 , 但 不 给 日 


为 nw -212 收敛 于 0， 所 以 由 夹 副 
ma cos(nz) 可 得 , | 扩 (0) 一 了 (0) 
致 收敛 于 户 。 这 样 就 得 到 了 


lim f(x) A lim 


定 开 


证 明 (这 些 事 实 将 在 15.7 节 中 严格 证 明 )。 考 
虑 定义 为 万 (z) := mn UV2sin(nz) 的 函数 fi : 10,2m 一 R, 并 设 f :[0,27| 一 R 是 零 
函数 f(z) := 0。 那么 , 由 于 sin 的 值 介 于 -1 和 1 之 间 , 因此 就 有 du( 亡 , 旋 乏 172， 
这 里 我 们 使 用 定义 14.4.2 中 引入 的 一 致 度量 dx(f,g) := ah f(x) -g(x)|。 因 


可 知 ， 记 一 致 收敛 于 f。 另 外， 由 放 (z) = 


= ma/2。 所 以 ， 太 不 逐 点 收敛 于 了 ， 从 而 也 不 一 


dz 7 一 co 


< 


有 一 co dz 


对 第 一 个 问题 的 回答 也 是 否定 的 。 例 如 ， 定 义 为 户 (z) := V 过 十 22 的 函数 


万: [1,1 一 R 的 序列 。 这 个 序列 中 的 函数 都 是 可 微 的 。( 为 什么 ? ) 另外 , 不 难 验 


证 , 对 于 所 有 的 ze [1,1] 都 有 


1 
[ol < f(s) < Izl+ = 


(为 什么 ? 对 两 端 同时 平方 。) 那么 


夹 通 定 理 可 知 ， 访 一 化 收敛 于 绝对 值 函数 


jz) := |z|。 但 该 函数 在 0 处 不 可 微 。( 为 什么 ? ) 因此 ， 可 微 函 数 的 一 致 极限 不 一 


定 是 可 微 的 (参见 例 12.2.10) 。 


总 之 , 函数 序列 fi 的 一 致 收敛 不 能 给 出 任何 有 关 导 函数 序列 1 收敛 的 信息 。 


但 是 , 只 要 记 在 至 少 一 点 处 收敛 , 反 过 来 的 结论 就 是 成 立 的 。 


定理 14.7.1 设 [wa 中 是 一 个 区 间 


是 一 个 可 微 函数 , 并 且 其 导 函 数 


致 收敛 于 函数 g: [ww 中 一 及 , 并 且 存 在 


。 对 于 任意 的 整数 郊 >1, 设 方 :[a 相 一 玉 


户 :[wg 一 及 是 连续 的 。 如 果 导 函数 序列 f/ 一 


一 点 zo 使 得 极限 lim f(zo) 存在 ， 那 么 函 


数 序列 fi 就 一 致 收敛 于 一 个 可 微 函数 f， 并 且 f 的 导 函 数 等 于 g。 
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通俗 地 讲 ，- 


收敛 ,那么 
证 明 : 


时 有 


因为 及 是 连续 的 , 所 以 1 


FE- 述 定理 是 指 ， 如 果 所 是 一 致 收敛 的 ， 并 且 对 于 某 个 x0，fn(zo) 


所 也 是 一 致 收敛 的 , 并 且 有 时 lm f(z) = lim 是 f(z)。 
我 们 在 这 里 只 给 出 证 明 的 开头 , 余下 的 证 明 留 作 习 题 (习题 14.7.1)。 


六 加 -Aco= | 


当 zelazol 时 , 有 


fn(7) — fn(x0) = — 


设 工 是 当 n 一 00 时 (xo) 的 极限 : 


为 了 完成 训 


[zo, 


上 


L:= lm fn(x0) 


微 积分 基本 定理 (定理 11.9.4) 可 知 , 当 z € [zo,0| 


2] 


所 


2Z0] 


假设 可 知 L 是 存在 的 。 由 于 每 一 个 所 都 在 [wj 上 连续 ， 并 且 所 一 致 收敛 于 g， 


因此 根据 推论 14.3.2 可 知 , g 也 是 连续 的 。 现在 定义 函数 f : [a,0] 一 RR 为 


1 =5-| 9+| ,9 其 中 ze [a,0 
QZ0 a,T 


FE 明 , 我 们 必须 证 明雄 一致 收敛 于 ， 


这 些 内 容 在 习题 14.7.1 中 完成 。 
注 14.7.2 实际 上 ， 当 我 们 不 假定 函数 f 是 连续 函数 时 , 定理 14.7.1 仍然 成 
立 , 但 证 明 难度 就 会 增 大 , 参见 习题 14.7.2。 
把 该 定理 与 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判 别 法 结合 起 来 , 我们 就 得 到 了 下 述 推论 。 
推论 14.7.3 设 [a,9] 是 一 个 区 间 。 对 于 和 有 
是 一 个 可 微 函数 , 它 的 导 函 数 态 : |e 机 一 RR 是 连续 的 。 如 果 级 数 学 | 彤 | 是 绝 


并 


f 是 可 微 的 , 它 的 导 函 数 是 g， 


EF 意 的 整数 nz1, 设 所 :[a,0] 一 RB 


对 收敛 的 ,其 中 
| 入 = := sup |fn(7)| 
xzEl[a,b] 
是 7 的 1 


Na 


> fn(xo 


证 明 : 


参见 习题 14.7.3。 


定义 14.5.5 定义 的 上 确 界 范 数 ， 并 且 存 在 某 个 zo e [ww 中 使 得 级 数 
收 敏 , 那么 级 数 ,在 [a,8] 上 一 致 收敛 于 一 个 可 微 函 数 , 并 且 对 于 所 
下 和 
有 的 ze [ab 实际 上 都 有 


14.8 


多 项 式 一 致 双 近 


“303. 


现在 我 们 给 出 一 个 函数 的 例子 , 该 函数 处 处 连续 , 但 处 处 不 可 微 (这 个 特别 的 


一 上 


例子 是 | 


魏 尔 斯 特 拉 斯 发 现 的 )。 同 样 ， 我 人 


知识 , 对 这 些 知识 的 严格 论证 将 在 15.7 节 中 给 出 。 
例 14.7.4 设 f:R 一 R 是 函数 


4 7 cos(327n7) 


都 是 连 
15.7.10)。 实际 上 , f 是 一 个 处 处 不 可 微 的 函 


注意 ， 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判 别 法 可 知 ， 该 级 数 是 一 
续 的 ， 所 以 函数 f 也 是 连续 的 。 但 


微 , 虽然 它 是 处 处 连续 的 。 


= SS 4 "cos(32” 7) 


"y= 


] 预 先 假设 已 经 具备 了 三 角 函 数 的 相关 


致 收敛 的 。 又 因为 每 一 个 函数 
f 是 不 可 微 的 《习题 
有数 ,也 就 是 说 , 它 在 任意 一 点 处 都 不 可 


习 题 

14.7.1 ”完成 定理 14.7.1 的 证 明 。 把 这 个 定理 与 例 1.2.10 进行 比较 ， 并 解释 这 个 例子 为 什么 
不 和 定理 矛盾 。 

14.7.2 ” 当 不 假设 及 是 连续 函数 时 , 证 明定 理 14.7.1。[ 这 意味 着 你 无 法 使 用 微 积 分 基本 定理 ， 
但 仍然 可 以 使 用 平均 值 定理 (推论 10.2.9)。 利 该 定理 证 明 如 果 4 (有 
那么 对 所 有 的 ze [a,8] 都 有 |(fa(z) 一 fn(z)) 一 (fan(z0) — fm(z0))| 入 slz 一 zol。 然 
后 利用 这 个 结论 去 完成 定理 14.7.1 的 证 明 。] 

14.7.3 ”证 明 推论 14.7.3。 

14.8 ”用 多 项 式 一 臻 逼近 

正如 我 们 所 看 到 的 那样 , 连续 函数 会 有 一 些 非常 不 好 的 性 质 , 比如 它们 可 能 处 

处 不 可 微 ( 例 14.7.4)。 男 外 , 像 多 项 式 这 样 的 函数 , 性 状 却 总 是 好 的 ,尤其 它们 总 

是 可 微 的 。 幸 运 的 是 ,虽然 大 部 分 连续 函数 的 性 状 都 不 像 多 项 式 那 么 好 , 但 它们 总 

可 以 用 多 项 式 来 一 致 通 近 。 这 个 重要 ( 却 困 难 ) 的 结果 被 称 作 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定 


理 , 这 就 是 本 节 要 讨论 的 内 容 。 


定义 14.8.1 设 [a,0| 是 一 个 
函数 f: [a,0] 一 R, 其 中 n>z0 是 整数 ，co,: 


就 叫 作 了 的 次 数 。 


例 14.8.2 定义 为 flz) := 3x1 十 273 一 4z 十 5 的 函数 f: [1,2 


次 数 为 4 的 多 项 式 。 


区 间 。[a, 引 上 的 多 项 式 是 形 如 f(z) := 


及 .是 


2 cj22 的 


.6 都 是 实数 。 如 果 cw 0 那么 mn 


[B92]E 
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定理 14.8.3〈 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 ) 如 果 [a,0] 是 一 个 


间 , f :[a,0] 二 RB 


区 
是 一 个 连续 函数 , 并 且 s > 0, 那么 存在 [a,9] 上 的 多 项 式 已 使 得 ds(P, 了 f) < e( 即 


对 所 有 的 ze [a,8] 都 有 |P(x) - f(x)| < =)。 
这 个 定理 还 可 以 按照 下 面 的 方式 来 叙述 。 回 忆 一 


下 , OC([a,9] 一 R) 是 从 [a, 


到 及 . 的 连续 函数 空间 ， 它 具有 一 致 度量 qd 。 设 P([a,09| 一 R) 是 [a,9| 上 全 体 多 


项 式 的 空间 。 因 为 每 一 个 多 项 式 都 是 连续 的 〈 习 题 9. 
C(o 中 一 玉 ) 的 子 空间 。 于 是 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 


47)， 所 以 P(o 吕 一 羽 ) 是 
ELE 断定 了 每 一 个 连续 函数 都 是 


Po 一 及) 的 一 个 附着 点 。 换 言 之, 多 项 式 空 间 的 闭 包 就 是 连续 函数 空间 : 
P(a — R) = Cl(la,0] — R) 


那么 [a,8] 上 的 每 一 个 连续 函数 都 是 多 项 式 序列 的 一 致 极限 。 这 就 是 说 , 多 项 式 空 


间 在 连续 函数 空间 中 依 一 致 拓扑 稠密 。 


魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 的 证 明 有 些 复杂 , 将 分 成 几 个 步骤 来 完成 。 首先 , 我 们 


需要 恒 等 副 近 的 概念 。 


定义 14.8.4《〈 紧 支撑 函数 ) 设 [aw 中 是 一 个 区 间 


， 称 函数 f : 及 一 及 支撑 在 


[ww 引 上 ， 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 x 4 [a,9] 都 有 f(zx) = 0。 我 们 称 f 是 紧 支 撑 的 ， 当 


们 定义 反常 积分 ]%。f 为 /> 了 := jaf 


且 仅 当 它 支撑 在 某 个 区 间 [ww 上 。 如 果 了 是 连续 的 并 且 支 撑 在 [ww 中 上 ， 那么 我 


注意 , 一 个 函数 可 以 支撑 在 多 个 区 间 上 。 例如 ,支撑 在 [3,4 上 的 函数 也 一 定 
支撑 在 [2,5] 上 。( 为 什么 ? ) 从 原则 上 来 说 , 这 可 能 意味 着 我 们 对 [了 的 定义 是 


不 确定 的 , 然而 情况 并 非 如 此 。 


引 理 14.8.5 设 f:R 一 R 是 一 个 连续 函数 。 如 果 了 不仅 文 撑 在 区 间 [a,5 
上 , 还 支撑 在 另 一 个 区 间 [c,qd] 上 , 那么 人 oj = fiaf。 


证 明 : 参见 习题 14.8.1。 


定义 14.8.6〈 恒 等 逼近 ) 设 s>0, 且 0<6<1。 我 们 称 函 数 上: 及 一 及 是 


(s,5) 恒 等 逼近 的 ,如 果 它 满足 下 面 三 条 性 质 。 
(a) 了 支撑 在 [-1,1] 上 , 并 有 晶 对 所 有 的 -1<z< 
(b) f 是 连续 的 , 并 且 [f=1。 
(c) 对 于 所 有 的 5< |z| <1 均 有 |f(z)| < 。。 


1 都 有 f(x) > 0。 


注 14.8.7 对 于 熟悉 狄 拉克 6 函数 的 人 来 说 , 恒 等 远 近 是 用 〈 较 容易 分 析 的 ) 


讨论 狄 拉克 5 函数 。 


连续 函数 来 副 近 这 个 (间断 性 非常 强 的 ) 6 函数 的 一 种 方法 。 但 在 本 书 中 , 我 们 不 


我 们 对 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 的 证 明 依 赖 于 三 个 关键 的 事实 。 第 一 个 事实 就 
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是 多 项 式 可 以 用 作 恒 等 允 近 。 
引 理 14.8.8〈 多 项 式 可 以 作为 恒 等 逼 近 ) 对 于 每 一 个 。<>0 和 0<65<1, 都 
存在 一 个 [-1 1 上 的 多 项 式 P, 而 且 它 是 一 个 (s, 6) 恒 等 逼 近 。 
证 明 : 参见 习题 14.8.2。 
利用 多 项 式 的 恒 等 逼 近 , 我 们 用 多 项 式 来 通 近 连续 函数 。 我们 将 会 用 到 卷 积 这 
定义 14.8.9 ( 卷 积 ) 设 :及 一 及 和 9: 及 一 有 都 是 连续 的 紧 支 撑 函 数 。 我 
们 把 f 和 g 的 卷 积 fxg:R 一 R 定义 为 函数 


(fr9(0) =| f(s way 


注意 , 如 果 f 和 g 都 是 连续 日 紧 支撑 的 , 那么 对 于 每 一 个 x, 函数 f(y)g(z 一 限 
(关于 y 的 函数 ) 也 是 连续 旦 紧 支 撑 的 , 因此 上 述 定 义 是 有 意义 的 。 

注 14.8.10 卷 积 不 仅 在 傅 里 叶 分 析 和 偏 微分 方程 中 有 着 重要 作用 , 它 在 物理 
学 、 工 程 学 和 信和 号 处 理 理 论 中 也 相当 重要 。 对 卷 积 更 深层 次 的 研究 超出 了 本 书 的 范 
习 , 在 这 里 , 我 们 只 对 它 进 行 简单 的 介绍 。 

命题 14.8.11 ( 卷 积 的 基本 性 质 ) 设 f:R 一 R,g:R 一 R 和 hh:R 一 R 都 
是 连续 的 紧 支 撑 函 数 , 那么 下 列 命题 成 立 。 

(a) 卷 积 f*g 也 是 连续 的 紧 文 撑 函 数 。 

(b) ( 卷 积 是 可 交换 的 ) 我 位 有 f*g = 9gx*j 换言之 ， 


fxgo)=| fg — Way 
=| s/wWay 
= 9* f(7) 
(9 ( 卷 积 是 线性 的 ) 我 们 有 fx (9 十 月 = 1*g + 了。 另外, 对 于 任意 的 实 
数 c, 部 有 fx*(cg)= (cf)*g=c(f *9)。 
证 明 : 参见 习题 14.8.4。 
注 14.8.12 卷 积 还 有 一 些 其 他 的 重要 性 质 。 例 如 ， 卷 积 是 可 结合 的 ， 即 (7 
四 #hh 二 f# (gx 月 。 卷 积 与 导数 可 交换 ， 也 就 是 说 , 当 广 和 9 都 可 微 时 ， (xg) = 
+g = fxgy。 前 面 提 到 的 狄 拉克 5 函数 是 关于 卷 积 运算 的 恒等式 , fx5 = 54 了 二 了 
证 明 这 些 结果 要 比 证 明 命题 14.8.11 更 困难 些 , 但 本 书 中 我 们 用 不 到 这 些 内 容 。 
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前 面 曾 提 到 过 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 的 证 明 依 赖 于 三 个 关键 的 事实 。 第 二 个 
关键 的 事实 就 是 ,与 多 项 式 进行 卷 积 运算 将 会 产生 另 一 个 多 项 式 。 

引 理 14.8.13 设 f:R 一 R 是 文 撑 在 [0,1] 上 的 连续 函数 。 设 9 :及 一 及 是 
文 撑 在 [-1,1] 上 的 连续 函数 , 而 且 9 是 [-1,1] 上 的 多 项 式 。 那 么 f*g 是 [0,1 上 
的 多 项 式 。( 注 意 , f *g 在 [0,1] 之 外 可 能 就 不 是 多 项 式 了 。) 


证 明 : 因为 9 是 [-1,1] 上 的 多 项 式 , 所 以 我 们 可 以 找到 一 个 整数 n > 0 和 实 
数 co0, cei, ,cn 使 得 n 
g(x) = Do’, 2 €[-—1,1] 
j=0 


另外 , 由 于 了 支撑 在 [0,1] 上 , 因此 对 于 所 有 的 ze 10,1] 都 有 
fxgle) = | f(r -Way = | f(y)g(z — Wdy 
一 co [0,1] 


因为 ze [0,1], 并 且 积 分 变量 y 也 属于 [0,1], 所 以 z 一 ye [1,1]j。 于 是 , 把 g 的 
表达 式 代入 可 得 ， 
水 a )7 
f* g(x )=| ,i Da Tt— Ydy 


利用 二 项 式 公式 (习题 71.4) 把 上 式 展开 就 得 到 了 
< jl k j—k 

水 1 PRE 全 全 ee d 

1 gl | Wray 

过 交换 求 和 次 序 (利用 推论 7.1.14), 我们 有 

fxg(z)= jr D> 而 eds 


(为 什么 要 改变 求 和 上 下 限 ? 绘制 一 张 关于 ; 和 的 图 或 许 能 有 助 于 思考 。) 现在 
我 们 把 关于 的 求 和 运算 与 积分 运算 进行 交换 ,又 观察 到 zk 是 不 依赖 于 y 的 ,于 
是 有 、 

水 二 了 一 大 

fr) -De 中， Dp di 


如 果 对 于 每 一 个 有 = 0,:… ,m， 我 们 都 定义 
7 A 
i 
那么 Cx 就 是 一 个 与 x 无 关 的 数 , 并 且 对 所 有 的 zs [0,1] 都 有 
f * 9g(Z -Doe 


因此 fxg 是 [0,1 上 的 多 项 式 。 
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第 三 个 关键 的 事实 是 ， 如 果 让 一 个 一 致 连续 的 函数 与 一 个 恒 等 交 近 作 卷 积 运 


语 )。 


算 , 那么 我 们 得 到 的 新 函数 将 接近 于 原来 的 函数 (这 就 解释 了 “ 恒 等 台 近 ”这 个 术 


引 理 14.8.14 设 f:R 一 R 是 支撑 在 [0,1] 上 的 连续 函数 , 它 以 某 个 MM >0 
为 界 ( 也 就 是 说 , 对 于 所 有 的 ze R 都 有 |f(zx)| < M)。 设 e>0, 且 0<6<1， 
上 y| <6, 就 有 |f(zx) -Fl< se， 并 设 9 是 任意 一 个 
(s, 9) 恒 等 允 近 。 那么 , 对 于 所 有 的 ze [0， 


它们 使 得 只 要 zyeE 了 BR 及 且 |z 


田 


|f * go) — f(z) 


证 明 : 参见 习题 14.8.6。 
EA 


1] 都 有 


< (1+4M)e 


把 这 些 结论 结合 起 来 , 就 得 到 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 至 近 定理 的 一 个 预备 形式 。 
推论 14.8.15( 魏 尔 斯 特 拉 斯 人 逼近 定理 I) 设 三 :了 一 有 是 支撑 在 [0,1] 上 的 


连续 函数 。 那么 对 于 任意 的 。 > 0, 存在 一 个 函数 P:R 一 RR, 它 是 [0,1] 上 的 多 项 


式 , 并 使 得 |P(z) -f(z)| < 对 所 有 的 ze [0,1] 都 成 立 。 


证 明 : 参见 习题 14.8.7。 


现在 我 们 进行 一 系列 的 修 ] 


E, 把 推论 14.8.15 转化 成 真正 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 表 近 


定理 。 首 先 , 我们 需要 一 个 简单 的 引 理 。 


引 理 14.8.16 设 了 :|[0,1] 一 R 是 一 个 连续 函数 , 它 在 [0,1] 的 边界 上 取 值 为 


0。 也 就 是 说 , f(0) = f(1) = 0。 设 下 :及 一 及 是 具有 如 下 定义 的 函数 : 当 z e [0,1 
时 ，F(z) := f(z); 当 z 810,1] 时 , F(z) :=0。 那 么 下 也 是 连续 的 。 


证 明 : 参见 习题 14.8.9。 


注 14.8.17 引 理 14.8.16 中 的 函数 有 时 被 称 作 f 的 零 延 拓 。 


根据 推论 14.8.15 和 引 理 14.8.16， 我 介 
斯 逼近 定理 
= 0。 那 么 对 于 任意 的 s > 0,， 存 在 一 个 多 项 式 
0,1] 都 有 |P(z) 一 f(z)| < es。 


推论 14.8.18 ( 魏 尔 斯 特 拉 


的 连续 函数 ， 并 且 满 足 f(0) = f(1) 
P:[0,1] 一 R 使 得 对 于 所 有 的 ze 


现在 我 们 去 掉 推论 14.8.18 中 的 假设 条 件 /0) = f(1) = 0,， 从 而 让 结论 变 得 更 


强 。 


] 能 马上 得 到 : 


ID) 设 了:[0,1] 一 RR 是 支撑 在 [0,1] 上 


推论 14.8.19〈 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 IT) 设 f : |0,1] ， R 是 支撑 在 10,1] 
上 的 连续 函数 , 那么 对 于 任意 的 = > 0, 存在 一 个 多 项 式 P: 0,1] 一 R 使 得 对 于 所 


有 的 ze [0,1] 都 有 |P(z) -jz 


)| <e。 
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证 明 : 设 斑 : [0,1] 一 R 表示 函数 
F(z) := f(z) — f(0) — zx(f(1) — f(0)) 
观察 可 知 , 也 是 连续 的 , (为 什么 ? ) 并 且 (0) = (1) = 0。 根据 推论 14.8.18, 我 
们 能 够 找到 一 个 多 项 式 Q : [0,1] 一 及 , 它 使 得 对 于 所 有 的 ze [0,1] 都 有 |Q(z) 
F(z)| < s。 又 因为 
Q(x) — F(x) = Q(x) + f(0) + 2z(f(1) — fF(0)) — f(z) 

所 以 只 要 令 已 为 多 项 式 P(z) := Q(z) 十 (0) 十 xz(f(1) 一 了 (0)), 就 得 到 了 想 要 证 
的 结论 。 

最 后 我 们 来 证 明 完 整 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 。 

定理 14.8.3 的 证 明 : 设 了 :|[a,09 一 RR 是 [a,9] 上 的 连续 函数 , 设 g:[0,1| 一 RB 
是 函数 


ID 


明 


gz):= f(a+(5—a)zx), ze[0,1 
观察 可 知 , 对 于 所 有 的 ye [a, 
f(y) = g((y 一 ao/ 一 J) 
函数 g 在 [0,1] 上 是 连续 的 , (为 什么 ? ) 那么 根据 推论 14.8.19, 我 们 可 以 找到 一 个 
多 项 式 Q@ : [0,1 一 R, 使 得 对 所 有 的 ze [0,1] 都 有 |Q(z) 一 g(x)| < se。 特别 地 ,对 
于 任意 的 ye [a, 吕 , 我 们 有 
IC 一 oa/ 人 一 o) 一 9 一 oO 一 oO) 入 s 

如 果 令 P(y) := Q((y 一 Q)/(5 一 a)), 那么 PP 也 是 一 个 多 项 式 。( 为 什么 ? ) 因此 , 对 
于 所 有 的 ye [a,0] 都 有 |P(y) 一 f(y)| < 8， 结论 得 证 。 

注 14.8.20 注意 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 只 能 用 在 有 界 区 间 [ww 上 , R 上 
的 连续 函数 无 法 用 多 项 式 来 一 致 逼近。 例如 ， 定 义 为 f(x) := ez 的 指数 函数 f : 
R 一 及 (我们 将 在 15.5 节 中 严格 地 研究 这 个 函数 ) 不 能 用 任何 多 项 式 来 逼近 ， 因 
为 指数 函数 递增 的 速度 要 比 任何 多 项 式 都 快 〈 习 题 15.5.9)， 因 此 我 们 根本 无 法 保 
证 f 和 多 项 式 之 间 的 度量 的 上 确 界 是 有 限 的 。 

注 14.8.21 魏 尔 斯 特 拉 斯 到 近 定理 可 以 推广 到 更 高 维 的 情形 : 如 果 玉 是 RR” 
(具有 了 欧 几 里 得 度量 da ) 的 任意 一 个 紧 致 子 集 ，/ 厂 : K 一 及 是 一 个 连续 函数 ， 那 
么 对 于 任意 的 s > 0， 都 存在 一 个 具有 7 个 变 元 z1,… ,zn 的 多 项 式 已 :天 一 及， 
使 得 ds(f, PP) < s。 这 个 一 般 的 定理 可 以 通过 对 上 面 论述 做 出 更 复杂 的 变动 来 进 
行 证 明 ， 但 我 们 不 会 这 样 做 。( 事 实 上 ， 该 定理 还 有 一 个 更 一 般 的 形式 ， 被 称 为 斯 
通 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 这 个 定理 适用 于 任何 度量 空间 , 但 这 部 分 内 容 超出 了 本 书 
的 范围 。) 
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习 题 
14.8.1 证 明 引 理 14.8.5。 
14.8.2 (a) 证 明 : 对 于 任意 的 实数 0 < y < 1 和 任意 的 自然 数 郊 > 0,， (1 一 g ">1 一 ny 均 
成 立 。( 提 示 : 对 n 使 用 归纳 法 , 或 者 对 y 求 导 。) 
(b) 证 明 : 广 ;(1 一)"dz > 去 。 (提示: 当 |z| < 1/Vn 时 ， 利 用 部 分 (a); 当 
|z| 1/Vn 时， 只 需 利 用 (1 - z2) 是 正 的 这 一 事实 就 可 以 了 。 本 题 还 可 以 利用 
三 角 检 换 求解 , 但 在 你 清楚 自己 在 做 什么 之 前 , 我 不 推荐 使 用 这 种 方法 。) 
(c) 证 明 引 理 14.8.8。( 提 示 : 当 ze [1,1] 时 , 令 f(z) 等 于 c(1-z?)”; 当 zx [1,1] 
时 , 令 f(z) 等 于 0, 其 中 V 是 一 个 较 大 的 数 , 而 c 使 得 了 的 积分 为 1， 并 使 用 
(b)。) 
14.8.3 设 广 :及 一 玉 是 一 个 连续 的 紧 支 撑 函 数 。 证 明 : f 是 有 界 的 , 并 且 是 一 致 连续 的 。( 提 
示 : 利用 命题 13.3.2 和 定理 13.3.5, 但 必须 先 处 理 的 定义 域 及 不 是 紧 致 的 这 一 条 
后 | 
14.8.4 ”证 明 命 题 14.8.11。( 提 示 : 利用 习题 14.8.3 证 明 f *g 是 连续 的 。) 
14.8.5 设 f:R 一 R 和 9g:R 一 R 部 是 连续 的 紧 文 撑 函数 。 设 了 文 撑 在 区 间 [0,1] 上 ,并 设 
9 在 区 间 [0,2] 上 是 常数 ( 即 存 在 实数 c, 使 得 对 于 所 有 的 ze [0,2] 都 有 g(x) = c)。 
证 明 : 卷 积 f *g 在 区 间 [1,2] 上 是 常数 。 
14.8.6 ” (a) 设 9 是 一 个 (s,5)- 恒 等 逼近 。 证明: 1-2e < [sag9<1。 
(b) 证 明 引 理 14.8.14。( 提 示 : 从 下 面 这 个 恒等式 入 手 
1rg)=| f(r — Wolay 
=| f(z — yg(y)dy 十 | f(z — yg(y)dy 
[一 6,6] [6,1] 
+| f(z —y)g(y)dy 
[一 1, 一 5] 
解 题 的 思路 是 证 明 第 一 个 积分 接近 于 f(z), 而 第 二 个 和 第 三 个 积分 都 非常 小 。 为 了 
完成 前 一 个 任务 , 利用 (a) 以 及 f(z) 和 f(z 一 y) 之 间 的 距离 不 超过 s 这 一 事实 。 为 
了 完成 后 面 的 任务 ,利用 恒 等 逼 近 的 性 质 (c) 以 及 f 是 有 界 的 这 一 事实 。) 
14.8.7 ”证明 推论 14.8.15。( 提 示 : 结合 使 用 习题 14.8.3、 引 理 14.8.8、 引 理 14.8.13 以 及 引 理 
14.8.14。) 
14.8.8” 设 了: [0,1] 一 及 是 一 个 连续 函数 ， 并 设 对 于 所 有 的 非 负 整 数 n = 0,1,2,.…. 都 
有 fio f(z)z"dz = 0。 证明: 一定 是 零 函 数 f 三 0。( 提 示 : 先 证 明 对 所 有 
的 多 项 式 P 都 有 fo f(z)P(z)dx = 0。 然 后 ， 利 用 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 证 明 
oa f(z)f (rx)dz = 0。) 
14.8.9 ”证 明 引 理 14.8.16。 
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15.1 “形式 过 级 数 


现在 我 们 来 讨论 一 类 重要 的 函数 级 数 ,， 即 震级 数 。 就 像 前 几 章 那 样 ,我 们 首先 
引入 形式 早 级 数 的 概念 , 然后 在 后 面 几 节 中 , 集中 研究 级 数 何 时 收敛 于 一 个 有 意义 
的 函数 ， 以 及 该 函数 上 共有 什么 样 的 特征 。 
定义 15.1.1 (形式 窜 级 数 ) 设 a 是 一 个 实数 。 任 何 形 如 


oo 


>》， cn(T — a)” 


的 三 刘 
的 级 数 都 叫 作 以 a 为 中 心 的 形式 里 级 数 , 其 中 co cl. … 是 一 个 (与 无 关 的 ) 实 
数 序列 。 我 们 把 c, 称 为 级 数 的 第 n 个 系数 。 注 意 ， 级 数 中 的 每 一 项 cu(z 一 a)" 都 
是 关于 实 变量 x 的 函数 。 
例 15.1.2 级 数 六 nl(z-2)* 是 以 2 为 中 心 的 形式 寡 级 数 。 级 数 入 2z(z 3)" 
村 三 n=0 
不 是 形式 震级 数 ， 因为 系数 2 与 尼 有 关 。 
之 所 以 说 这 些 宕 级 数 是 形式 的 ， 是 因为 我 们 还 未 曾 假设 这 些 级 数 收敛 于 任 
何 z。 但 当 x = a 时 ， 这 些 级 数 一 定 是 收敛 的 。( 为 什么 ? ) 在 通常 情况 下 ，z 
与 a 的 距离 越 近 ,这 个 级 数 就 越 容易 收敛 。 为 了 更 精确 地 描述 此 事 , 我 们 需要 下 
这 个 定义 。 
定义 15.1.3 (收敛 半径 ) 设 ci(z -a)" 是 一 个 形式 时 级 数 。 我们 把 该 级 数 
也 一 0 
的 收敛 半径 R 定义 为 


二 1 

lim sup |ca|/” 
在 这 里 , 我们 约定 一 +oo 和 二 =0。 

注 15.1.4 因为 每 一 个 |en|!” 都 是 非 负 的 ， 所 以 极限 lim sup |cn| 和 7 可 以 

取 0 和 +o 之 间 (包括 0 和 +oo 在 内 ) 的 任何 一 个 值 。 因 此 , R 也 可 以 取 0 和 
+oeo 之 间 (包括 0 和 +o 在 内 ) 的 任何 一 个 值 (显然 , R 不 一 定 是 个 实数 )。 注 意 ， 
即使 序列 |es|2” 不 收敛 , 收敛 半径 也 始终 存在 。 这 是 因为 任何 一 个 序列 都 存在 上 
极限 (虽然 这 个 上 极限 可 能 是 +ee 或 -co)。 
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例 15.1.5 级 数 》m(-2)"(z 一 3)” 的 收敛 半径 是 : 
n=0 
1 1 _1 
lim sup In(—2)"|/™ lim sup 2nplm 2 
级 数 27 (z 十 2)" 的 收敛 半径 是 : 
n=0 
1 1 1 
3 一 了 有 一 0 
lim sup |22 4 lim sup 2 十 co 
级 数 》 2-”(z 二 2)” 的 收敛 半径 是 : 
n=0 
1 1 


lim sup 12-” i? lim sup 2 


收敛 半径 的 重要 性 如 下 。 
定理 15.1.6 设 立 ou(z_ on 是 一 个 形式 军 级 数 ， 
径 。 人 
(8) 《在 收 敏 半径 之 外 发 散 ) 如 果 = < 
级 数 里 clz - a)" 是 发 散 的 。 
(b) (在 收 化 半径 内 收敛 


) 如 果 zx € R 满足 |z 一 al < R， 那么 对 寺 


0 


no00 


并 设 RR 是 该 级 数 的 收敛 半 


二 | 


R 满足 |z 一 a| > R, 那么 对 于 这 个 x 值 


hE 》 


六 这 个 > 值 ， 


级 数 》 cu(z -a)" 是 绝对 收敛 的 。 


n=0 
对 于 下 面 的 (c) ~ (e), 我 们 假定 R > 
的 一 点 处 收敛 )。 设 f : (a 一 R,a+t RR) 一 
可 知 , 该 函数 一 定 存在 。 
(c) (在 紧 致 集合 上 一 致 收敛 ) 对 于 作 


0 (也 束 是 说 , 级 数 至 少 在 除 x = a 之 外 


R 是 函数 f(x) := jcn(z 一 a)”"。 由 (b) 
“= 


F 意 的 0 < r < R, 级 数 六 cn(z -a)" 在 


紧 致 区 间 [a 一 7,a 十 7| 上 一 致 收 
(d) 


级 数 mcn(z 一 a)”1! 在 


n=0 
鳅 于 f。 于 是 , f 在 (a 一 RR,a 十 R) 上 连 


( 窜 级 数 的 微分 ) 函数 了 在 (a 一 R,a 二 RR) 上 可 微 。 对 于 任意 的 0<r< 有 RR， 
区 间 [a 一 7,a 十 7] 上 一 致 收敛 于 户 。 

n= 
(e) (震级 数 的 积分 ) 对 于 任意 一 个 包含 有 


E (a 一 RR,a 十 RR) 内 的 闭 区 间 [wy,z]， 有 


a) n+l a) nl 


(y 


| 
[y,2] n=0 


n 二 1 
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证 明 : 参见 习题 15.1.1。 


上 面 的 定理 15.1.6 的 (a) 和 (b) 给 出 了 另 一 种 求 收敛 半径 的 方法 , 那 就 是 利 上 
你 所 熟悉 的 收敛 判别 法 求 出 使 暴 级 数 收 敛 的 x 的 取 值 范围 。 


例 15.1.7 考虑 军 级 数 立 ntz -1)*。 由 比值 判别 法 可 知 ， 当 


n=0 
该 级 数 收敛 ; 当 |z 一 1| > 1 时 , 该 级 数 发 散 。( 为 什 


么 就 会 与 定理 15.1.6(b) 矛盾 )。 
注 15.1.8 当 |zx 一 al 


qm | 


人 么 ? ) 


R 时 , 即 考虑 在 点 a 一 R 和 a 十 RR 处 的 情形 时 , 定理 


CUL 


zx 一 1|<1 时 ， 


因此 , 收敛 半径 唯一 的 可 
能 取 值 就 是 R= 1 (如 果 RR < 1， 那么 就 会 与 定理 15.1.6(a) 矛盾 ; 如 果 RR>1, 那 


15.1.6 没有 给 出 任何 信息 。 事实 上 , 在 这 些 点 处 收 伍 和 发 散 都 有 可 能 发 生 。 参 见习 
题 15.1.2。 


注 15.1.9 注意 , 虽然 定理 15.1.6 保证 了 种 级 数 Sl 在 区 间 (a 一 三 ， 
Lab 
a 十) 上 是 逐 点 收敛 的 ,但 它 不 一 定 在 该 区 间 上 一 致 收敛 (参见 习题 15.1.2(e) ) 。 


另外 , 定理 15.1.6(c) 保证 了 这 个 窜 级 数 在 任何 更 小 
敛 的 。 因此 , 窜 级 数 在 (a 一 R,a 十 R) 的 每 一 个 闭 子 


级 数 在 整个 (a 一 R,a 十) 上 一 致 收敛 。 


习 题 


的 区 间 [a 一 7,a1 
区 间 上 一 致 收敛 不 足以 保 记 


Hr] 上 都 是 收 


F 该 


15.1.1 证 明定 理 15.1.6。[ 提 示 : 对 (a) 和 (b) 使 用 根 值 判别 法 (定理 7.5.1); 对 (c) 使 用 魏 尔 
斯 特 拉 斯 M 判 别 法 〈 定 理 14.5.7); 对 (d) 使 用 定理 14.7.1; 对 (e) 使 用 推论 14.6.2。] 
15.1.2 ”给 出 以 0 为 中 心 ， 收 敛 半径 为 1 的 形式 震级 数 Yor" 的 例子 ， 使 得 该 


级 数 

(a) 在 z=1 和 x= 一 1 处 都 发 散 。 

(b) 在 z=1 处 发 散 , 但 在 x= 一 1 处 收敛 。 
(c) 在 z=1 处 收敛 , 但 在 x = 一 1 处 发 散 。 
( 
( 


d) 在 z=1 和 z= 一 1 处 都 收敛 。 


三 人 0 


ej 在 (1,1) 上 逐 点 收敛 , 但 在 (1,1) 上 不 一 致 收敛 。 


15.2 ” 实 解 析 函 数 


能 够 表示 成 曙 级 数 的 函数 f(z) 有 一 个 特殊 的 名 字 , 叫 作 实 解析 函数 。 
定义 15.2.1( 实 解析 函数 ) 设 瑟 是 及 的 子 集 , 并 设 :一 R 是 一 个 函数 。 


设 a 是 互 的 内 点 。 如 果 瑟 中 存在 一 个 开 区 间 (a 


r,a+7r)( 


中 x > 0), 使 得 某 
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个 以 a 为 中 心 的 宗 级 数 六 ou(z -a)" 的 收敛 半径 大 于 或 者 等 于 r， 并 且 该 级 数 在 
(ra 站 上 收 伍 于 户 那么 我 们 称 在 a 处 是 实 解析 的 。 如 果 是 一 个 开 集 ， 
并 且 在 巨 中 的 每 一 点 处 都 是 实 解析 的 ， 那 么 我 们 称 广 在 妃 上 是 实 解析 的 。 

例 15.2.2 考虑 定义 为 f(z) := 1/(1 一 zx) 的 函数 了: R\{1} 一 及 。 这 个 函数 在 
0 处 是 实 解析 的 ， 因 为 存在 一 个 以 0 为 中 心 的 寡 级 数 综 zw， 它 在 区 间 (1,1) 
上 收敛 于 1/(1 -可 = f(e)。 该 了 数 在 2 处 也 是 实 解析 的 ， 因 为 存在 一 个 震级 数 
站 (1D)”H(z 一 2)”, 它 在 区 间 (1,3) 上 收银 于 到 ca = 了 一 f(x)。 (为什么? 


| 


利用 引 理 7.3.3。) 实际 上 , 这 个 函数 在 整个 R\{1} 上 是 实 解析 的 。 参 见习 题 15.2.2。 

注 15.2.3 实 解 析 与 男 一 个 概念 有 着 密切 的 联系 , 即 复 解析 。 但 复 解 析 是 复 分 
析 研 究 的 课题 , 在 此 不 做 讨论 。 

现在 我 们 来 讨论 什么 样 的 函数 是 实 解析 的 。 根据 定理 15.1.6(c) 和 (qd), 如 果 f 
在 点 a 处 是 实 解析 的 , 那么 存在 某 个 x > 0, 使 得 f 在 区 间 (a 一 7,a 十 7) 上 既是 连 
续 的 又 是 可 微 的 。 实际 上 , 我 们 还 可 以 说 : 

定义 15.2.4 (k 次 可 微 性 ) 设 瑟 是 有 玉 的 子 集 。 我 们 称 函 数 三 :一 一 有 在 
五 上 是 一 次 可 微 的 ， 当 且 仅 当 了 是 可 微 的 。 更 一 般 地 ， 对 于 任意 的 有 > 2， 我们 
称 f:B 一 R 在 EB 上 是 k 次 可 微 的 , 或 者 说 f 是 kk 次 可 微 的 ， 当 且 仅 当 了 是 
可 微 的 并 且 fr 是 一 1 次 可 微 的 。 如果 f 是 次 可 微 的 ,那么 我 们 可 以 利用 递 
归 法 则 70 := 了 以 及 对 所 有 的 有 > 2 都 有 9 = (fW-D) 来 定义 次 导 函 数 
f9 :五 一 有 及。 另外, 我 们 定义 Fo := f( 即 了 的 0 次 导 函 数 ), 并且 让 每 一 个 函数 
都 是 零 次 可 微 的 (因为 对 于 每 一 个 f，f'0) 显然 都 存在 )。 称 一 个 函数 是 无 限 可 微 
的 《或 光滑 的 )， 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 大 > 0, 该 函数 都 是 次 可 微 的 。 

例 15.2.5 函数 f(z) := |zP? 在 及 上 是 二 次 可 微 的 , 但 不 是 三 次 可 微 的 。( 为 
什么 ? ) 实际 上 ，j2) = 态 =6lz|， 而 且 j2) 在 0 处 是 不 可 微 的 。 

命题 15.2.6( 实 解析 函数 是 大 次 可 微 的 ) 设 五 是 及 的 子 集 ,a 是 瑟 的 内 点 ,并 
设 f 是 在 a 处 的 实 解析 函数 。 那 么 存在 一 个 > > 0 使 得 对 于 所 有 的 ze (ac 一 ma+7)， 
都 有 窜 级 数 展开 式 


oo 


fo) = Dee —o)" 


n=0 
于 是 ,对 于 每 一 个 上 > 0, 函数 了 在 (a 一 r,a 十 ") 上 都 是 大 次 可 微 的 , 并 且 次 导 
函数 由 下 式 给 出 


Oo 


fz) = coren+D+2 (n+ hk)(r— a)" 


n=0 
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nl 


二 >》， Cntk (a (z —a)” 
0 


其 中 ze(e 一 ma 十 门 。 


证 明 : 参见 习题 15.2.3。 
推论 15.2.7( 实 解析 函数 是 无 限 可 微 的 ) 设 巨 是 R 的 开 子 集 , 并 设 上 :一 一 及 
是 马上 的 实 解析 函数 。 那么 f 在 妃 上 是 无 限 可 微 的 ,并 且 f 的 所 有 导 函 数 也 都 
是 互 上 的 实 解析 函数 。 
证 明 : 对 于 每 一 个 点 a € EB 和 每 一 个 有 > 0， 由 命题 15.2.6 可 知 , f 在 a 处 是 
k 次 可 微 的 。( 这 里 我 们 必须 对 习题 10.1.1 使 用 大 次 ,为 什么 ? ) 那么 对 于 每 一 个 
之 0, 了 在 马上 都 是 次 可 微 的 ,从 而 了 是 无 限 可 微 的 。 同样 , 根据 命题 15.2.6 
可 知 ，f 的 每 一 个 导 函 数 f(* 在 每 一 点 x € 马 处 都 有 一 个 收敛 的 窜 级 数 展开 式 。 
因此 ,了 f*) 是 实 解 析 的 。 
例 15.2.8 考虑 定义 为 f(z) := |z| 的 函数 了 :RR 一 R。 这 个 函数 在 xz = 0 处 是 
不 可 微 的 ， 从 而 它 在 xz = 0 处 不 可 能 是 实 解析 的 。 但 是 , 该 函数 在 其 他 任意 一 点 
ZE R\ {0} 处 都 是 实 解析 的 。( 为 什么 ? ) 
注 15.2.9 ”推论 15.2.7 的 逆 命 题 不 成 立 。 有 一 些 函数 是 无 限 可 微 的 , 但 并 不 
是 实 解析 的 。 参 见习 题 15.5.4。 
命题 15.2.6 有 一 个 重要 推论 , 它 是 由 布鲁克 “泰勒 (1685 一 1731) 提出 的 。 
推论 15.2.10 (泰勒 公式 ) 设 马 是 RB 的 子 集 , a 是 互 的 内 点 , 并 设 f:E 一 R 
是 在 a 处 实 解析 的 函数 。 存 在 某 个 + > 0, 使 得 对 于 所 有 的 xe (a 一 7,a 十 7), 了 都 
有 和 窜 级 数 展开 式 和 


那么 , 对 于 任意 的 整数 大 兰 0, 有 


f(a) = Flcx 
其 中 如 := 1x2x…xk (我们 约定 0! = 1)。 于 是 , 我 们 有 泰勒 公式 


oo p(n (a 
f= Yo), ZEl(a 一 mmQ 十 7 


证 明 : 参见 习题 15.2.4。 
圭 级 数 、 f° (0) (7 一 a)”* 有 时 被 称 作 f 在 a 附近 的 泰勒 级 数 。 因 此 ,泰勒 公 
n=0 
式 断 言 了 如 果 一 个 函数 是 实 解析 的 , 那么 它 就 等 于 自身 的 泰勒 级 数 。 


15.2 


实 解析 函数 .315. 


注 15.2.11 注意 , 泰勒 公式 仅 适 用 于 实 解析 函数 。 有 
但 泰勒 公式 对 它 不 成 立 。( 参 见习 题 15.5.4。) 


些 函 数 是 无 限 可 微 的 ， 


泰勒 公式 的 男 一 个 重要 推论 是 ,一 个 实 解析 函数 在 一 点 处 最 多 只 能 有 一 个 暴 


推论 15.2.12( 窜 级 数 的 唯一 性 ) 设 巨 是 R 的 子 集 , a 是 忆 的 内 点 ,并 设 
矿石 一 及 是 在 o 点 处 的 实 解析 函数 。 如果 f 有 两 个 以 va 为 中 心 的 震级 数 展开 式 


和 


f(z) = > cn(z — a)™ 


n=0 


三 >》， dn(Z 一 q)” 


而 且 每 个 级 数 都 有 一 个 非 零 的 收敛 半径 , 那么 对 于 所 有 的 m 
证 明 : 由 推论 15.2.10 可 知 ， 对 所 有 的 上 > 0 都 及 
f(a) = kldr。 因 为 kl 不 可 能 为 零 ， 所 以 我 们 可 以 把 它 消 掉 ， 从 而 得 到 对 所 有 的 


kz0 


注 15.2.13 一 个 实 解析 函数 在 任 
E 不 同 的 点 附近 却 一 定 会 有 不 同 的 震级 数 。 例 如 ， 定 义 在 


但 它 在 


之 0 都 有 Cn 一 ns 
(a) = klcs。 同 理 可 矢 


都 有 cx = dj， 结论 得 证 。 


f(z) := 


二 在 0 附近 , 即 在 区 间 (-1,1) 上 , 有 震级 数 


ce 
n=0 


但 它 在 1/2 附近 , 即 在 区 间 (0,1) 上 , 还 有 和 窜 级 数 


1 2 


en 2(z — 3) 


ee) 


-2 (e-) 


EF 意 一 个 给 定 的 点 附近 


入 


日 


只 有 唯一 一 个 宕 级 数 ， 
ER {1} 上 的 函数 


(注意 , 由 根 值 判别 法 可 知 , 上 面 这 个 虞 级 数 的 收敛 半径 是 1/2。 参见 习题 15.2.8。) 
习 题 
15.2.1 设 交 > 0 是 一 个 整数 ,c 和 a 都 是 实数 ,并 设 f 是 函数 f(zx 


是 无 限 可 微 的 , 并 且 对 所 有 的 整数 0< < n, 都 有 f(z) = 
kk > n 时 , 情况 又 如 何 ? 


) := c(x 一 a)”。 证 明 : f 
CO (一 oa” < 当 


明 : 例 15.2.2 中 定义 的 函数 三 在 整个 R\ {1} 上 是 实 解析 的 。 

15.2.3 “证明 命题 15.2.6。( 提 示 : 对 大 使 用 归纳 法 ,并 利用 定理 15.1.6(d)。) 
用 命题 15.2.6 和 习题 15.2.1 证 明 推 论 15.2.10。 

15.2.5” 设 a、b 是 实数 , 并 设 n> 0 是 个 整数 。 证 明 : 恒等式 


n 


CC-o"=》 二 Dm)™” 


lI(n — m)! 


二 各 


对 任意 的 实数 z 均 成 立 。( 提 示 : 使 用 二 项 式 公式 ， 即 习题 7.1.4。) 解释 这 个 恒等式 
为 什么 与 泰勒 公式 以 及 习题 15.2.1 是 一 致 的 。( 但 要 注意 , 在 验证 下 面 的 习题 15.2.6 
之 前 , 对 泰勒 公式 的 使 用 都 是 不 严格 的 。) 
15.2.6 ”利用 习题 15.2.5, 证 明 : 每 一 个 一 元 多 项 式 P(x) 在 及 上 都 是 实 解析 的 。 
15.2.7 ” 设 m 0 是 一 个 正 整 数 , 并 设 0 <z<r 是 一 个 实数 。 利用 引 理 7.3.3 建立 恒等式 


r oo 
= rr", XE(-r,r) 
r—Zx 


n=0 
利用 命题 15.2.6, 推导 出 恒等式 


Ooe 


7 ex nl! nm,,—n 
(ro Zz)™+! > ml ml 


对 所 有 的 整数 m > 0 和 所 有 的 x € (一 7,7) 均 成 立 。 另外 , 解释 上 式 右 端的 级 数 为 什 
么 是 绝对 收敛 的 。 

15.2.8” 设 马 是 R 的 子 集 , a 是 马 的 内 点 , 并 设 f :一 R 是 在 a 处 实 解析 的 函数 , 它 在 
a 处 有 和 窘 级 数 展开 式 


此 究 级 数 在 区 间 (a 一 7,a 十 7) 上 收敛 。 设 (5 一 s,b 十 s) 是 (a 一 7,a 十 7) 的 任意 一 个 

子 区 间 , 其 中 s > 0。 

(a) 证 明 : |la 一 0b| 7 一 s, 从 而 有 la 一 bl<7。 

(b) 证 明 : 对 于 每 一 个 0 < s < 7， 都 存在 一 个 C > 0, 使 得 对 于 所 有 的 整数 n> 0 

都 有 |cn| < C(r -6)-"。( 提 示 : 关于 级 数 学 cu(z a)” 的 收 剑 半径 ， 我 们 都 
知道 些 什么 ? ) 人 

(c) 证 明 : 如 果 级 数 Ga 一 0)”"cn 是 绝对 收敛 的 , 那么 由 公式 


二 nl nn 
Co a) cn、 m0 
定义 的 数字 qo, dl,… 是 有 意义 的 。 [提示 : 使 用 (b)、 比 较 判别 法 ( 即 推论 7.3.2) 
以 及 习题 15.2.7。] 
(d) 证 明 : 对 于 每 一 个 0 < s < s, 都 存在 一 个 C > 0, 使 得 对 于 所 有 的 整数 m > 0 
都 有 


lam| < C(s—e) ™ 
(提示 : 使 用 比较 判别 法 和 习题 15.2.7。) 


15.3 阿 贝 尔 定理 .317. 


(e) 证 明 : 对 于 所 有 的 x € (一 s,5 十 5)， 寡 级 数 > dm(x 一 0b)” 都 是 绝对 收敛 的 , 并 
m=0 

且 它 收敛 于 f(x)。[ 你 可 外 吏 用 关于 无 限 级 数 的 富 比 尼 定 理 〈 即 定理 8.2.2) 

以 及 习题 15.2.5。] 

(f) 推导 出 了 在 (a 一 7,a 十 7) 中 的 每 一 点 处 都 是 实 解析 的 。 


EK 
烛 
清 


15.3” 阿 贝尔 定理 


设 f(z) = cs(z 一 a)" 是 以 a 为 中 心 , 收敛 半径 0 < < oo 严格 介 于 0 和 
= 

co 之 间 的 容 级 数 。 根 据 定理 15.1.6 可 知 , 当 lz 一 a| < R 时 , 该 窜 级 数 绝对 收敛 ; 
当 |z 一 a| > R 时 , 该 暴 级 数 发 散 。 但 在 边界 |z 一 a|l = R 处 , 情况 就 比较 复杂 了 ; 
这 个 级 数 有 可 能 收敛 , 也 有 可 能 发 散 (参见 习题 15.1.2)。 然 而 , 如 果 级 数 在 边界 点 
处 收敛 , 那么 它 就 具有 很 好 的 性 状 。 尤 其 是 , 该 级 数 在 边界 点 处 是 连续 的 。 

定理 15.3.1 ( 阿 贝尔 定理 ) 设 f(z) = cn(ZT 一 a)” 是 以 a 为 中 心 的 , 收敛 半 

a 

径 为 0 < R< ow 的 窜 级 数 。 如 果 该 级 数 在 a 十 RR 处 收敛 , 那么 了 在 a+R 处 是 连 


oo 


lim >》， cn(Z 一 aq 一 >， cnR™ 
Lx 


za+R:rE(a—R,a+R) 0 


类 似 地 ， 如果 需 级 数 在 a 一 R 处 收敛 , 那么 f 在 a 一 R 处 连续 , 即 


to ye 
ee | 下 2 | 


在 证 明 阿 贝尔 定理 之 前 , 我们 需要 下 面 这 个 引 理 。 

引 理 15.3.2〈 分 部 求 和 公式 ) 设 (on) 窟 和 (bn) 只 o 是 分 别 收敛 于 极限 4 和 

B 的 实数 序列 , 即 im an = 4 和 lim bn = B。 如 果 级 数 》 (an+l 一 an)bn 是 收敛 
9 一 GO nO0 we 


的 , 那么 级 数 芝 oli(O 1 一 b) 也 是 收敛 的 ， 并 且 
n=0 


>》 (anti es an )bn 一 AB Ld aobo sd >》， ant1(Dntr1 be bn,) 
+ n=0 


证 明 : 参见 习题 15.3.1。 
注 15.3.3 我 们 应 当 把 这 个 公式 与 更 著名 的 分 部 积分 公式 进行 比较 , 参见 命题 
11.10.1。 


阿 贝尔 定理 的 证 明 : 我 们 只 需要 证 明 第 一 个 结论 , 即 只 要 级 数 六 oR" 收敛 ， 
也 一 0 
就 有 _ 国 
一 2 cnR” 
通过 把 上 述 结论 中 的 6 替换 成 (1)"e,， 我 们 就 能 得 第 二 个 结论， (为 什么 ? ) 
如 果 我 们 做 代 换 qd; := cnR" 和 yy := 号 *， 那 么 只 要 级 和 i dn 收敛 ， 上述 结论 就 


可 以 被 改写 成 : 


za+R: nt a—R,a+R) 2 


yo1: es 1,1) 2 dy 2 


(这 个 式 子 为 什么 与 前 面 的 结论 等 价 ? ) 
令 呈 := dn, 并 且 对 于 每 一 个 NN > 0,， 记 
n=0 
人 一 1 
SN := (5 四 一 
n=0 


于 是 有 So = 一 D。 观测 可 知 ， lim Sw =0 和 du = 5S%41 一 S;。 因 此 , 对 于 任意 的 
e (一 1,1), 我 们 有 


上 


oo 


> dny” = = >》 (5 mm 十 1 一 mn) 


物 二 0 
运用 分 部 求 和 公式 ( 引 理 15.3.2) 和 lim 加 = 0 可 得 ， 
Dny = 50 — Snri(yt! — 7) 
= 2 
又 观察 到 -5oy9 = 十 D。 于 是 , 为 了 完成 阿 贝 尔 定理 的 证 明 , 我 们 只 需要 证 明 
lim 全 Slimntl 一 =0 


2 一 1yE( 一 1 


即 可 。 因 为 y 收 傅 于 1, 所 以 我 们 还 可 以 把 y 限制 在 [0,1) 上 ， 而 不 是 (-1,1) 上 。 
这 样 我 们 就 可 以 让 y 为 正 数 。 
根据 级 数 的 三 角 不 等 式 (命题 7.2.9), 我 们 有 


oo OO 
>》 SnHi01 一 外 )| 和 >》 Sn 一)| 
n=0 n=0 


= 21Saril(y” —y°1) 


n=0 


那么 由 夹 逼 定理 (推论 6.4.14) 可 知 , 只 需 证 明 


15.4 和 窜 级 数 的 乘法 319. 


sl (太一 0)=0 


a ye | [0， D7 


到 


即 可 。 又 因为 表达 式 > 1Snril(y” 一 y+11) 显然 是 非 负 的 , 所 以 我 们 只 需要 证 
0 


lim sup Sy [Suril(y* — yt)=0 
y=>1:y€l[0,1) mn 二 0 


令 =>0。 由 Sn 收敛 于 零 可 知 , 存在 一 个 N, 使 得 对 于 所 有 的 n> V 都 有 |5n| <<e 
于 是 
00 N Ce 
人 
n=0 = n= 二 NN 二 1 


最 后 一 个 级 数 是 和 为 eyN+! 的 由 套 级 数 ( 参 见 引 理 7.2.15， 回 顾 一 下 ， 在 引 理 
6.5.2 中 , 当 n 一 co 时 有 ww? 一 0。), 从 而 有 


Ce N 
DSnrl( yt) < DS — tt) + ey 
n=0 n=0 


现在 取 极 限 y 一 1。 观 察 可 知 ， 当 y 一 1 时 ， 对 于 每 一 个 n = 0,1,.…,N 都 有 
Vy? 一 yt1 一 0。 因 为 我 们 可 以 交换 极限 运算 与 有 限 和 运算 的 次 序 (习题 7.1.5), 所 
以 


oo 


lim sup > [Snnil(y* — Yt) <e 


Nn—00 
n=0 


又 因为 。 > 0 是 任意 的 , 而 且 左 端 是 非 负 的 , 所 以 一 定 有 


lim sup BS [Sril(y” — y+)=0 


Nn—00 
n=0 


习 题 


15.3.1 证 明 引 理 15.3.2。( 提 示 : 首先 找 出 部 分 和 祥 (an+1 一 an)p 和 ty 
n=0 n=0 
之 间 的 关系 。) 


15.4 “时 级 数 的 乘 ; 


现在 我 们 来 证 明 两 个 实 解析 函数 的 乘积 仍然 是 实 解析 的 。 
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定理 15.4.1 设 f:(a-7,a+7) 一 RR 和 g:(a-7,a+7) 一 R 都 是 (ga-r,at7) 
上 的 解析 函数 , 它们 的 寡 级 数 展开 式 分 别 是 


oo 


f(2) = Don(z — a)" 


n=0 
和 oo 
g(t) = Dds — a)” 


VL 
那么 fg: (a 一 7,a 二 7) 一 RR 在 (a 一 7,a 二 7) 上 也 是 解析 的 , 其 暴 级 数 展开 式 为 


三 >》 en(T — a)” 
n=0 


其 中 ，e := DD ood nm。 

注 15.4.2 序列 (es)>2。 有 时 被 称 作 序列 (cs)se。 和 (du)>2_u 的 卷 积 ; 它 与 定 
义 14.8.9 中 引入 的 卷 积 概念 有 着 密切 的 联系 (但 不 完全 相同 )。 

证 明 : 我 们 要 证 明 对 于 所 有 的 ze (a 一 7,a 十 7), 级 数 > en(zx 一 a)” 都 收敛 于 
jz)g(z)。 现 在 设 z 是 (ec 一 ma 十 7 中 任意 一 个 固定 点 。 j 定 理 15.1.6 ， 和 
9 的 收敛 半径 都 至 少 为 r。 于 是 ， 级 数 > cn(X 一 a)* 和 > dn(x 一 a)”* 都 是 绝对 收 
化 的。 因此 ,如果 我 们 定义 了 


C:= Yor —a)"| 
= 
和 oe 
D:= >》 la(z—a)"| 
多 三 有 


那么 C 和 D 都 是 有 限 的 。 
对 于 任意 的 N > 0, 考虑 部 分 和 


N co 
2 2 en(z 一 omdn(z 一 o"| 


n=0 m=0 


我 们 可 以 把 上 式 改 写成 


N Co 
yt -ao 了》 len(z — a)™| 
0 m=0 


C 的 定义 可 知 , 这 个 式 子 等 于 


N 
> ldn(z 一 ao”C 
n=0 


15.4 


窜 级 数 的 乘法 .321. 


和 都 以 DC 为 界 。 因 此 , 级 数 


D 的 定义 可 知 ， 这 个 式 子 小 于 或 者 等 于 DC。 


2 2 lon(r -a) "dn(z —a)"| 


n=0 m=0 


是 收敛 的 。 这 意味 着 级 数 


>》， >》， cm(T—a)™dn(z—a)” 


n= 


是 绝对 收敛 的 。 


现在 我 们 用 两 种 方法 计算 这 个 级 数 和 。 首 乡 


式 中 提出 来 , 这样 就 得 到 
n= 


> dn(z — a)” 
n=0 
由 f(z) 的 展开 式 可 知 ， 上 式 等 于 


[Ms 


0 


3 
ll 


cm(7T — a)”™ 


D2, dn(z = a)"f(%) 
n=0 


三 | 


由 g(x) 的 展开 式 可 知 , 这 又 等 于 jz)g(z)。 


Jj 仿 ， 


于 是 ， 对 于 每 一 个 N， 上述 部 分 


E, 我 们 可 以 把 因 式 d,(z 一 a)* 从 和 


f(z)g(z) = >, >》 ent — a) "dn(t — a)" 


n=0 m=0 


现在 用 另外 一 种 不 同 的 方式 来 计算 这 个 和 。 把 


它 改 写成 


f(r)g9(2) = > 2 cmdn(z — a) "+t™ 


n=0 m=0 


可 以 把 它 写 成 


关于 级 数 的 定 比 尼 定 理 (定理 8.2.2) 可 知 , 因为 该 级 数 


是 


f(s)g(7) = > > cmdn(t — a) "+t™ 


m=0 n=0 


现在 做 替换 mw :=n 十 m， 那么 


线 


f(z)g(7) = >》， >》， cmdnm -mm(Z 一 a)™ 


i=0.% = 


如 果 对 于 所 有 的 负数 j, 我 们 令 dj = 0, 那么 


上 式 就 等 于 


Fa)gJ 三 》，》 cndwm(t = 0)" 


m=0 n’=0 


色 对 收敛 的 , 所 以 我 们 


再 次 使 用 富 比 尼 定 理 可 得 ， 


苦 > SY cman mm(Z 一 a)™ 


n=0 m=0 


它 可 以 被 改写 成 


m=0 


又 因为 当 j 为 负数 时 , qj 等 于 零 ,所 以 我 们 还 不 可 以 把 上 式 写 成 


n’=0 n= 


e 的 定义 可 知 , 该 式 就 是 我 们 想 要 证 明 的 


f(z)g9(2) = >》 ew lz — a)™ 


n’=0 


15.5 ”指数 函数 和 对 数 函 数 


格 的 基础 。 我 们 首先 来 考察 指数 函数 。 


定义 15.5.1《〈 指 数 函 数 ) 对 于 任意 的 实数 x, 我 们 把 指数 函 
下 面 这 个 实数 : 


oo Nn 


exp(Z) := SD 二 


n=0 
定理 15.5.2 (指数 函数 的 基本 性 质 》 
(a) 对 于 任意 的 实数 ,级 数 二 是 绝对 收敛 的 。 于 
= 


利用 在 前 几 节 中 建立 的 工具 ,我 们 现在 对 数学 中 的 许多 标准 函数 葛 定 一 


R，exp(z) 都 存在 并 且 是 一 个 实数 。 震 级 数 > 二 的 收敛 半径 是 ce， 
0 


且 exp 是 (-oo,co) 上 的 实 解析 函数 。 


(b) exp 在 及 上 是 可 微 的 , 并 且 对 于 任意 的 ze 及 ，exp'(z) = exp(z)。 
(c) exp 在 及 上 是 连续 的 , 并 且 对 于 任意 的 区 间 [ww 包 ,都 有 Jiaa exp(Z)dz = 


exp(b) — exp(a)。 
(d) 对 于 任意 的 x,y e 及 , 都 有 exp(z 十 Y) = exp(z)exp(y)。 


(e) 我 们 有 exp(0) = 1。 男 外 ， 对 于 任意 的 z es 及 ，exp(z) 都 是 正 的 ， 


exp(—7) = 1/exp(z)。 


个 严 


数 exp(z) 定义 为 


是 ， 对 于 任意 的 x € 


而 


(f) exp 是 严格 单调 递增 的 。 换 言 之 ， 如果 x 和 vy 都 是 实数 ， 那 么 exp(y) > 


exp(z) 成 立 ， 当 且 仅 当 y > z。 


15.5 “指数 函数 和 对 数 函 数 323 . 


证 明 : 参见 习题 15.5.1。 
通过 引入 著名 的 欧 拉 数 e = 2.71828183 .…〈 它 也 被 称 作 自然 对 数 的 底 )， 我 们 
可 以 把 指数 函数 写成 更 紧凑 的 形式 。 
定义 15.5.3〈 欧 拉 数 ) 数字 e 被 定义 为 
EE A 
0 A 


A 


oo 


命题 15.5.4 对 于 任意 的 实数 z, 我们 有 exp(z) = e”。 
证 明 : 参见 习题 15.5.3。 


根据 这 个 命题 , 我 们 可 以 交互 使 用 e* 和 exp(z)。 
因为 e > 1，( 为 什么 ?) 所 以 当 z 一 oo 时,e* 一 十 00; 当 zw oo 时 ,er 一 0。 
利用 这 个 结果 和 介 值 定理 (定理 9.7.1), 我 们 可 以 看 出 函数 exp 的 值 域 是 (0, co)。 
又 因为 exp 是 递增 的 , 所 以 它 是 一 个 单 射 , 因此 exp 是 从 及 到 (0,co) 的 双 射 。 那 
么 它 的 反 函 数 就 是 从 (0,co) 到 R 的 函数 。 这 个 反 函 数 有 一 个 名 字 。 
定义 15.5.5《〈 对 数 函 数 ) 我 们 把 自然 对 数 函 数 log : (0, co) 一 及 〈 也 叫 作 In) 
定义 为 指数 函数 的 有 反 函 数 。 因 此 , exp(log(x)) = zz 并且 log(exp(z)) = z。 
于 exp 是 连续 且 严 格 单调 递增 的 , 因此 log 也 是 连续 日 严格 单调 递增 的 ( 参 
见 命题 9.8.3)。 因 为 exp 还 是 可 微 的 ， 且 导 函 数 不 可 能 为 零 ， 所 以 由 反 函 数 定理 
(定理 10.4.2) 可 知 , log 也 是 可 微 的 。 下 面 我 们 给 出 自然 对 数 的 一 些 其 他 性 质 。 
定理 15.5.6( 对 数 函 数 的 性 质 ) 
(a) 对 于 任意 的 z e (0,co), 都 有 ln'(z) = +。 于 是 由 微 积分 基本 定理 可 知 , 对 
于 (0,co) 内 的 任意 一 个 区 间 [a,9], 都 有 Jias idz = 1n(b) — In(a)。 
(b) 对 于 任意 的 xz,y e (0,o00), 都 有 In(zy) = In(z) + ln(y)。 
c) 对 于 任意 的 ze (0,co),， 都 有 In(1) = 0 和 In(1/z) = 一 ln(zx)。 
) 
) 


对 于 任意 的 x € (0,co) 和 任意 的 ye R, 都 有 In(xY) = yln(z)。 
对 于 任意 的 ze(-1D， 有 


nt- 要 =- 六 生 


9 
于 是 , In 在 1 处 是 解析 的 , 并 且 有 茵 级 数 展开 式 
2 (Dt! 


(z — 1)”, x € (0,2) 


该 级 数 的 收敛 半径 是 1。 
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证 明 : 参见 习题 15.5.5。 


例 15.5.7 现在 ， 我 们 给 出 阿 贝尔 定理 (定理 15.3.1) 的 一 个 朴素 应 用 : 由 交 
错 级 数 判别 法 可 知 ， 允 CE 是 收敛 的 。 于 是 , 利用 阿 贝 尔 定理 可 得 ， 
= 


| 
1 


(CD 


(z—1)" 


孔 


此 , 我 们 得 到 式 子 


习 题 


15.5.1 ”证明 定理 15.5.2。( 提 示 : 对 于 (a), 利用 比值 判别 法 。 对 于 (b) 和 (c)， 利 用 定理 
15.1.6。 对 于 (qd), 利用 定理 15.4.1。 对 于 (e), 利用 (d)。 对 于 (f), 利用 (qd) 并 证 明 
当 z 是 正 数 时 exp(z) > 1。 你 会 发 现 习 题 7.1.4 中 的 二 项 式 公式 可 能 会 很 有 用 。) 
15.5.2 ”证 明 : 对 于 任意 的 整数 n > 3, 都 有 
pe 1 sa 
(n+t+1)! (n+2)! nl! 
(提示 : 首先 证 明 对 于 所 有 的 有 = 1,2,3,:…， 都 有 (n 十 月 ! > 2*nl。) 推导 出 对 于 
任意 的 n > 3, nle 都 不 是 整数 。 由 此 进一步 推导 出 e 是 无 理 数 。( 提 示 : 利用 反 证 
法 。) 
15.5.3 ”证 明 命题 15.5.4。[ 提 示 : 首先 证 明 当 x 是 自然 数 时 的 结论 , 其 次 证 明 z 为 整数 时 的 
结论 , 然后 证 明 x 是 有 理 数 时 的 结论 。 接 下 来 利用 “实数 是 有 理 数 的 极限 ”这 一 事 
实 去 证 明 关 于 实数 的 结论 。 你 会 发 现 指数 定律 〈 命 题 6.7.3) 可 能 会 很 有 用 。 
15.5.4” 设 函数 有: R 一 R 被 定义 为 : 当 x > 0 时 , f(z) := exp(-1/z); 当 z 芝 0 
时 , f(x) := 0。 证 明 : f 是 无 限 可 微 的 , 并 且 对 于 任意 的 整数 大 > 0 都 有 (0) = 
晶 了 在 0 处 不 是 实 解析 的 。 
15.5.5 ”证 明定 理 15.5.6。 [提示 : 对 于 (a), 利用 反 函 数 定理 (定理 10.4.2) 或 者 链 式 法 则 ( 定 
理 10.1.15)。 对 于 (b)、(c)、(d), 利用 定理 15.5.2 和 指数 定律 (命题 6.7.3)。 对 于 
(e)， 从 几何 级 数 公式 ( 引 理 7.3.3) 入 手 , 并 利用 定理 15.1.6 来 计算 积分 。] 
15.5.6 ”证 明 : 自然 对 数 函 数 在 (0, +co) 上 是 实 解析 的 。 
15.5.7 ” 设 了 :RR 一 (0,o0) 是 正 的 实 解析 函数 , 它 使 得 对 于 所 有 的 z e R 都 有 f(x) = f(x)。 
证 明 : 存在 一 个 正 的 常数 C, 使 得 f(z) = Ce”, 并 说 明理 由 。( 提 示 : 主要 有 三 种 不 
同 的 证 明 方法 。 第 一 种 方法 是 利用 对 数 函数 ， 第 二 种 方法 是 利用 函数 e *， 第 三 种 
方法 是 利用 和 窜 级 数 。 当 然 , 你 只 需 给 出 一 种 证 明 方法 即 可 。) 
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15.5.8 设 m > 0 是 个 整数 。 证 明 : 


(提示 : 当 z 一 +eo 时 , e?11/(z 十 1)” 和 e*/z” 的 比值 会 如 何 变化 ? ) 


15.5.9 设 P(z) 是 一 个 多 项 式 ， 


设 c > 0。 证 明 : 存在 一 个 实数 N > 0, 使 得 对 所 有 的 
2Z > N 都 有 ee > |P(z)|。 因 此, 一 个 指数 型 增长 的 函数 , 无论 其 增长 速度 c 有 多 


小 ,， 最终 都 将 超过 任意 一 个 给 定 的 多 项 式 P(xz)〔 不 管 这 个 P(z) 有 多 大 )。( 提 示 : 


利用 习题 15.5.8。) 


15.5.10” 设 了 : (0, 十 oo) x R 一 R 是 指数 函数 f(x,y) := xy。 证明: f 是 连续 的 。( 提 示 : 注 


意 命题 9.4.10 和 命题 9.4.11 只 表明 了 了 关 寺 
就 像 习 题 13.2.11 中 那样 。 最 容易 的 解 题 方法 是 把 f 写成 f(x,y) = exp(ylInx), 并 
利用 exp() 和 In() 的 连续 性 。 作 为 一 个 额外 的 挑战 , 试 着 


下 ， 完 成 对 本 题 的 证 明 。) 
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每 个 变 元 是 连续 的 , 但 这 是 不 够 的 ， 


在 不 使 | 


为 了 更 深入 地 学 习 , 我 们 还 要 用 到 复数 系 C, 它 是 实数 系 R 的 延 折 。 对 这 个 


重要 数 系 的 全 面 讨论 〈 它 特别 地 成 为 一 个 专门 的 数学 分 支 , 叫 作 复 分 析 ) 超出 了 本 


书 的 范围 。 在 这 里 , 我 们 需要 对 这 个 数 系 有 一 些 基本 了 解 , 这 是 因为 它 涉及 一 个 非 


常 有 用 的 数学 运算 , 即 复 指数 函数 z ~ exp(z)。 该 运算 推广 了 在 上 一 节 中 引入 的 实 


旧 数 函数 z 上 exp(z)。 
通俗 地 说 , 我 们 把 复数 定义 如 下 。 


定义 15.6.1〈 复 数 的 非 正 式 定 义 ) 复数 系 C 是 全 体形 如 a- 
集合 , 其 中 a、。 都 是 实数 , i 是 -1 的 平方 根 , 即 这 = 一 1。 


+- 5i 的 数 所 构成 的 


然而 ， 这 个 定义 并 不 十 分 令 人 满意 ， 因 为 它 没 有 解释 如 何 进行 加 法 、 乘 法 运 


算 ， 以 及 如 何 比较 两 个 复数 的 大 小 。 为 了 严格 地 构造 出 复数 系 ， 我 们 首先 引入 复 


数 w+ 拓 的 形式 化 概念 , 并 把 它 暂 时 记 作 (a,5)。 这 类 似 于 我 们 在 第 4 章 中 构造 整 
数 系 Z 时 所 做 的 事情 。 在 引入 真正 的 减法 a 一 b 之 前 , 我 们 需要 减法 的 形式 化 概 


念 a 一 b。 这 也 像 在 构造 有 理 数 时 ， 先 引入 一 个 形式 除法 a//b， 然后 
法 o 几 来 代替 它 。 这 还 类 似 于 我 们 构造 实数 系 时 所 采 月 


再 用 真正 的 除 


的 方法 , 在 定义 真正 的 极限 


定义 15.6.2〔 复 数 的 正式 定义 复数 就 是 形 如 (o, 昌 的 有 序 对 ,其 中 a、b 都 
是 实数 。 例 如 ，(2,4) 是 一 个 复数 。 称 两 个 复数 (a,b) 和 (c,d) 是 相等 的 ， 当 且 仅 当 


a=c 且 = qd。 例如, (2+13+4) =(3,7)， 但 
体 复数 的 集合 记 作 C。 


(2, 1) # (1,2) 


(2,4) (2, 一 4)。 全 


此 时 , 复数 系 C 和 笛 卡 儿 积 R? = R x R 〈 也 称 作 笛 卡 儿 平面 ) 还 没 区 分 开 
来 。 但 是 , 我 们 将 在 复数 系 中 引入 大 量 的 运算 , 特别 是 复数 的 乘法 运算 ， 而 笛 卡 儿 
平面 R? 中 却 没有 这 些 运算 。 因 此 ,我 们 可 以 把 复数 系 C 看 成 是 配备 了 大 量 附加 
结构 的 笛 卡 儿 和 平面 R2。 我们 首先 考虑 加 法 运算 和 负 运 算 。 根据 复数 的 非 正 式 定 义 ， 
我 们 希望 有 

(a,b)+(c,ad)= (a+b)+(c+d)= (+c)+(b+Adi= (a+c,b+d) 
而 且 类 似 地 有 


一 (ab) = —(a+0i) = (~a)+(-0i= (~a,—0) 

这 里 的 推导 使 用 了 复数 的 非 正式 定义 , 但 这 些 等 式 尚 未 被 严格 地 证 明 。 然而 , 我们 
可 以 利用 上 述 法 则 来 定义 加 法 运算 和 负 运 算 的 概念 ， 从 而 就 能 把 这 些 等 式 简 单 地 
编排 进 复数 系 中 。 

定义 15.6.3〈 复 数 的 加 法 运算 、 负 运算 以 及 零 ) 如 果 z = (a,b) 和 w= (c,q) 
是 两 个 复数 ， 那 么 它们 的 和 z 十 w 就 被 定义 为 复数 z 十 w := (e+cp+d。 例 
如 ，(2,4) 十 (3, 一 1) = (5,3)。 此 外 ，z> 的 负数 -> 被 定义 为 复数 ->z := (a, 一 b)。 例 
如 ， 一 (3, 一 1) = (一 3,1)。 我 们 还 把 复数 零 0c 定义 为 复数 0c = (0,0)。 

如 果 z==z' 且 w=w', 那么 zz 十 w= 二 zz’ 十 w。 容易 看 出 , 在 这 个 意义 下 ， 加 法 
运算 的 概念 是 有 意义 的 。 负 运算 有 类 似 的 结论 。 复数 的 加 法 运算 、 负 运算 以 及 复数 
零 都 满足 通常 的 运算 定律 。 

引 理 15.6.4《〈 复 数 系 是 一 个 加 法 群 ) 如 果 2、22、23 都 是 复数 ， 那 么 它们 就 
具有 可 交换 性 zi 十 z2 = zo 十 思 ， 结合 性 (zj 十 22) 十 23 = 2 二 (2 十 2 罗 )， 恒 等 性 
多 十 0c = 二 0c 十 二 思 以 及 道 元 性 二 (21)= (1) 十 1 二 0c。 

证 明 : 参见 习题 15.6.1。 

接 下 来 , 我 们 定义 复数 的 乘法 运算 和 倒数 运算 。 对 复数 的 乘法 运算 法 则 进行 如 
下 非 正式 的 验证 : 


(a,b) x (c,d) = (a+bi)(c+ adi) 
= ac+ adi+ bic+ bidi 
= (ac— bd)+ (ad+ bo)i 
= (ac — bd,ad + be) 
其 中 , 假定 这 等 于 -1。 于 是 我 们 定义 : 
定义 15.6.5〔( 复 数 的 乘法 运算 ) 如 果 z = (w 和 w = (c,q) 都 是 复数 ， 那么 


两 者 的 乘积 zw 被 定义 为 复数 zw := (ac 一 bd,ad 十 bc)。 此 外 ,我 们 还 引入 复数 的 
单位 元 1c := (1,0)。 
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容易 看 出 这 个 运算 的 定义 是 有 意义 的 , 它 也 满足 通常 的 运算 定律 。 


引 理 15.6.6 如 果 Zl1、 2Z2、 3 都 是 复数 ， 那么 它们 就 


具有 可 交换 性 2122 二 2221， 


结合 性 (z1z2)z3 = (2223)， 恒 等 性 alc = lcz = ;以 及 分 配 性 zi(z2 十 z3) = 


Zi1Z2 二 Z1zZ3 和 (z2 + 23)21 = 222Z1 + Z3Z1o 


证 明 : 参见 习题 


15.6.2。 


上 述 引 理 还 可 以 
简写 成 z 一 w。 


现在 我 们 把 实数 系 R 等 同 于 复数 系 C 的 一 个 子 集 ， 让 每 一 个 实数 x 都 等 同 
于 一 个 复数 (z,0), 于 是 x 三 (zx,0)。 六 


写成 


简洁 的 形式 , 即 C 是 一 个 交换 环 。 我 们 通常 把 z 填 (一 w) 


[也 


2. 、、 
上 已， 这 


的 等 同 关系 与 相等 是 一 致 的 ( 因 


此 x= y， 当 且 仅 当 (x,0) = (wy,0)); 其 中 加 法 运算 满足 zi + za = zs， 当 且 仅 当 


(zx1;,0) 十 (x2,0) = (zx3,0); 负 运 算 满 足 z = 一 y, 当 且 仅 当 (x,0) = 一 (vy,0); 乘法 运算 
满足 1Y2 一 炎 3， 当 且 仅 当 (zx1,0)(x2, 0) (z3,0)。 因此 ， 我 
法 运算 ”和 “复数 加 法 运算 ”。 类 似 地 , 也 不 必 


乘法 运算 。 例 如 , 为 了 计算 3(2,4), 我 们 可 以 


出 (3,0)(2,4) = (3x2—0x4,3x41 


门 不 必 再 区 分 “实数 加 
区 分 实数 和 复数 的 相等 、 负 运算 以 及 
实数 3 等 同 于 复数 (3,0), 然后 计算 
H0x2) = (6, 12)。 还 要 注意 , 0 三 0c 和 1= 1c， 


于 是 我 们 可 以 删除 0c 的 下 标 C 而 只 写 0, 删除 单位 元 lc 的 下 标 C 而 只 写 1。 


写成 下 面 这 个 引 理 。 


引 理 15.6.7 每 一 个 复数 ze C 都 可 以 写成 z =a 十 i, 其 9 
的 一 对 实数 。 另 外 , 这 = 一 1， 


证 明 : 参见 习题 


Zz = (—1)z。 


15.6.3。 


现在 我 们 定义 i 为 复数 i := (0,J)。 这 样 我 们 就 可 以 把 复数 的 非 正 式 定义 重新 


根据 这 个 引 理 , 我 们 现在 可 以 把 复数 写成 更 常用 的 a 十 六 ， 


符号 (日 。 


a、b 是 唯一 确定 


并 从 此 丢弃 掉 形 式 


定义 15.6.8〈 实 部 和 虚 部 ) 如 果 z = ua 十 下 是 一 个 复数 ， 其 中 w、5 都 是 实 
数 ， 那 么 我 们 把 a 称 作 > 的 实 部 ， 并 记 作 8(z) := a; 把 5 称 作 > 的 虚 部 ， 并 记 


作 5(z) := 05。 例如, 9R(3 十 入 )=3 且 5(3 十 外 =46 一 般 地 , z = R(z) 十 这 (2)。 注 


意 , z 是 实数 当 且 仅 当 5(z)=0。 我们 称 > 是 虚数 ， 当 且 仅 当 R(z)=0。 例如 , 入 是 


一 个 虚数 , 但 3 十 各 既 不 是 实数 也 不 是 虚数 , 而 0 既是 实数 又 是 虚数 。 我 们 把 z 的 
复 共 斩 z 定义 为 复数 z:= 8K(z) 一 订 (z)。 例如 , 3 十 下 = 3 一 4 = -ii 以 及 3 了 = 3。 


复 共 辆 运算 具有 一 些 很 好 的 性 质 。 


引 理 15.6.9( 复 
-Z 且 z 和 =20。 此 儿 


斩 是 一 利 


和 对 合 ) 设 z、w 都 是 复数 , 那么 Zz 二 如 == Zz 十 如 ,二 Z 一 
， 世 二 Zz。 最后, 我 们 有 z= 十 当 且 仅 当 z=w; z =z 当 且 仅 
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当 z 是 一 个 实数 。 

证 明 : 参见 习题 15.6.4。 
在 定义 15.3.1 中 , 我 们 定义 了 有 理 数 z 的 绝对 值 |z| 的 概念 , 并 把 该 定义 以 明 
显 的 方式 推广 到 实数 上 。 但 是 , 绝对 值 的 概念 无 法 直接 推广 到 复数 上 ,因为 绝 大 部 
分 复数 既 不 是 正 的 , 也 不 是 负 的 。( 例 如 , 我们 既 不 能 把 i 当 作 正 数 , 也 不 能 把 i 看 
作 负 数 。 其 中 的 部 分 原因 参见 习题 15.6.15。) 不 过 , 我 们 仍然 可 以 对 复数 定义 绝对 
值 的 概念 , 方法 是 把 习题 5.6.3 中 的 公式 |z| = Vz? 进行 推广 。 

定义 15.6.10 (复数 的 绝对 值 ) 如 果 z = 十 下 是 一 个 复数 , 那么 z 的 绝对 值 
lz| 就 被 定义 为 实数 |z| := Va2 十 到 = (a? 十 中)1/2。 
习题 5.6.3 可 知 ,这 个 绝对 值 的 概念 推广 了 实数 绝对 值 的 概念 。 绝 对 值 还 有 
其 他 一 些 好 的 性 质 。 

引 理 15.6.11 (复数 绝对 值 的 性 质 ) 设 z、w 都 是 复数 。 那 么 |z| 是 一 个 非 负 
实数 , 并 且 |z| = 0 当 且 仅 当 * = 0。 另外 还 有 恒等式 zz = |z|?， 从 而 有 |z| = V 迁 。 
于 是 |zw| = lzllwl 且 | 引 = |z|。 最 后 , 我 们 有 不 等 式 

-lz < R(z) < 2; -lz<3(2) <|4; |z|< IR)|+|7(2)| 

和 三 角 不 等 式 |z 十 w| < |z| 十 |wl。 

证 明 : 参见 习题 15.6.6。 

我 们 可 以 利用 绝对 值 的 概念 来 定义 倒数 。 

定义 15.6.12 (复数 的 倒数 ) 如 果 z 是 一 个 非 零 的 复数 , 那么 z 的 倒数 z-! 就 
被 定义 为 复数 z-1 := |z|-2z。( 注 意 , 根据 引 理 15.6.11, 因为 |z| 是 一 个 正 实数 , 所 
以 |z|-? 被 定义 为 一 个 正 实数 是 有 意义 的 。) 例如 , (1 十 2D)-1=|1 十 2i|-?2(1 一 2i) = 


(2 十 22)-1(1 一 2 一 寺 一 鼻 。 当 > 为 零 , 即 z ==0 时 , 我们 不 定义 0-1。 
从 这 个 定义 和 引 理 15.6.11 中 可 以 看 出 
A A A | 


因此 , z-! 的 确 是 z 的 倒数 。 于 是 , 对 于 任意 两 个 复数 z、w (其 中 w 关 0), 我 们 可 
以 按照 通常 的 方式 , 把 它们 的 商 z/w 定义 为 z/w := zw-! 

两 个 复数 > 和 w 之 间 的 距离 可 以 被 定义 为 d(z,w) = |z 一 wl。 

引 理 15.6.13 具有 距离 d 的 复数 系 C 构成 一 个 度量 空间 。 如 果 (z)>%> | 是 
一 个 复数 序列 , 并且 > 是 一 个 复数 , 那么 在 这 个 度量 空间 中 ， im 2n = 2， 当 且 仅 
当 ,Jim n R(zn) = R(z) 且 Lim I(z2n) = I(z)。 
证 明 : 参见 习题 15.6.9。 
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实际 上 ， 这 个 度量 空间 既是 完备 的 又 是 连通 的 ， 但 它 不 是 紧 致 的 ， 参 见习 题 
15.6.10、 习题 15.6.12 和 习题 15.6.13。 另 外 , 它 还 满足 通常 的 极限 定律 。 

引 理 15.6.14 (复数 的 极限 定律 ) 设 (sz) 和 (ws)22 1 都 是 收敛 的 复数 序列 ， 
并 设 c 是 一 个 复数 。 那么 序列 (zn 十 nm)?21、 (zn 0 Wn)?2.1、 (czn)?2.1、 (zntn)jz1l 
和 (未 )% | 也 都 是 收敛 的 , 并 


lim wt wn = lim wt lim tn 
也 一 OO 1 =O 
lim zm w= lim zo— lim wh 
也 一 OO 也 一 OO 多 一 OO 


lim cz = © lim 2 
Ce 亿 一 CO 


九 一 
lim zwn, = (lim 态 | (lim wn ) 
用 一 OO 人 用 一 OO 作 一 OO 


lim zh = lim zn 
也 一 OO 也 一 OO 


此 外 , 如 果 全 体 wn 都 是 非 零 的 , 并 且 lim ww 也 是 非 零 的 , 那么 (zn/wn) 吕 1 就 是 
一 个 收敛 序列 , 并且 


lim zn /wn = (lim 六 | A im wn ) 


OQ 


证 明 : 参见 习题 15.6.14。 

我 们 观察 到 ， 实 数 系 和 复数 系 实际 上 非常 相似 。 它们 都 遵守 类 似 的 运算 定律 ， 
并 有 相似 的 度量 空间 结构 。 事 实 上 ， 我 们 在 本 书 中 已 经 证 明 的 有 关 实 值 函数 的 很 
多 结论 也 都 适用 于 复 值 函 数 。 我 们 只 需要 把 证 明 中 的 “实数 ”简单 地 替换 成 “ 复 
数 ”， 并 保持 其 余 的 证 明 不 变 就 可 以 了 。 也 就 是 说 ， 我 们 总 能 把 一 个 复 值 函数 f 
划分 成 实 部 R(f) 和 虚 部 3(f)， 于 是 f = R(f) + 这 (万 。 这 样 就 可 以 从 相应 的 
实 值 函数 R(f) 和 5(f) 的 结论 中 推导 出 关于 复 值 函数 f 的 结论 。 例 如 ， 第 14 
章 中 的 逐 点 收敛 和 一 致 收敛 理论 ， 以 及 本 章 中 的 容 级 数理 论 都 可 以 毫 无 困难 地 推 
广 到 复 值 函数 上 。 因 此 ， 我 们 完全 可 以 按照 定义 实 指数 函数 的 方法 来 定义 复 指数 

定义 15.6.15( 复 指数 函数 ) 如 果 z 是 一 个 复数 ,那么 我 们 把 函数 exp(z) 定 


oo Nn 


exp(z) := >》， 本 


刀 二 和 
我 们 可 以 叙述 并 证 明 关 于 复数 级 数 的 比值 判别 法 , 并 利用 它 来 证 明 对 于 任意 的 
z, exp(z) 都 是 收敛 的 。 实 际 上 , 定理 15.5.2 中 的 许多 性 质 都 仍然 成 立 : 例如 , exp(z 十 
ww) = exp(z)exp(w)， 参 见习 题 15.6.16。( 其 他 性 质 将 要 用 到 复 微分 和 复 积 分 ,但 这 
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些 内 容 超出 了 本 
Ns 

对 部 分 和 2 取 
0 

复 对 数 函 数 寻 


-HH 


的 范 


了 


斩 ， 


围 。) 另外 一 个 有 用 的 结果 是 exp(z) = exp(z), 它 可 LD 


然后 


有 取 当 N 
实 上 会 更 微妙 一 些 , 主要 
于 对 数 函数 的 各 种 寡 级 数 都 
无 限 的 收敛 半径 )。 这 和 


因为 


只 有 一 个 有 限 的 收敛 半径 〈 
相当 微妙 的 情形 超出 了 本 书 的 范围 


ce 时 的 极限 而 


到 。 

是 可 逆 的 ,同时 还 

它 不 像 exp 那 相 
， 我 们 对 此 不 再 进行 讨 


因为 关 


有 地 个 


exp 不 


Tt 


到 


论 。 
习 题 
15.6.1 ”证明 引 理 15.6.4。 
15.6.2 ”证 明 引 理 15.6.6。 
15.6.3 ”证 明 引 理 15.6.7。 
15.6.4 ”证 明 引 理 15.6.9。 
15.6.5” 设 z 是 一 个 复数 , 证 明 : 8(z) = 于 和 5(z) = 往 2。 
15.6.6 ”证 明 引 理 15.6.11。 | 提示 : 为 了 证 明 三 角 不 等 式 , 首先 证 明 9R(zTw) < |zllw|, 从 而 有 
(利用 习题 15.6.5) z 可 十 Zw < 2|z|jwl。 然后 把 |z 十 lw 加 到 这 个 不 等 式 的 两 端 。] 
15.6.7 证明 : 如 果 z 和 w 都 是 复数 , 并 且 w 关 0, 那么 |z/w| = |z|/|wl。 
15.6.8 设 z、w 都 是 非 零 复数 。 证 明 : |z 十 w| = |z| 十 |w| 当 且 仅 当 存在 一 个 正 实数 c > 0， 
使 得 z = cw。 
15.6.9 ”证明 引 理 15.6.13。 
15.6.10 证明 : 复数 系 C (具有 通常 的 度量 q) 构成 一 个 完备 的 度量 空间 。 
15.6.11 设 丰 :R2 一 C 是 映射 flag := a 十 bi。 证明: f 是 一 个 双 射 , 并 且 和 ff-! 都 是 
连续 映射 。 
15.6.12 ”证 明 : 复数 系 C (具有 通常 的 度量 qd) 构成 一 个 连通 的 度量 空间 。( 提 示 : 首先 证 明 
C 是 道路 连通 的 , 就 像 习 题 13.4.7 中 那样 。) 
15.6.13” 设 马 是 C 的 子 集 , 证 明 : 轧 是 紧 致 的 , 当 且 仅 当 忆 既是 闭 的 又 是 有 界 的 。 [提示 : 
把 习题 15.6.11 和 海 涅 - 博 雷 尔 定理 (定理 12.5.7) 结合 起 来 。] 然后 证 明 : C 不 是 
紧 致 的 。 
15.6.14 ”证 明 引 理 15.6.14。 [提示 : 分 别 把 z, 和 w 划分 成 实 部 和 虚 部 , 然后 使 用 通常 的 极 
限定 律 ( 引 理 6.1.19) 和 引 理 15.6.13。 ] 
15.6.15 ”本题 是 为 了 解释 为 什么 不 把 复数 划分 成 正 的 和 负 的 。 假 设 存在 “ 正 复数 ”和 “ 负 复 
数 ” 的 概念 , 并 且 它 们 遵守 下 列 合 理 的 公理 (参见 命题 15.2.9): 
。 “三 歧 性 ) 对 于 每 一 个 复数 z, 下 列 命题 中 都 恰好 有 一 个 成 立 : z 是 正 的 , z 是 负 
的 , z 等 于 0。 


( 负 运 算 ) 如 果 > 是 一 个 


一 z 就 是 正 的 。 


FE 复数 ,那么 -> 就 是 负 的 。 如 果 z 是 负 复 数 ， 那么 
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e 《可 加 性 ) 如 果 z 和 w 都 是 正 复数 , 那么 z 十 w 也 是 正 的 。 
。 可 乘 性 ) 如 果 z 和 w 都 是 正 复数 , 那么 zw 也 是 正 的 。 
证 明 : 这 四 个 公理 是 不 一 致 的 ， 也 就 是 说 ， 我 们 可 以 用 这 些 公理 推出 矛盾 。( 提 示 : 
首先 , 利用 公理 推出 1 是 正 的 ， 从 而 -1 就 是 负 的 。 然 后 , 对 z = i 使 用 三 歧 性 公 
对 三 种 情形 中 的 任何 一 种 都 推出 矛盾 。) 
15.6.16 证 明 关 于 复数 级 数 的 比值 判别 法 ， 并 利用 它 来 证 明 : 用 来 定义 复 指数 函数 的 级 数 是 
绝对 收敛 的 。 然后 证 明 : exp(z + w) = exp(z)exp(w) 对 所 有 的 复数 z、w 者 成立。 


15.7 三 角 函 数 


在 说 完 指 数 函 数 和 对 数 函数 之 后 ， 现 在 我 们 来 讨论 接 下 来 最 重要 的 一 类 特殊 
函数 , 即 三 角 函 数 。( 数 学 中 还 有 其 他 一 些 有 用 的 特殊 函数 , 比如 双 曲 三 角 函 数 、 超 
几何 函数 、7 函数 、5 函数 以 及 椭圆 函数 ,但 这 些 函数 很 少 出 现 ， 所 以 我 们 在 此 不 
展开 讨论 。) 

三 角 函 数 通 常 是 由 几何 概念 来 定义 的 ,主要 的 几何 概念 有 圆 形 、 三 角形 和 角 。 
然而 , 三 角 函 数 还 可 以 用 更 解析 的 概念 来 定义 ,尤其 是 可 以 利用 〈 复 ) 指数 函数 来 
定义 它们 。 

定义 15.7.1〈 三 角 函 数 ) 如 果 > 是 一 个 复数 , 那么 我 们 定义 


eiz 十 e 一 这 
cos(z) := 上; 

和 Eiz SS e 一 这 
sin(z) := 


我 们 把 cos 和 sin 分 别称 为 余弦 函数 和 正弦 函数 。 

这 些 公式 是 莱 昂 哈 德 ” 欧 拉 (1707 一 1783) 在 1748 年 发 现 的 ， 他 认识 到 了 复 
指数 函数 和 三 角 函 数 之 间 的 关联 。 注意 ， 因 为 我 们 定义 了 复数 z 的 正弦 函数 和 余 
弦 函 数 , 所 以 自然 也 就 定义 了 实数 z 的 正弦 函数 和 余 弱 函数 。 实 际 上 , 在 绝 大 多 数 
应 用 中 , 我 们 只 关心 三 角 函 数 在 实数 上 的 应 用 。 
exp 的 过 级 数 定义 可 知 ， 


LU 


iz 一 1 十 i 2 i | 2 | 
Ca a 
和 z2 iz3 24 
es 
那么 由 上 面 这 些 公式 可 得 ， 
22 z4 oo (—1)” 2n 
cos(z) = Dr an) 
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和 


3 )” z2n+1 


Z 
sin(z) 一 之 一 十 cn rr 二 


因此 ,只 要 z 是 实数 ，cos(z) 和 sin(z ) 就 一 定 是 实数 。 由 比值 判别 法 可 知 ， 对 于 

任意 的 >， 宕 级 数 > 电 $ 和 > 有 2 都 是 绝对 收敛 的 。 所 以 ,sin(z) 和 

cos(z) 在 0 Re 并 | 日 都 有 一 一 个 无 限 的 收敛 半径 。 那么 由 习题 15.2.8 可 

知 ， 正弦 函数 和 余弦 函数 在 整个 及 上 都 是 实 解 析 的 。( 它 们 在 整个 C 上 也 都 是 复 

解析 的 ， 但 本 书 对 这 部 分 内 容 不 展开 论述 。) 特别 地 ,正弦 函数 和 余弦 函数 都 是 连 

续 且 可 微 的 。 

接 下 来 , 我 们 给 出 正弦 函数 和 余弦 函数 的 一 些 基本 性 质 。 

定理 15.7.2 (三 角 恒 等 式 ) 设 x、y 都 是 实数 。 

(a) sin(z)2 + cos(z)2 = 1。 于是, 对 于 所 有 的 ze 及 , 都 有 sin(z) € [1,1] 和 
cos(Z) € |—1,1]。 

(b) sin'(z) = cos(z) 且 cos'(z) = 一 sin(z)。 


Z) 一 一 sin(z) 且 cos(—7x) = cos(Z)。 


(e) sin(0) = 0 且 cos(0) = 1。 
(Z)+isin(z) 且 e-i = cos(z) 一 isin(z)。 于 是 ,cos(z) = 和 (eic) 且 
sin(Z) = J(ei®)。 
证 明 : 参见 习题 15.7.1。 
现在 我 们 来 给 出 正弦 函数 和 余弦 函数 的 一 些 其 他 性 质 。 
引 理 15.7.3 存在 一 个 正 数 x 使 得 sin(z) 等 于 0。 
证 明 : 利用 有 反 证 法 , 假设 对 于 所 有 的 x e (0, ooo), 都 有 sin(z) 关 0。 注意 , 这 还 
意味 着 对 于 所 有 的 x € (0,co)， 有 cos(z) 关 0。 因 为 如 果 cos(z) = 0， 那么 由 定理 
15.7.2(d) 可 知 ，sin(2z) = 0。( 为 什么 ?) 又 因为 cos(0) = 1， 那么 由 介 值 定理 ( 定 
理 9.7.1) 可 知 , 这 意味 着 对 于 所 有 的 x > 0， 有 cos(z) > 0。( 为 什么 ? ) 此 外 ，! 
sin(0) ==0 和 sin'(0) = 1 >0 可 知 , sin 在 0 处 附近 是 递增 的 , 从 而 它 在 0 的 右 端 是 


正 的 。 再 次 由 介 值 定理 可 得 , 对 于 所 有 的 x > 0, 有 sin(z) > 0( 否 则 , sin 在 (0,co) 
上 就 会 有 零点 )。 
因此 ， 如 果 我 们 把 余 切 函数 定义 为 cot(z) := cos(z)/sin(z)， 那 么 cot(z) 在 整 


个 (0,co) 上 都 是 正 的 且 可 微 的 。 根据 商法 则 (定理 10.1.13(h)) 和 定理 15.7.2, 我 
们 知道 cot(z) 的 导 函 数 是 -1/sin(z)2。( 为 什么 ? ) 于 是 , 对 于 所 有 的 x > 0， 有 
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cot'(z) 和 一 1。 由 微 积 分 基本 定理 (定理 11.9.1) 可 知 , 这 意味 着 对 于 所 有 的 x>0 


和 s>0, 都 有 cot(x 十 s) 二 cot(x) 一 so。 但 当 s 一 00 时 , 我 们 发 现 这 与 断言 “cot 在 


(0,co) 上 是 正 的 ” 相 矛 盾 。( 为 什么 ? ) 


设 马 是 集合 互 := {x € (0, 十 00) :sin(x) =0}, 即 巨 是 正弦 函数 在 (0, 十 00) 上 


的 全 体 根 的 集合 。 由 引 理 15.7.3 可 知 , 马 是 


个 c> 0, 使 得 巨 C [c,+eo) (参见 习题 15.7.2 
所 以 瑟 在 [c+co) 上 是 闭 的 。 (为 什么 ? 利 月 


非 空 的 。 因 为 sin'(0) > 0, 所 以 存在 一 
)。 又 因为 sin 在 [c, 十 co) 上 是 连续 的 ， 
日 定理 13.1.5(d)。) 由 于 [c,+co) 在 及 


上 是 闭 的 ,因此 我 们 断定 瓦 在 R 上 也 是 闭 的 。 于 是 , B 包含 了 它 的 全 体 附 着 点 ， 
从 而 就 包含 了 inf(E)。 如 果 我 们 给 出 如 下 定义 。 


定义 15.7.4 我 们 把 x 定义 为 数 


这 样 , 我 们 就 得 到 了 著名 的 欧 拉 公式 : 


em = cos(r) + isin(nx 


现在 我 们 给 出 正弦 函数 和 余弦 函数 的 一 些 : 
耳 


定理 15.7.5 (三 角 


:= inf{x E(0,co) :sin(z) = 0} 

那么 就 有 x €E BC [c, 十 oo) (于 是 r>0) 和 sin(r) = 0。 根据 xx 的 定义 , sin 在 
(0, zx) 上 不 可 能 有 零点 , 那么 它 在 (0, x) 上 就 一 定 是 正 的 (参见 引 理 15.7.3 中 使 用 
介 值 定理 的 论述 )。 又 因为 cos'(z) = 一 sin(z)， 所 以 我 们 断定 cos(z) 在 (0,7) 上 
严格 递减 的 。 由 cos(0) = 1 可 知 , 这 意味 着 cos(r) < 1。 又 因为 sin2(r) + cos2(m) = 
且 sin(mr) = 0, 所 以 我 们 就 得 到 了 cos(m) = 一 1。 


中 


Pt 


| 


es! 
他 性 质 。 


数 的 周期 性 ) 设 x 是 一 个 实数 。 


(a) cos(z 十 Tt) = 一 cos(z) 且 sin(z 十 7) = 一 sin(x)。 特别 地 ， 有 cos(z 十 27) = 
cos(z) 和 sin(z 十 27) = sin(z), 也 就 是 说 , 正弦 函数 sn 和 余弦 函数 cos 都 


是 以 2r 为 周期 的 周期 冰 数 。 


(b) sin(z) = 0， 当 且 仅 当 z/r 是 一 个 整数 。 


(cj cos(z) = 0， 当 且 仅 当 zy/r 等 于 一 个 整数 加 上 1/2。 


证 明 : + 参见 习题 15.7.3。 
当然 , 我 们 还 可 以 定义 其 他 所 有 的 三 角 


函数 : 正切 函数 、 余 切 函 数 、 正 割 函数 


以 及 余 割 函数 ， 并 建立 我 们 所 熟知 的 全 部 三 角 恒 等 式 ， 习 题 中 将 给 出 一 些 这 样 的 


例子 。 


习 


题 


15.7.1 ”证明 定理 15.7.2。( 提 示 : 尽 可 能 用 指数 函数 的 语言 写 出 所 有 的 内 容 。) 


15.7.2 


15.7.3 


15.7.4 


15.7.5 


15.7.6 


15.7.7 


15.7.8 


15.7.9 


15.7.10 


设 f: R 一 R 是 在 xo 处 可 微 的 函数 ,f(xo) = 0 且 (zo) 关 0。 证明: 存在 一 
> 0 使 得 只 要 0 < |zo 一 yl < c，f(y) 就 不 为 零 。 然后 判定 存在 一 个 c > 0, 使 得 
对 于 所 有 的 0<z<c 都 有 sin(x) 冯 0。 


好 


证 明定 理 


和 sin(z + /2) 联系 起 来 。) 


设 z、y 都 是 实数 ， 
使 得 x = sin(9) 


的 情况 进行 讨论 。) 
证 明 : 如 果 ms > 0 都 是 正 实数 ,9 和 a 是 使 得 rei = sei* 成 立 的 实数 ， 那 么 
7 三 5， 并 且 存在 一 个 整数 天 使 得 9 = a 十 2nk。 

设 z 是 一 个 非 零 复数 。 利 用 习题 15.7.4 证 明 : 恰好 存在 一 对 实数 ”0 使 得 7 > 
be (n,m] 且 z= ye。( 这 个 式 子 有 时 被 称 作 z 的 标准 极 坐标 表达 式 。) 


0， 


对 于 任意 的 实数 9 和 整数 n, 证 


设 tan: (x/2,7/2) 一 有 


15.7.5。( 提 示 : 对 于 (c), 首先 计算 sin(x/2) 和 cos(x/2), 然后 再 把 cos(z) 


并 且 满 足 z2 十 2 = 1。 证 明 : 恰好 存在 一 个 实数 9 € (x, 7]， 
y = cos(0)。( 提 示 : 你 要 分 别 对 zx 和 是 正 的 、 负 的 或 者 为 零 


cos(n0) = R((cos0 十 ij 


四 


调 


OOo 


明 : 棣 莫 弗 恒等式 


sin0)"); sin(n0) = 7((cos0 +isin0)") 


是 正切 函数 tan(z) := sin(z)/ cos(z)。 证 明 :tan 可 微 且 单 
递增 , 并 且 有 只 tan(z) = 1 十 tan(7x)?， lr tan(s) 二 十 co 和 Dm an) 二 


推导 出 tan 实际 上 是 (-7/2,7/2) 一 及 有 从 而 就 有 反 函 数 tan : : 


R 一 (一 x/2, zx/2) (该 函数 被 称 为 反正 切 函 数 )。 证 明 : tan-! 是 可 微 的 ， 并 且 有 


d 


一 1 1 
tan (2) = IFsz° 


口 


顾 习题 15.7.8 中 的 反正 切 函 


面 这 个 恒等式 


数 


1。 通过 修改 定理 15.5.6(e) 的 证 明 来 建立 下 


tan 


阿 贝 尔 定 理 (定理 15.3.1), 把 这 个 恒等式 推广 到 当 x = 1 时 的 情形 , 进而 推 


红 


(注意 ,由 交错 级 数 判 别 法 ， 即 


导 
的 


下 


设 


一 一 
TT 
Nt 
过 1 之 


命题 


4 /CD)" 
a 由 ne 
7.2.12 可 知 ， 上 上 面 这 个 级 数 是 收 全 的 。 ) 然后 推 


出 4 一 村 < 区 < 4。( 当 然 ， 我 们 可 以 通过 计算 x = 3.1415926.… 使 其 达到 更 高 
精度 。 但 如 有 果 可 以 的 话 , 我们 最 好 使 用 另外 的 公式 ， 因 为 上 面 的 级 数 收敛 得 太 慢 


) 
f:R 一 R 是 函数 


Co 


So ™ cos( (32™ NL) 


证 明 : 这 个 级 数 是 一 致 收 全 的 ， 且 f 是 连续 的 。 
证 明 : 对 于 每 一 个 整数 7 和 每 一 个 整数 m > 1, 都 有 


7 十 1 了 一 mm 
Be (| 


15.7 三 角 函 数 .335. 


[提示 : 对 于 特定 的 序列 am， 使 用 恒等式 


Ce 7 一 工 co 
>》 an = (3 ] 十 am 十 >， Qn 
绚 三 1 和 二 


n=m+t+l1 


谢 


另外 ,利用 余弦 函数 以 2r 为 周期 这 一 事实 ,以 及 对 于 任意 的 jr| < 1 都 有 几 

何 级 数 公式 六 rn = -十 。 最 后 还 要 用 到 , 对 于 任意 的 实数 x 和 y, 有 不 等 式 

jcos(z) = cod)| < 中 这 个 不 等 式 可 以 利用 平均 值 定理 (推论 10.2.9) 或 

者 微 积分 基本 定理 (定理 11.9.4) 来 证 明 。] 

(ce) 利用 (b) 证 明 : 对 于 任意 的 实数 zo， 函数 了 在 zo 处 不 可 微 。( 提 示 : 根据 习 
题 5.4.3, 对 于 任意 的 zo 和 任意 的 m > 1, 存在 一 个 整数 j 使 得 j < 32mzo < 
了 十 1。) 

(d) 简单 地 解释 一 下 ，(c) 的 结论 为 什么 不 与 推论 14.7.3 相 了 矛盾。 


在 前 两 章 
式 来 通 近 


百 . ; 百 


的 。 随 后 ， 我 们 证 明了 如 何 把 另 一 类 不 
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中 ,我 们 讨论 了 某 些 函数 〈 例 如 , 连续 的 紧 支 撑 函 数 ) 


司 的 函数 〈 实 


成 (而 不 


下 是 


理 一 些 


近 ) 
索 级 数 具 有 很 大 的 
等 特殊 函数 时 。 
非 实 解析 的 
幸运 的 是 ,还 有 另外 


个 无 限 多 项 式 , 或 者 更 准确 地 说 , 是 写成 
用 处 ,尤其 是 在 处 理 前 面 曾 讨 论 过 的 指数 函 
但 在 攻 些 场合 下 , 窜 级 数 并 不 能 发 挥 太 大 的 作用 ， 基 


曙 析 函数 ) 精 古 
个 震级 数 。 


函数 (比如 Vz), 而 这 些 


FE 


也 是 非常 有 


用 的 一 个 工具 (尽管 其 使 


类 级 数 


用 目的 稍 有 不 同 )。 傅 里 中 


是 如 何 用 多 项 
地 写 


数 和 三 角 函 数 
为 我 们 需要 处 


国 数 无 法 写成 寡 级 数 的 形式 。 
展开 式 ， 即 傅 里 时 级 数 。 在 分 析 学 
| 级 数 处 理 的 不 是 紧 


中 , 这 类 级 数 


支撑 函数 , 而 是 周期 函数 。 它 不 是 把 冰 数 分 解 成 代数 多 项 式 ， 而 是 分 解 成 三 角 多 项 


式 。 粗略 地 说 ， 


数 和 余弦 函数 


注 16.0.1 


在 1807 年 上 


已 


督 ,后 来 又 在 法 国 当 过 地 方 行政 长 
的 一 


傅 里 叶 级 数 的 理论 志 
的 (无限) 和 。 


让 巴 带 斯 特 


定 了 , 每 一 个 周 


期 函数 都 可 以 被 分 解 成 正弦 轩 


健 里 叶 (1768 一 1830) 在 拿破仑 时 代 曾 当 过 埃及 总 


MM 
已 o 


日 


在 拿破仑 战争 之 后 , 他 又 


归 ] 


数学 界 。 他 


篇 重要 论文 中 介绍 了 傅 里 时 级 数 ， 并 用 这 个 级 数 角 


知 的 热 伟 


本 


方程 。 在 那个 时 
和 的 说 法 具有 相当 大 的 人 


议 ， 即 便 像 欧 拉 这 样 


但 是 , 傅 里 叶 仍 设法 去 证 明 这 的 
是 在 之 后 差不多 一 百年 的 时 | 


曙 决 了 现在 众 所 周 
其 ,每 一 个 周期 浮 数 都 可 以 写成 正弦 冰 数 和 
的 顶尖 数学 家 也 声称 这 是 不 可 能 包 


余弦 函数 之 


=} 


确 是 成 立 的 , 虽然 他 的 证 明 3 


绝对 严格 的 , 而 


不 


A 


日 里 ， 


他 的 证 明 都 没有 被 人 们 完全 接受 。 


尽管 傅 里 叶 级 数理 论 与 早 级 数理 论 存在 一 些 相似 的 地 方 ， 但 两 者 之 间 仍 然 存 
在 一 些 重要 的 区 别 。 例如 ， 侍 里 叶 级 数 的 收敛 通常 都 不 是 一 致 的 (也 就 是 说 , 它 不 


依 Ze 度量 收敛 )， 但 它 依 男 一 种 不 


同 的 度量 


我 们 将 会 大 量 使 


全 
非常 多 , 它 
用 在 微分 方程 


数论 中 。 我 们 在 此 只 


16.1 周期 函数 
傅 里 叶 级 数理 论 研 究 的 是 周期 函数 , 现在 我 们 就 来 定义 周期 函数 。 实 际 上 ， 


里 叶 级 数理 论 (以 及 相关 的 课题 , 比如 傅 里 叶 积 分 和 拉 普 拉 斯 变换 ) 的 内 容 
自身 就 应 当成 为 一 门 课程 。 傅 旦 
、 信 和 号 处 理 、 电 气 工程 、 物 理 以 及 分 析 学 
给 出 该 理论 的 基本 内 容 ， 几 乎 不 会 涉及 任何 相关 应 用 。 


用 复数 , 但 究 级 数 只 是 稍微 涉及 了 一 点 复数 。 


7 度量 收敛 。 男 外, 在 该 理论 中 


里 叶 级 数 有 非常 多 的 应 用 ， 


接应 


> es 
主妇 十 


中 , 而 且 它 也 会 用 在 


飞 数 和 


16.1 周期 函数 .337. 


复 值 函数 讨论 要 比 用 实 值 函 数 更 方便 。 
定义 16.1.1 设 工 >0 是 一 个 实数 ,如 果 对 于 每 一 个 实数 xz 都 有 jz 二 万 = 
f(z), 那么 函数 f : R 一 C 就 以 工 为 周期 , 或 者 说 是 L 周期 的 。 
例 16.1.2 实 值 函数 f(x) = sin(z) 和 f(x) = cos(z) 都 是 2x 周期 的 ， 就 像 
复 值 函 数 f(x) = ez 是 2x 周期 的 那样 。 这 些 函 数 也 都 是 4r 周期 的 、6x 周期 的 ， 
等 等 。( 为 什么 ? ) 但 是 函数 f(z) = z 不 是 周期 函数 。 对 于 任意 的 L， 常 数 函 数 
f(x) =1 总 是 工 周 期 的 。 

注 16.1.3 如 果 函 数 是 工 周 期 的 , 那么 对 于 任意 的 整数 k, 都 有 f(z 十 kL) = 
f(x)。( 为 什么 ? 对 正 数 有 使 用 归纳 法 , 然后 利用 代 换 ,把 关于 正 & 的 结果 变 成 一 
个 关于 负 天 的 结果 。 当 然 , & = 0 的 情形 是 平凡 的 。) 特别 地 ， 如 果 函 数 1 是 1 周 
期 的 , 那么 对 于 任意 的 ke Z 都 有 jz+R) = f(x)。 因 此, 1 周期 的 函数 有 时 也 被 
称 作 Z 周期 的 《而 且 工 周期 的 函数 被 称 为 是 LZ 周期 的 )。 

例 16.1.4 对 于 任意 的 整数 n， 函 数 cos(2xnz)、sin(2xnz) 和 e2min"z 都 是 Z 
周期 的 。( 当 nn 不 是 整数 时 ,情况 又 如 何 ?) 另 一 个 Z 周期 函数 的 例子 是 具有 如 

定义 的 函数 f: R 一 C: 当 ze [n,n 二 3) 时 (其 中 nn 是 整数 )，f(x) := 1; 当 
z En+t+3,n+1) 时 (其 中 是 整数 )， f(x) := 0。 这 个 函数 也 是 方 波 的 例子 。 


为 简单 起 见 ， 从 现在 开始 我 们 只 研究 Z 周期 函数 (关于 工 周期 函数 的 傅 里 叶 
理论 , 参见 习题 16.5.6)。 注意 , 为 了 能 完全 了 解 Z 周期 函数 f: R 一 C, 我 们 只 需 
要 了 解 它 在 区 间 [0,1) 上 的 取 值 就 行 了 , 因为 这 将 确定 f 在 任意 一 点 处 的 取 值 。 因 
为 每 一 个 实数 z 都 可 以 写成 z = 上 十 y 的 形式 ， 其 中 大 是 一 个 整数 (被 称 作 z 的 
整数 部 分 ， 有 时 记 作 [z]), 并 且 ye [0,1) (被 称 作 z 的 小 数 部 分 ， 有 时 记 作 {x})， 
参见 习题 16.1.1。 因 此 ,如果 想 要 描述 一 个 Z 周期 函数 f, 我 们 上 只 需要 写 出 它 在 区 
间 [0,1) 上 的 取 值 , 然后 说 这 可 以 周期 性 地 推广 到 整个 R 上 就 行 了 。 这 意味 着 , 对 
于 任意 的 实数 x, 我 们 都 把 f(x) 定义 为 f(z) := f(y), 其 中 x= 有 +y 按照 上 述 讨 
论 进行 分 解 。( 实 际 上 , 我 们 可 以 把 区 间 [0,1) 替换 成 另外 任意 一 个 长 度 为 1 的 半 
开 区 间 , 但 这 里 我 们 不 做 这 件 事 。) 


连续 的 Z 周期 复 值 函数 的 空间 记 作 C(R/Z;C)。( 记 号 R/Z 来 源 于 代数 学 ， 
它 表 示 加 法 群 及 关于 加 法 群 Z 的 商 群 , 有 关 商 群 的 更 多 知识 可 以 参阅 任意 一 本 代 
数学 教材 。) 这 里 的 “连续 ”是 指 在 R 中 的 任意 一 点 处 都 连续 。 只 在 某 个 区 间 ， 如 
[0,1] 上 连续 是 不 够 的 ， 因 为 1 点 (或 其 他 任意 一 个 整数 点 ) 处 的 左 极限 和 右 极 限 
可 能 不 同 而 产生 间断 。 例 如， 函数 sn(2rmz)、cos(2rmz) 和 e2"inz 都 是 C(R/2Z; C) 
中 的 元 素 ， 正 如 常数 函数 也 属于 C(R/Z;C)， 但 前 面 曾 提 到 的 方 波 函数 就 不 属于 
C(R/Z; C)， 因 为 它 不 是 连续 函数 。 另 外 ,由 于 函数 sin(z) 不 是 Z 周期 函数 ,因此 
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它 也 不 在 C(R/Z; C) 中 。 
引 理 16.1.5(C(R/Z;C) 的 基本 性 质 ) 
(a) 〈 有 界 性 ) 如 果 fe C(R/Z;C), 那么 f 是 有 界 的 ( 即 存 在 一 个 实数 M > 0， 

使 得 对 于 所 有 的 ze R 都 有 |f(z)| < M)。 

(b) (向量 空 间 和 代数 性 质 ) 如 果 f,g se C(R/Z;C), 那么 函数 f+g、f 一 g 和 
fg 也 都 属于 C(R/Z;C)。 另 外 , 如 果 c 是 任意 一 个 复数 , 那么 函数 cf 也 

在 C(R/Z;C) 中 。 

(c) “一 致 极限 下 的 封闭 性 ) 设 (所 )%1 是 C(R/Z;C) 中 的 函数 序列 ， 如果 
序列 一 致 收敛 于 函数 请: R. 一 C, 那么 f 也 属于 C(R/Z;C)。 

证 阴 : 参见 习题 16.1.2。 

现在 , 我 们 再 次 引入 熟悉 的 一 致 收敛 的 上 确 界 范 数 度量 

de 人 (jg)=sup|jz) 一 gz = sup | jz) 一 gz]| 
ZE 了 及 ZE[0,1) 


这 样 就 可 以 把 C(R/Z; C) 变 成 一 个 度量 空间 。( 第 一 个 上 确 界 为 什么 等 于 第 二 个 上 
确 界 ? ) 参见 习题 16.1.3。 


Ra 


习 题 


16.1.1 “证明: 每 一 个 实数 x 都 恰好 能 用 一 种 方式 写成 x = 上 十 y 的 形式 ， 其 中 大 是 一 个 整 

数 并 且 y e [0,1)。( 提 示 : 为 了 证 明 这 种 形式 的 存在 性 , 令 := sup{l€2Z:1l< 2}。) 

16.1.2 ”证 明 引 理 16.1.5。( 提 示 : 对 于 (a), 首先 证 明 了 在 [0,1 上 有 界 。) 

16.1.3 ”证 明 : 具有 上 确 界 范 数 度 量 de 的 C(R/Z;C) 是 一 个 度量 空间 。 进 一 步 证 明 ; 这 个 
度量 空间 是 完备 的 。 


16.2 ”周期 函数 的 内 积 
引 理 16.1.5 可 知 ,我们 可 以 对 连续 的 周期 函数 进行 加 法 、 减 法 、 乘 法 以 及 取 
极限 的 运算 。 但 是 , 我 们 还 需要 空间 C(R/Z;C) 上 更 多 的 运算 。 第 一 个 就 是 内 积 
运算 。 

定义 16.2.1〈 内 积 ) 如 果 f,g e C(R/Z;C), 那么 我 们 把 内 积 (f,g) 定义 为 


(fg=| Ta5Gidr 


[0,1] 


注 16.2.2 为 了 求 复 值 函数 f(z) = g(x) + 这 (z) 的 积分 , 我 们 定义 [1 f := 
jig + ijiwh。 也 就 是 说 ,我 们 分 别 对 函数 的 实数 部 分 和 虚数 部 分 求 积分 。 例 


16.2 周期 函数 的 内 积 .339 . 


如 ,Ja(L+iz)dz = 几 ialdz+ifhaazdqz= 工 +3i。 容 易 验证 ， 实 值 函 数 的 全 体 
微 积分 基本 法 则 (分 部 积分 法 、 微 积分 基本 定理 和 变量 桂 换 法 等 F) 对 复 值 汕 数 仍然 
成 并 。 

例 16.2.3 设 了 是 常数 函数 f(z) := 1, 并 设 g(x) 为 图 数 g(x) := e2riz 。 那么 ， 


(f,9) = | le2rizdz = | e—2izdz 
[0,1] 


[0,1] 
ce 一 2riz z=1 e-2xi _ e0 
orni|, 一 2 
_ 1 一 1 
2mi 


注 16.2.4 股 情况 下 ， 内 积 (f,g) 是 一 个 复数 。( 注 意 ，f(z)g(x) 是 黎 曼 可 
积 的 ,因为 这 两 个 函数 都 是 连续 且 有 界 的 。) 
粗略 地 说 , 空间 C(R/Z;C) 上 的 内 积 (f,g), 就 像 欧 儿 里 得 空间 (如 R"*) 上 的 
点 积 z.y 一 样 。 接 下 来 , 我 们 给 出 内 积 的 一 些 基 本 性 质 。 对 向 量 空间 上 内 积 的 进 
步 研 究 可 以 参阅 任何 一 本 线性 代数 教材 , 但 这 部 分 内 容 超 出 了 本 书 的 范围 。 
引 理 16.2.5 设 f,g,h ecC(R/Z;C)。 
(a) 〈 厄 米 特性 质 ) (9g, f) = (f,g)。 
(b) 《 正 性 ) (f, 了 ) > 0。 更 进一步 地 , (f,f) = 0 当 且 仅 当 了 = 0 (也 就 是 说 , 对 
于 所 有 的 ze R, 都 有 f(x) = 0)。 
(c) (关于 第 一 个 变量 的 线性 性 质 ) (f 十 9, 有) = (f,hh) 十 (g,h)。 对 于 任意 的 复 
数 c, 有 (cf,9) = c(f,g)。 
(d) (关于 第 二 个 变量 的 反 线 性 性 质 ) (f,g 十 及 = (f,9) 十 (f,h)。 对 于 任意 的 
复数 c, 有 (f,cg) = 5(f,9)。 
证 明 : 参见 习题 16.2.1。 
正 性 可 知 , 把 函数 fe C(R/Z;C) 的 L? 范 数 | jl 定义 为 : 


I 1/2 1/2 
ij 天 到 (| a Sl vapa 


是 有 意义 的 。 因 此 ,对 于 所 有 的 f 均 有 fll > 0。 范 数 | 有。 有 时 被 称 为 f 的 均 
方 根 。 
例 16.2.6 如 果 f(z) 是 函数 ezriz， 那么 


1/2 1/2 
| ja = | e2mize 2rdy = | 1dz 一 1/2 一 1 
[0,1] oa 
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这 里 的 了 范 数 与 L> 范 数 ( 即 |f|w := sup|f(z)|) 是 有 关系 的 , 但 它们 又 不 
ZE 
完全 相同 。 例 如 ， 如 果 f(z) = sin(z), 那么 ||fllw = 工 但 ||flls = 三。 一 般 情况 下 ， 
两 者 的 关系 通常 表述 为 0 < fz < fw， 参见 习题 16.2.3。 
下 面 给 出 二 2 范 数 的 一 些 基 本 性 质 。 
引 理 16.2.7 设 f,g eC(R/Z;C)。 
a) 〈 非 退化 性 ) || fl = 0， 当 且 仅 当 f= 0。 
b) 〈 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 ) |(f,g)| < ||fll2llgll2。 
) “三 角 不 等 式 ) ||f + gllz < fll2 + gll2。 
d) 《〈 毕 达 哥 拉 斯 定理 ) 如 果 (f,g) = 0, 那么 |f 十 gll3 = fl3 十 |g|l2。 
e) 〈 齐 次 性 ) 对 于 所 有 的 ce C, 有 |lcfllz = |cl||fll2。 
证 明 : 参见 习题 16.2.4。 


根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 ,我 们 有 时 把 f 与 g 相互 正 交 等 价 于 (f,g)=0 
现在 , 我 们 可 以 把 C(R/Z;C) 上 的 [2 度量 dz2 定义 为 


YY 


1/2 
dza(f,9) := | = gl = (| , lf) sr) 


注 16.2.8 我 们 能 够 验证 ds 的 确 是 一 个 度量 (习题 16.2.2)。 事实 上 , 了 [2 度 
量 与 欧 几 里 得 空间 R* 上 的 22 度量 非常 类 似 , 这 也 就 解释 了 两 者 的 记号 为 什么 如 
此 相似 。 你 应 该 对 这 两 个 度量 进行 比较 , 并 从 中 找 出 相似 之 处 。 

注意 , 当 n 一 co 时 , 如 果 dzz( 反 ;用 一 0, 这 里 的 所 是 C(R/Z;C) 中 的 函数 
序列 , 那么 f, 就 会 依 L2 度量 收敛 于 fe C(R/2Z; C)。 也 就 是 说 ， 


lim | f(z) — F(a)?dz =0 
[0,1] 


GO 


注 16.2.9 依 [2 度量 收敛 的 概念 不 同 于 一 致 收 化 和 逐 点 收 僵 ， 参 见习 题 
16.2.6。 


注 16.2.10 度量 的 性 状 不 如 L> 度量 的 好 。 例如 , 在 成 le 间 
C(R/Z;C) 并 不 是 完备 的 ,但 该 空间 在 L% 度量 下 是 完备 的 , 参见 习题 16.2 


习 题 


16.2.1 证明 引 理 16.2.5。( 提 示 : (b) 的 最 后 一 部 分 有 些 环 手 。 你 需要 使 用 反 证 法 , 假设 f 不 
是 零 函 数 ， 然 后 证 明 fi0 1 |f(z)| 是 严格 正 的 。 你 要 利用 “7 是 连续 的 ， 从 而 | 站 也 
连续 的 ”这 个 事实 。) 


中 ne 
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16.2.2 ”证 明 : C(R/Z;C) 上 的 L? 度量 ds 的 确 使 C(R/Z;C) 成 为 一 个 度量 空间 。( 参 见 
习题 12.1.6。) 

16.2.3 设 fe C(R/Z;C) 是 一 个 非 零 函 数 。 证 明 : 0 < fll2 < fz~。 反 过 来 , 设 0 < 
A < B 都 是 实数 ,证 明 : 存在 一 个 非 零 函数 fe C(R/Z;C), 使 得 fl2 = 4 且 
fll~ = B。( 提 示 : 设 9 是 C(R/Z;C) 中 的 一 个 非 负 实 值 函数 , 并 且 9 不 是 常数 函 
数 。 然后 考察 形 如 f = (c+ dg)22 的 函数 f, 其 中 c,d > 0 是 实 值 常数 。) 

16.2.4 ”证 明 引 理 16.2.7。( 提 示 : 反复 利用 引 理 16.2.5。 对 于 柯 西 - 施 瓦 效 不 等 式 ， 从 正 性 

(f,f) 20 A 但 其 中 的 了 要 将 换 成 函数 fllgll3 一 (f,g)g, 然后 利用 引 理 16.2.5 进 

行 简化 。 你 必须 单独 考察 jgl| = 0 的 情形 。 利 用 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 去 证 明 三 角 不 等 


攀 “ 
~ 


16.2.5 ” 找 出 一 个 连续 周期 函数 的 序列 ， 使 得 该 序列 依 L? 度量 收敛 于 一 个 不 连续 的 周期 函 

数 。( 提 示 : 试 一 试 收敛 于 方 波 函数 。) 
16.2.6” 设 feC(R/Z;C), 并 设 (所 )21 是 C(R/Z;C) 中 的 函数 序列 。 

(a) 证 明 : 如 果 一 致 收敛 于 f, 那么 fi 也 依 L? 度量 收敛 于 ff。 

(b) 给 出 一 个 例子 , 使 得 f% 依 L? 度量 收敛 于 了 ， 全 在 致 收敛 于 f。( 提 示 : 取 
= 0， 并 试 着 让 函数 列 f, 具有 较 大 的 上 确 界 范 数 。) 
(c) 给 出 一 个 例子 , 使 得 fi 依 L? 度量 收敛 于 f， 但 不 逐 点 收敛 于 f。( 提 示 : 取 
二 0, 并 试 着 让 函数 列 f 在 某 一 点 处 较 大 。) 

(d) 给 出 一 个 例子 ,使 得 f% 逐 点 收敛 于 f， 但 不 依 L? 度量 收敛 于 f。( 提 示 : 取 
f = 0, 并 试 着 让 函数 列 f, 具有 较 大 的 L? 范 数 。) 


ES 


| 


16.3 ”三角 多 项 式 

现在 我 们 来 定义 三 角 多 项 式 的 概念 。 就 像 多 项 式 是 由 函数 z" (有 时 被 称 作 单 
项 式 ) 组 成 的 那样 , 三 角 多 项 式 是 由 函数 ezrinz (有 时 被 称 作 特 征 ) 组 成 的 。 

定义 16.3.1 (特征 ) 对 于 每 一 个 整数 n, 令 en e C(R/Z;C) 表示 函数 


2ninz 


en(Z) := € 
该 函数 有 时 被 称 作 频率 为 n 的 特征 。 
定义 16.3.2 (三 角 多 项 式 ) 设 /是 C(R/Z;C) 中 的 函数 。 如 果 存在 一 个 整数 
> 0 和 一 个 复数 序列 (ojX_N 使 得 = 江 cven， 那么 我 们 称 函 数 是 一 个 
三 角 多 项 式 。 人 


例 16.3.3 函数 f= 4e_2 十 ie-1 一 2e0 十 0e1 一 3e2 是 一 个 三 角 多 项 式 , 它 可 以 
更 精确 地 写成 


f(x) 二 4e 一 4riz 千 ie 一 2riz = 3ed4riz 
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例 16.3.4 对 于 任意 的 整数 mw， 函数 cos(2rmz) 是 一 个 三 角 多 项 式 , 这 是 因为 
Co E27ing 1e， 
类 似 地 ， 函数 sn(2rmz) = 如 en 十 机 en 也 是 一 个 三 角 多 项 式 。 实 际 上 ,正弦 函数 
和 余弦 函数 的 任意 一 个 线性 组 合 都 是 三 角 多 项 式 。 例如 , 3 十 icos(27x) 十 和 sin(4nx) 
是 一 个 三 角 多 项 式 。 
根据 傅 里 叶 定理 , 我 们 可 以 把 C(R/Z;C) 中 的 任意 一 个 函数 写成 傅 里 叶 级 数 
的 形式 。 傅 里 叶 级 数 与 三 角 多 项 式 的 关系 ,就 像 寡 级 数 与 多 项 式 的 关系 那样 。 为 了 
把 函数 写成 全 里 叶 级 数 的 形式 , 我 们 将 使 用 前 一 节 中 介绍 的 内 积 结构 。 这 里 的 核心 
计算 如 下 。 
引 理 16.3.5 (全 体 特征 构成 一 个 标准 正 交 系 ) 对 于 任意 的 整数 nn 和 m， 当 
n= 二 mm 时, (en,em) = 二 1; 当 n 关 m 时， (en,em) = 0。 同时 还 有 le,||=1。 
证 明 : 参见 习题 16.3.2。 
因此 ,我 们 得 到 一 个 关于 三 角 多 项 式 系数 的 公式 。 
推论 16.3.6 设 / -= ce 是 一 个 三 角 多 项 式 ， 那 么 对 于 所 有 的 整数 
N 


一 Nn<N, 有 如 下 公式 : 


Cn 一 (f, en) 
另外 , 只 要 n > N 或 者 n < 一 NN, 我 们 就 有 0 = (f,en)。 最 后 , 我 们 还 有 恒等式 
N 
f= > en 
九 一 一 人 


证 明 : 参见 习题 16.3.3。 
我 们 用 另 一 种 不 同 的 方式 来 改写 这 个 推论 。 
定义 16.3.7 〈 傅 里 时 变换 ) 对 于 任意 的 函数 f e C(R/Z;C) 和 任意 的 整数 


ne Z, 我 们 把 六 的 第 n 个 传 里 叶 系 数 , 记 作 Pomj， 定 义 为 

f(a) := (fen) = | jzjer2minzdz 
[0,1] 

函数 有 Z 一 C 被 称 为 /的 侍 里 叶 变换 。 


N 
n=—N 


N Co 


f= >》 (fen)en= 》 (f,en)en 


n= 二 —N 多 一 一 co 
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于 是 我 们 得 到 了 传 里 时 反 演 公式 : 


Fo) = > fe 


Nn 二 一 O00 


上 式 右 端 称 为 的 傅 里 叶 级 数 。 男 外 ,根据 推论 16.3.6 的 第 二 个 恒等式 , 我 们 有 


Plancherel 公式 


注 16.3.8 需要 强调 的 是 , 我 们 目前 只 证 明了 当 
反 演 公式 和 Plancherel 公式 。 注意 , 在 这 种 情 玫 
一 NN<n<N 时 , 傅 里 
际 上 就 是 有 限 和 。 这 样 也 就 不 存在 关于 上 述 级 数 在 什么 意义 下 收敛 的 讨论 。 
数 是 有 限 和 ,所 以 它 既 是 逐 点 收敛 和 一 致 收敛 的 , 也 是 依 L? 度量 收敛 的 。 
FP, 我 们 将 把 傅 里 叶 反 演 公 式 和 Plancherel 公式 


零 (事实 上 , 仅 当 


在 接 下 来 的 儿 敬 


上 7 用 = >, If)P 


人 多 一 一 CO 


f 是 三 角 


C) 中 
样 的 间断 函数 上 ， 


逼近 定理 , 但 这 一 次 我 们 要 用 三 角 多 


且 我 们 不 讨论 这 部 分 内 容 。) 为 此 ， 


式 的 魏 尔 斯 特 拉 


一 个 卷 积 的 概念 。 


习 


题 


项 式 来 一 致 逼近 连续 的 周期 函数 。1] 
斯 逼近 定理 的 证 明 中 用 到 了 卷 积 一 权 


天 


此 这 里 的 无 


多 项 式 时 的 傅 里 叶 
区 下 , 绝 大 多 数 傅 里 叶 系 数 f(n) 都 是 
叶 系 数 才 不 为 零 )， 


限 和 实 
因为 级 


广 到 C(R/Z; 
的 一 般 函 数 上 , 而 不 仅仅 是 三 角 多 项 式 上 。( 上 述 公式 也 可 以 推广 到 像 方 波 这 


我 们 将 会 用 到 魏 尔 斯 特 拉 斯 


E 如 在 多 项 


16.3.1 证 明 : 任意 


个 三 角 多 项 式 的 和 以 及 乘积 也 都 是 三 


16.3.2 ” 训 
16.3.3 ”证 明 j 


E 明 引 理 16.3.5。 
住 论 16.3.6。( 提 示 : 利 


号 | 也 


1 16.3.5。 对 于 第 二 


自 多 项 式 。 


fF， 我们 也 要 为 周期 函数 定义 


个 恒等式 , 既 可 以 利用 


斯 定 到 


和 归纳 法 , 也 可 以 代入 二 立 en 
n==—N 


展 


16.4 周期 卷 积 


本 节 的 目的 是 证 明 关 于 三 角 


开 所 有 的 表达 式 。) 


定理 16.4.1 设 ] ec C(R/Z; CO)， 并 设 。 > 0。 那么 存 


pn 


得 |f — Pllw < es 


多 项 式 的 魏 尔 斯 特 拉 


斯 通 近 定理 。 


FE 一 个 三 角 多 项 式 PP 使 


毕 达 哥 拉 
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该 定理 断定 了 任意 一 个 连续 的 周期 函数 都 可 以 用 三 角 多 项 式 来 一 臻 逼近。 也 
就 是 说 ,如果 设 P(R/Z;C) 表示 全 体 三 角 多 项 式 的 空间 , 那么 P(R/2Z; C) 在 L% 
度量 下 的 闭 包 就 是 C(R/2Z; C)。 

这 个 定理 可 以 直接 用 多 项 式 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 〈 和 定理 14.8.3) 来 证 明 ， 
而 这 两 个 定理 都 是 更 一 般 的 斯 通 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 特殊 情形 , 在 这 里 我 们 不 讨 
论 斯 通 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 。 我 们 要 做 的 是 从 头 证 明 上 述 定 理 。 这 样 做 是 为 了 引入 
一 些 有 趣 的 概念 ， 特 别 是 周期 卷 积 。 不 过 ， 此 处 的 证 明 应 该 能 强烈 地 唤起 你 对 定 
理 14.8.3 证 明 中 所 用 的 论述 的 记忆 。 

定义 16.4.2 (周期 卷 积 ) 设 f,g e C(R/Z;C)， 那么 f 和 9 的 周期 卷 积 
fxg:R 一 C 被 定义 为 

fx go) :=| f(g -Way 


[0,1] 


注 16.4.3 注意 ， 上面 这 个 式 子 与 定义 14.8.9 中 紧 文 撑 函 数 的 卷 积 概念 稍 有 
不 同 , 因为 我 们 只 在 [0,1] 上 求 积分 , 而 不 是 在 整个 及 上 求 积分 。 因 此 从 原则 上 来 
说 , 我 们 为 符号 fx*9g 赋予 了 两 个 不 同 的 含义 。 但 在 实践 中 , 这 并 不 会 造成 混淆 , 因 
为 一 个 非 零 的 函数 不 可 能 同时 既是 周期 函数 又 是 紧 文 撑 函 数 (习题 16.4.1)。 

引 理 16.4.4〈 周 期 卷 积 的 基本 性 质 ) 设 f,g,h eC(R/2Z;C)。 

(a) “封闭 性 ) 卷 积 f x* 9 是 连续 的 ， 并 且 是 Z 周期 的 。 换 言 之 ，f *g < 

C(R/Z;C)。 

(b) 〈 交 换 性 ) fxg=gxf。 

(c) 〈 双 线性 性 质 ) fx (g++h)=fxg+f*xh 且 (f+g)*h=fxhi+g*h。 对 
于 任意 的 复数 c, 有 c(f #9g)= (cf)*g= fx(cg)。 

证 明 : 参见 习题 16.4.2。 

现在 ,我们 来 考察 一 个 有 趣 的 恒等式 : 对 于 任意 的 fe C(R/Z;C) 和 任意 的 
整数 n,， 有 


站 三 f(n)e, 
为 了 证 明 这 个 等 式 , 我 们 来 计算 


fr enl®) = | fe ay 


一 e2rinz | f(y)e Ydy 
[0,1] 
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结论 得 证 。 = 
般 地 ， 由 引 理 16.4.4(ii) 可 知 , 对 于 任意 一 个 三 角 多 项 式 P= 和 cnen， 
n=—N 


我 们 有 
n=N n=N 
f*P= 3 cn(f * en) = >》， f(n)enen 
n= 二 =—N n=—N 
期 卷 积 都 仍 是 一 个 三 


多 项 


因此 ，C(R/Z; C) 中 任意 一 个 函数 与 三 角 多 项 式 的 周 
式 。( 与 引 理 14.8.13 进行 比较 。) 
接 下 来 ,我 们 引入 恒 等 逼 近 的 周期 类 比 。 
定义 16.4.5( 周 期 恒 等 逼 近 ) 设 =>0 
满足 下 列 性 质 , 那么 f 就 被 称 为 周期 (s, 6) 恒 等 逼 近 。 
(a) 对 于 所 有 的 ze R, 部 有 jz) > 0; 并 且 [of=1。 
(b) 对 于 所 有 的 6< |zx| 1-56, 都 有 f(x) < s。 
现在 我 们 得 到 引 理 14.8.8 的 一 个 类 比 。 
引 理 16.4.6 对 于 每 一 个 = > 0 和 0 <5<1/2, 都 存在 一 个 三 角 多 项 式 已， 


0 <6<1/2, 如 果 函 数 fe C(R/2Z;C) 


E 习 题 16.4.3 中 


它 是 一 个 (s,6) 恒 等 逼 近 。 
这 个 引 理 的 证 明 框架 , 剩余 部 分 将 如 


证 明 : 在 这 里 , 我 们 只 给 
补充 完整 。 设 N > 1 是 个 整数 , 我 们 把 费 热 尔 核 Fv 定义 为 函数 


九 一 一 人 


2 


显然 ,PN 是 一 个 三 角 多 项 式 。 观察 可 知 , 恒等式 


] |N=1 
FN 一 六 2 En 
(为 什么 ? ) 由 几何 级 数 公式 ( 引 理 7.3.3) 可 知 , 如 果 z 不 是 整数 ,那么 
六 一 1 攻 ni(N—1)x os 
_eN—eo0 Ee sin(xXNZ) 
全 (的 这 el—eo | sin(xz) 
(为 什么 ? ) 从 而 有 公式 , 
A sin(xNZz) 
™ N sin(xz)? 
如 果 z 是 个 整数 , 那么 几何 级 数 公 式 就 不 再 适用 。 但 此 时 , 我 们 可 以 通过 直接 计算 
得 到 Fwy(z) = Ne。 在 任何 情况 下 , 对 于 任意 的 zx 都 有 Fw(z) > 0。 男 外 还 有 
N 
ee m) ( n) = 
be Fw (x)dz = 2 ( 医 em =|1- 六 ji=1 


里 叶 级 数 


要 5<|z|<1-56, 就 有 
1 


(这 是 因为 sin 在 [0,7/2] 上 单调 递增 ， 


< 
TZ)2 ~ Nsin(xo)? 


并 日 在 [x/2,7z| 上 单调 递减 )。 因 此 , 通过 


选取 足够 大 的 N, 我 们 可 以 让 Fw(z) <e 对 所 有 的 5< jzl| <1-56 均 成 立 。 

定理 16.4.1 的 证 明 : 设 f 是 C(R/Z;C) 中 的 任意 一 个 元 素 。 因 为 已 知 f 是 
有 界 的 , 所 以 存在 一 个 M > 0, 使 得 对 于 所 有 的 ze R 都 有 |f(z)| < M。 

设 s > 0 是 任意 的 ， 因为 f 是 一 致 连续 的 ， 所 以 存在 一 个 5 > 0,， 使 得 只 要 
lz 一 y| 志 5, 就 有 |f(x) 一 f(y)| < e。 现在 利用 引 理 16.4.6 找到 一 个 三 角 多 项 式 已 ， 
使 得 PP 是 一 个 (s, 6) 恒 等 逼 近 , 那么 fx 了 也 是 一 个 三 角 多 项 式 。 现在 我 们 来 估算 
|f — f*Pl~。 

E 意 一 个 实数 ,我 介 


=} 


设 zx 是 伯 


[f(x) — f * P(z)| = 


上 式 右 端 可 以 分 解 成 
| 9) -fo -wlPeyay+| JF) — FWDIP(Way 
[0,5] [6,1 一 5] 
+| [Fo 一 f(s -WI Pay 
[1 -5 
而 这 个 式 子 有 上 界 
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且 叶 定理 和 Plancherel 定理 


16.5 ” 传 
< jm EP(y)dy 十 全 2Medy 十 | eP(y)dy 
<e+2Me+te 
= (2M + 2)e 
于 M 是 一 个 定 值 并 且 s 是 任意 的 ， 因此 我 


于 是 有 |/ 一 fxPllw < (2M + 2)e。 
们 可 以 让 f* PP 依 上 确 界 范 数 任意 接近 f。 这 样 就 完成 了 对 周期 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 
定理 的 证 明 。 


习 题 


F 明 : 如 果 f : 及 一 C 既是 紧 文 撑 的 又 是 Z 周期 的 , 那么 f 就 恒 等 于 零 。 

16.4.2 ”证 明 引 理 16.4.4。( 提 示 : 为 了 证 明 f xg 是 连续 的 , 你 将 会 用 到 f 是 有 界 的 ， 9 
是 一 致 连续 ; 或 者 反 过 来 , 9 是 有 界 的 , 并 是 一 致 连续 的 这 样 的 事实 。 要 想 证 明 

f*9g 二 gx*f， 你 需要 利用 周期 性 来 “ 剪 切 和 粘贴 ”区 间 [0,1]。) 

16.4.3 ”把 引 理 16.4.6 中 标记 了 (为 什么 ? ) 的 地 方 补充 完整 。 

等 式 |z|? = zz, En = e_n 和 enem = enHmo) 


16.4.1 训 


< 


(提示 : 对 于 第 一 个 恒等式 , 利 


傅 里 时 定理 和 Plancherel 定理 


16.5 
百 等 式 和 


斯 逼近 定理 〈 定 理 16.4.1)， 我 们 现在 可 以 把 傅 里 时 恒 


利用 魏 尔 斯 特 拉 
Plancherel 恒等式 推广 到 任意 一 个 连续 的 周期 函数 上 
F 意 的 fe C(R/Z;C), 级 数 并 Fnjes 都 


定理 16.5.1( 侍 里 叶 定 理 ) 对 于 人 
依 [2 度量 收敛 于 f。 换言之 , 我 们 有 
~ A; 
f— >》， f(n)en 
n=—N 


证 明 : 设 。 > 0, 我们 需要 证 明 存 在 一 个 No, 使 得 对 于 一 切 足 够 大 的 N 都 有 


二 0 


lim 
和 N 一 co 
2 


16.4.1)， 我 们 可 以 找到 一 个 三 角 多 项 式 


V 人 入 
11- 二 fenla < 
新 特 拉 斯 逼近 定理 〈 定 理 


根据 魏 尔 

0 

P= 》 cnen, 使 得 |f -Pllw < e, 其 中 No > 0。 特别 地 , 有 中 f - Pl < e。 
E 明 |f -Fyllz 和 es。 


现在 令 N > No,， 并 设 Fw := 


n=— No 
"fn)ew。 下 面 我 们 来 记 
= 二 N 
首先 观察 可 知 ， 对 于 任意 的 |m| < N 有 
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(f — Fi em) = (f,em) — ba )(ewen) = flm) - flm) =0 


这 里 我 们 用 到 了 引 理 16.3.5。 那 么 由 于 Fw 一 P 可 以 写成 em (其 中 |m| < V) 的 线 
性 组 合 的 形式 , 因此 


(f— Fr,FNn—P)=0 
于 是 由 毕 达 哥 拉 斯 定理 可 得 ， 
|f— Pll2=|f -Fyll2+ Fy — Pll2 


进而 就 有 
If— Fwllzs <|f-Plasge 
结论 得 证 。 
注 16.5.2 注意 , 我 们 只 得 到 了 传 里 叶 级 数 2 fln)en 依 L? 度量 收敛 于 f 


的 结论 。 有 人 或 许 会 提出 这 样 的 疑问 : 这 个 结 5 论 是 否 也 对 一 致 收敛 和 逐 点 收敛 成 
立 ? 然而 或许 会 让 人 感到 有 些 意外 )， 对 这 两 种 收敛 方式 的 回答 都 是 否定 的 。 但 
如 果 假 定 函数 f 不 仅 是 连续 的 , 而 且 还 是 连续 可 微 的 ， 那么 上 述 结论 对 于 逐 点 收 
如 果 假 定 f 是 二 次 连续 可 微 的 ， 那么 这 个 结论 也 对 一 致 收敛 成 立 。 这 些 
论 都 超出 了 本 书 的 范围 , 此 处 不 对 它们 进行 证 明 。 不 过 , 我 们 要 证 明 这 样 一 个 定 
理 ， 它 讨 论 的 是 什么 时 候 依 L? 度量 收敛 能 够 被 加 强 为 一 致 收敛 。 
定理 16.5.3 设 fe C(R/Z;C)， 如果 级 数 Ee |f(n)| 是 绝对 收敛 的 ,那么 


级 数 /too 就 人 


dm- Dee 


一 0 


oo 


证 明 : 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判别 法 (定理 14.5.7) 可 知 , 级 数 之 nen 收 全 
于 某 个 函数 ,而 且 由 引 理 16.1.5(e) 可 知 , 已 既是 连续 的 ， 又 是 Z 周 期 的 。( 严 格 
地 说 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 判别 法 说 的 是 从 n= 1 到 n= oo 的 级 数 , 但 它 也 适用 于 
从 n= 一 00 到 n= 二 oo 的 级 数 , 这 一 点 可 以 通过 把 双向 无 限 的 级 数 分 成 两 段 而 得 
到 。) 于 是 ， 


N 
lia | > ”jaenl =0 
九 一 一 几 6 
着 
Ji 五 一 np)enl =0 
> n=—N 2 
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这 是 因为 L? 范 数 总 是 小 于 或 者 等 于 Tes 范 数 。 但 是 根据 傅 里 叶 定 理 , 序列 D on )en 
已 经 依 2 度量 收敛 于 f。 因此, 只 有 当下 = (参见 命题 12.1.20) 时 ,该 序列 才能 
依 [2 度量 收敛 于 F。 于 是 = f, 从 而 有 


a 入 
dm, | 5 fe 


=0 


Ooe 


这 样 就 完成 了 证 明 。 


作为 傅 里 叶 定理 的 一 个 推论 ,我 们 有 : 
定理 16.5.4(Plancherel 定理 ) 对 于 任意 的 fe C(R/Z;C), 级 数 这 |Fop 
是 绝对 收敛 的 , 并且 


7 上 = > 


多 一 一 Co 


这 个 定理 也 被 称 作 帕 塞 瓦尔 定理 。 
证 明 : 设 s > 0, 由 傅 里 叶 定 理 可 知 , 当 NN 足够 大 时 (依赖 于 e), 有 


| ioe, <e 
2 
那么 根据 三 角 不 等 式 , 这 意味 着 


|fl2—e < 


六 fln)en| < lfllz+e 
n=—N 


2 


N 1/2 
中 四 
2 九 一 一 人 


(7 一 可 Ss fF < (flls + e)? 


另外 ,由 推论 5.3.6 可 得 ， 
> fl(n) 
n==—N 


从 而 有 


取 上 极限 可 得 ， 


N 
(fl —e)? <lm sup > fo)F < (fl +e)? 
六 一 co mn 二 一 N 


因为 s 是 任意 的 , 所 以 由 夹 台 定 理 可 得 ， 
N 
Hm ou > AP = 7 
六 一 co n=—N 


这 样 束 得 到 了 想 要 证 明 的 结论 。 
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傅 里 叶 变 换 还 有 许多 其 他 性 质 , 但 我 们 在 此 不 再 继续 讨论 它们 。 在 习题 中 , 你 
将 会 看 到 少量 有 关 傅 里 叶 定理 和 Plancherel 定理 的 应 用 。 


习 题 
16.5.1 设 了 是 C(R/Z;C) 中 的 函数 , 并 把 三 角 傅 里 叶 系 数 an、bn( 其 中 n= 0,1,2,3,…) 
an :一 | f(z) cos(2xnz)dz; bn := 2| f(x) sin(2xnz)dz 
[0,1] [0,1] 


(a) 证 明 : 级 数 wv 
Sao 十 > (an cos(2rmZ) + bn sin(2mmzZ)) 
依 [2 度量 收 敏 于 f。 (提示: 利用 传 里 叶 定 理 ， 并 把 指数 函数 分 解 成 正弦 函数 
和 余弦 函 数 。 把 正 的 n 项 和 负 的 n 项 合 起 来 。) 
(b) 证 明 : 如 果 》 an 和 5b。 都 是 绝对 收敛 的 , 那么 上 述 级 数 不 仅 依 L? 度量 收敛 
驹 三 n=1 
于 f, 还 一 致 收敛 于 f。( 提 示 : 利用 定理 16.5.3。) 
16.5.2 当 ze[0,1) 时 ,函数 f(x) 被 定义 为 f(z) = (1 一 27x)?， f(z) 按照 2 周期 延 拓 


到 整个 实 直 线 上 。 
(a) 利用 习题 16.5.1 证 明 : 级 数 
3+ DD 3 COS (2xnz) 
一 致 收敛 于 fs 


(b) 推导 出 > 十 = 瑟 。( 提 示 : 计算 上 述 级 数 在 z = 0 处 的 值 。) 


(c) 推导 出 十 = ct (提示 : 用 指数 函数 来 表述 余弦 函数 ， 并 利用 Plan- cherel 

定理 。) 

16.5.3” 设 feC(R/Z;C), 并 且 P 是 一 个 三 角 多 项 式 。 证 明 : 对 于 所 有 的 整数 n,， 有 
fx P(n) = /oo = fn)P(n) 

更 一 般 地 , 如 果 f,g e C(R/Z;C), 那么 证 明 : 对 于 所 有 的 整数 mn， 有 


(表述 此 事 的 一 种 奇特 方式 是 ,， 传 里 WR 、 

16.5.4” 设 feC(R/Z;C) 是 一 个 可 微 函 数 , 而 且 它 的 导 函 数 f' 是 连续 的 。 证 明 : 了 也 属于 
C(R/Z;C), 并 且 对 所 有 的 整数 n 有 扬 (n) = 2ninf(n)。 

16.5.5” 设 f,g EC(R/Z;C)。 证明: 帕 塞 瓦尔 恒生 


“| tagGjdz = RS Fln)Bn) 
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(提示 : 对 f 十 g 和 f 一 g 使 用 Plancherel 定理 , 然后 把 两 者 相 减 。) 进而 推导 出 上 
面 的 实数 部 分 可 以 去 掉 , 于 是 有 


+ 
| jlzjgGjdz= 和 Fln)Btn) 
0 n€EZ 
(提示 : 利用 第 一 个 恒等式 ,其 中 的 六 蔡 换 成 if.) 
16.5.6 ”在 本 题 中 , 我们 将 对 具有 任意 固定 周期 5 的 函数 建立 傅 里 叶 级 数理 论 。 
设 工 > 0, 并 设 7 :及 一 C 是 一 个 连续 的 周期 复 值 表 数 。 对 于 每 一 个 整数 n， 反 


这 z| f(r)e "i"*/Lqy 
二 Jo 


(a) 证 明 : 级 数 


co 
2ninz/L 
Cne 


三 一 68 


依 L? 度量 收敛 于 f。 更 准确 地 说 , 证 明 : 
N 
f(z = > cne2rinz/zl2dz =0 


n=—N 


lim | 
No [0 


(提示 : 对 函数 f(Lx) 使 用 傅 里 叶 定 理 。) 
(b) 设 级 数 ”|en| 是 绝对 收敛 的 , 证 明 : 


> Gre 
一 致 收敛 于 f 
(c) 证 明 ; 
1 De 
四 flejPdz= ylco 
0, 二 ] 见 一 一 co 
(提示 : 对 函数 f(Lz) 使 用 Plancherel 定理 。) 
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17.1 ”线性 变换 


现在 我 们 转 到 另 一 个 主题 , 即 多 元 微 积 分 中 的 微分 学 。 更 准确 地 说 , 我 们 要 研 
究 的 是 从 一 个 欧 几 里 得 空间 到 男 一 个 欧 几 里 得 空间 的 映射 4: R" 一 Rm…， 并 试 着 
去 理解 这 个 映射 的 导 函 数 是 什么 。 
但 在 此 之 前 , 我 们 需要 回忆 一 下 线性 代数 中 的 一 些 概念 , 其 中 最 重要 的 就 是 线 
性 变换 的 概念 和 和 矩阵 的 概念 。 我 们 将 对 这 些 内 容 进 行 非常 简单 的 介绍 。 对 这 部 分 内 
容 更 加 全 面 的 讲解 可 以 参阅 任何 一 本 线性 代数 教材 。 

定义 17.1.1( 行 向 量 ) 设 n >z1 是 一 个 整数 , 我 们 把 R" 中 的 元 素 称 为 n 维 行 
向 量 。n 维 行 向 量 的 一 种 典型 记 法 是 z= (x1,x2,… ,zn)， 也 可 以 简写 成 (Ti)1gign; 
当然 , 这 里 的 分 量 zl za?，…… ,zn 都 是 实数 。 如 果 (zi)i<izn 和 (wjisisn 都 是 n 维 
行 向 量 , 那么 它们 的 向 量 和 就 被 定义 为 
(aisisn 二 (iisisn = (it Yi)1<i<n 


另外 , 如 果 ce R 是 任意 一 个 标量 , 那么 我 们 可 以 把 标量 积 c(zi)isisn 定义 为 


C(Ti)1<i<n :一 (CXi)1<i<n 

当然 , 在 Rm 中 也 有 类 似 的 运算 。 然 而 ,如果 n 关 m, 那么 我 们 不 定义 R" 中 的 
量 和 R™ 中 的 向 量 的 加 法 运算 (例如 ，(2,3,4) 十 (5,6) 是 无 定义 的 )。 另 外,，R” 
的 向 量 (0,… ,0) 被 称 为 零 向 量 , 并 记 作 0。( 严 格 地 说 , 我 们 应 当 把 R" 中 的 零 
量 写成 0R*， 因 为 不 同 维度 空间 中 的 零 向 量 互 不 相同 , 而 且 零 向 量 也 不 等 同 于 数字 
0, 但 我 们 不 去 刻意 标注 这 种 区 别 。) 我 们 把 (--1)z 简写 成 -~z。 

向 量 加 法 运算 和 标量 积 运算 满足 下 面 这 些 基 本 性 质 。 

引 理 17.1.2(R" 是 一 个 癌 量 空间 〉 设 xz、y、z 都 是 R" 中 的 向 量 , 并 设 c、d 是 
实数 。 那么 我 们 有 加 法 交换 律 : xz 十 y = y 十 x; 加 法 结合 律 : (x 十 y) 十 z = 十 (yy 二 22); 
加 法 恒 等 性 : z 十 0 = 0 十 x = xz; 加 法 逆 元 性 : z+(-z) = (-z) 十 x = 0; 乘法 结 
合 律 : (cd)z = c(dz); 分 配 律 : c(z 十 y) = cz 十 cy 和 (ec+dz = cz+dz; 乘法 恒 等 
性 : 1z = xz。 


证 明 : 参见 习题 17.1.1。 


1 可 导 可 


定义 17.1.3( 转 置 ) 如 果 (zijigisn = (zlza… ,Zn) 是 一 个 n 维 行 向 量 , 那 


Xl1 
TX2 
(2 (ZX1, X2, , Tn) 
5 


我 们 把 形 如 (zi;)f<;< 的 对 象 称 为 n 维 列 向 量 。 

注 17.1.4 行 向 量 和 列 向 量 在 功能 上 没有 任何 区 别 〈 例 如 , 列 向 量 可 以 像 行 向 
量 那样 做 加 法 运算 和 标量 积 运算 )。 但 是 ,为 了 与 矩阵 的 乘法 运算 保持 一 致 ,我 们 
需要 把 行 向 量 转 置 成 列 向 量 ( 这 一 点 相当 烦人 )。 稍 后 , 我 们 还 将 讨论 矩阵 的 乘法 
运算 。 注意 , 我 们 把 行 向 量 和 列 向 量 看 作 是 不 同 空 间 中 的 元 素 。 比 如 , 我们 不 定义 
了 向 量 与 列 向 量 的 和 ,即便 它们 的 分 量 个 数 相同 , 它们 的 和 也 是 无 定义 的 。 

定义 17.1.5〈 标 准 基 行 向 量 ) 我 们 把 R” 中 的 n 个 特殊 行 向 量 e1,… ,en 称 
为 标准 基 行 向 量 。 对 于 每 一 个 1 < ; < n, e; 是 第 ; 个 分 量 为 1 且 其 他 分 量 均 为 0 
的 问 量 。 

例如 , 在 R3 中 , 我 们 有 ET 一 (1 0,0)， C2 一 (0, 1, 0) 和 C3 一 (0,0,1)。 注意 ,如 
果 二 (Tj)1<j<n 是 R” 中 的 向 量 ， 那么 


T= XI1e1 十 X262 十:… 十 Tnen 一 > Tjej 


也 就 是 说 ，R” 中 的 每 一 个 向 量 都 是 标准 基 向 量 e1,… ,en 的 线性 组 合 。( 记 号 
De 的 含义 是 明确 的 ， 因 为 向 量 的 加 法 运算 满足 交换 律 和 结合 律 。) 当然 ， 正 
如 每 一 个 行 向 量 都 是 标准 基 行 向 量 的 线性 组 合 样 ， 每 一 个 列 向 量 也 都 是 标准 基 
列 向 量 的 线性 组 合 : 


T eT 
了 = ziel 十 Za2ez 十 … 十 Znel = 二 3 TjE; 


还 有 很 多 其 他 方法 可 以 构造 R” 的 基 , 但 这 是 线 人 内 容 , 在 此 我 

们 不 进行 讨论 。 
定义 17.1.6 (线性 变换 ) 线性 变换 了 : R” 一 RW 就 是 一 个 从 欧 几 里 得 
间 R” 到 另 一 个 欧 几 里 得 空间 Rm 的 函数 ， 并 且 该 函数 还 要 满足 下 面 这 两 个 


(a) 《可 加 性 ) 对 于 任意 的 x,x’E R", 都 有 T(z 十 x 人 ) =Tz 二 Tz'。 
(b) ( 齐 次 性 ) 对 于 任意 的 ze R* 和 任意 的 ce R, 都 有 T(ez) = cTz。 


.354. 第 17 章 多 元 微分 学 


例 17.1.7 定义 为 Tx := 5z( 即 它 让 每 一 个 向 量 > 都 膨胀 了 5 倍 ) 的 膨胀 算 子 
元 : 及 3 一 R3 是 一 个 线性 变换 。 因 为 对 于 所 有 的 z,z' es R3 都 有 5(z+z/) = 5z 十 5z/， 


并 且 对 于 所 有 的 ze R3 和 ce 及 都 有 5(cz) = c(57)。 


例 17.1.8 ”旋转 算 子 到 : R2 一 及 2 的 定义 是 把 及 2 中 的 每 一 个 向 量 都 绕 原 点 
沿 顺 时 针 方 向 旋转 了 x/2 弧度 (从 而 有 TZ2(1,0) = (0,1), 72(0,1) = (一 1,0)， 等 等 )。 


该 算 子 是 一 个 线性 变换 , 最 好 从 几何 角度 来 考察 这 一 点 , 而 不 是 从 分 析 角 度 。 
例 17.1.9 ”定义 为 T(z,y,z) := (zx,y) 的 射影 算 子 Ts : R3 一 是 一 个 线 


性 变换 。( 为 什么 ? ) 定义 为 (x,y) := (x,y,0) 的 包含 算 子 TD : 一 及 3 也 是 


一 个 线性 变换 。( 为 什 


么 ? ) 最 后 ， 对 于 任意 的 n， 定 义 为 x := zx RE 


太 :R”? 一 R" 也 是 一 个 线性 变换 。( 为 什么 ? ) 
正如 我 们 很 快 就 要 看 到 的 那样 ,线性 变换 和 矩阵 之 间 有 一 定 的 关联 。 
定义 17.1.10 矩阵) m x n 和 矩阵 就 是 具有 如 下 形式 的 对 象 4 


也 可 以 简写 为 


那么 n 维 行 问 量 就 是 
定义 17.1.11 (条 


Q11 Q12 i Q17m 
Q21 Q22 Q27m 
A= : 
Qml QUm2 和 Qmmn 
A= (Qij)1gigm;1<j<n 


1 xn 和 矩阵 , 而 n 维 列 向 量 就 是 nx 1 和 矩阵 。 
阵 的 乘积 ) 给 定 一 个 m xn 矩阵 4 和 一 个 nxp 和 矩阵 B, 我 


们 可 以 把 矩阵 乘积 AB 定义 为 下 面 这 个 m x p 矩阵 


(Qij)1<i<m;1 


Nn 
<j<n(Djk)1<I<n;1<k<p := G oo 
和 二 <i<milgk<p 


l&i<m;l<&k< 


特别 地 ， 如 果 zx 了 = (zj)1{<j<n 是 一 个 n 维 列 向 量 , 并 且 4 = (aij)isismslsjsn 是 
一 个 m x n 矩阵 , 那么 4z7 就 是 一 个 m 维 列 向 量 : 


现在 我 们 就 可 以 


矩阵 和 线性 变换 联系 起 来 。 如 果 4 是 一 个 m x 矩阵, 那 


么 我 们 可 以 把 变换 L4 : R" 一 RW 定义 为 


(Lazx)’ := 4z7 


17.1 线性 变换 .355 . 
例 17.1.12 如 果 4 是 矩阵 
1 2 3 
4 一 
4 5 6 
并 多 4 一 (ZX1, T2, T3) 是 一 个 三 维 行 向 量 ， 那么 Lax 就 是 一 个 二 维 行 向 量 ， 二 定义 
为 
1 2 3\ | 2 二 2zo 二 3 
了 2 也 
or 人 -人 生生 
4 5 6 47z1 十 5x2 十 673 
3 
Za4(zl22,23) = (Z1 十 272 十 373,4z1 十 57z2 十 673) 
更 一 般 地 ， 如 果 
Q11  Q12 Q1n 
A= el Q22 2 
Qml QUm2 Qmmn 
那么 就 有 


n 
La(Ti)1<j<n = EE | 
j=1 


对 于 任意 的 m xn 矩阵 4, 变换 La 都 是 线 怕 


zx、y 和 任意 的 标量 


ll<i<m 


E 的 。 容易 验证 , 对 于 任意 的 n 维 行 向 
c 都 有 LA(z+y)==Laz 二 Lay 和 工 4(cz) = c(Lax)。( 为 什 


令 人 惊讶 的 是 , 反之 也 成 立 。 也 就 是 说 , 从 R” 到 R™ 的 每 一 个 线性 变换 都 能 


一 个 矩阵 给 出 。 


矩阵 4 使 得 T= Ls。 


证 明 : 设 了 :Rn 一 Rm 是 一 个 线性 变换 ，3 
行 问 量 。 那么 Tei1, Te2,.. “ ,了 en 都 是 R™ 中 的 向 


把 Te; 写成 坐标 分 量 的 形式 


Te; 一 (Q1j, Q27) 


, Tn) >» 都 有 


z= (x1,.: 


引 理 17.1.13 设 了 : Rn 一 Rm 是 一 个 线 伯 


和 二 > Tj€ji 
jE 


县 


;人 
区 el),e2 


量 。 对 于 每 一 个 1 < j < n, 我 们 


FE 变 换 ， 那么 恰好 存在 一 个 mm x n 


,en 是 R” 的 标准 基 


上 且 . 


屋 


Wl 


) amj) 一 (Qij)1<ig<m 


也 就 是 说 ， 我 们 把 ai; 定义 为 Te; 的 第 i 个 分 


。 那 么 对 于 任意 的 n 维 行 向 
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这 个 式 子 等 于 (因为 了 是 线性 的 ) 


但 如 果 令 4 为 矩阵 


Qml QUm2 2 Qmmn 
那么 上 述 向 量 就 是 La4x。 于 是 对 所 有 的 n 维 向 量 z, 都 有 Tz = Laz。 因 此 T= Ta。 
现在 我 们 证 明 4 是 唯一 的 。 也 就 是 说 , 不 存在 任何 其 他 矩阵 


b11 b12 wy bn 

bo1 022 bon 
B= 

bm1 bm2 ny bm 


使 得 了 等 于 Lp。 利用 反 证 法 , 假设 我 们 可 以 找到 这 样 一 个 矩阵 B, 并 且 B 与 4 
不 相同 。 那么 就 有 La = Ls。 特别 地 ,对 于 每 一 个 1< j <n 都 有 Lae; = Lpej。 
但 由 La 的 定义 可 知 ， 


工 4ej = (Qij)1<igm 
和 
LBpe; = (bij)1<igm 
于 是 , aij = bi; 对 于 所 有 的 1<ig<m 和 1 < j<n 均 成 立 。 因此 , 4 就 等 于 B, 矛 
盾 产 生 。 
注 17.1.14 引 理 17.1.13 建立 了 线性 变换 和 和 矩阵 之 间 的 一 一 对 应 关系 ,这 也 
是 为 什么 矩阵 在 线性 代数 中 如 此 重要 的 根本 原因 之 一 。 可 能 有 人 会 问 , 我 们 为 什么 


17.2 ”多 元 微 积分 中 的 导数 
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要 费 荔 地 布 
基 e1)…， 
应 关系 就 会 发 生 改 变 ， 
对 这 部 分 内 容 更 加 讨 


注 17.1.15 如 果 工 = La, 男 


究 线 性 变换 ， 而 不 只 在 
,en， 而 是 希望 使 用 其 


究 矢 


E 阵 呢 ? 这 是 因 


他 的 基 。 在 


E 这 种 


为 有 时 候 人 们 并 不 想 
线性 


情况 下 ， 


因此 保持 线性 变换 和 矩阵 是 两 个 不 同 的 概念 还 是 
F 细 的 讨论 可 以 参阅 任何 一 本 线性 代数 教材 。 


了 么 4 有 时 就 被 称 


处 理 标准 


变换 和 矩阵 之 间 的 对 


是 很 重要 的 。 


图 作 人 的 矩阵 表示 ， 并 记 作 


= 四。 但 是 ,在 本 书 中 我 们 不 使 用 这 个 记号 。 
两 个 线性 变换 的 复合 仍 是 线性 变换 (习题 17.1.2)。 下 面 的 引 理 表明 线性 变换 
合 运算 与 矩阵 的 乘法 有 关 。 
引 理 17.1.16 设 4 是 一 个 m xn 算 阵 ， 并 设 B 是 一 个 n xp 矩阵。 那么 
LaLp= LAB。 
证 明 : 参见 习题 17.1.3。 
习 题 
17.1.1 证 明 引 理 17.1.2。 
17.1.2 设 了 :BR" 一 及 ”是 一 个 线性 变换 ， 并 且 5 : R? 一 R” 也 是 一 个 线性 变换 。 和 
3 的 复合 TS : R? 一 R” 被 定义 为 TS(z) := T(S(x)), 证 明 : 这 两 个 变换 的 复 
合 TS : Rz 一 Rm 也 是 一 个 线性 变换 。( 提 示 : 通过 使 用 大 量 的 括号 ， 小 心地 展开 
TS(z+y) 和 7S(cz)。) 
17.1.3 ”证 明 引 理 17.1.16。 
17.1.4 设 了 :R" 一 R™ 是 一 个 线性 变换 。 证明: 存在 一 个 数 M > 0， 使 得 对 于 所 有 的 
rE R"” 都 有 Tzx|| < Alzll。( 提 示 : 根据 引 理 17.1.13, 用 算 阵 4 来 表述 TT。 然后 让 
M 等 于 4 的 所 有 元 素 的 绝对 值 之 和 。 多 使 用 不 等 式 , 它 要 比 处 理 平方 根 之 类 的 
事情 容易 。) 进而 推导 出 从 R” 到 R™ 的 每 一 个 线 性 变换 都 是 连续 的 。 
17.2 ”多 元 微 积分 中 的 导数 
在 回顾 了 一 些 线 性 代数 的 知识 之 后 ， 现 在 我 们 回 到 本 章 的 主题 ， 即 理解 形 


如 了 :RR” 一 RW 的 函数 ( 即 从 一 个 欧 几 里 得 空间 到 另 一 个 欧 儿 里 得 空间 的 水 


数 ) 的 微分 。 例如， 我们 希望 对 函数 f : R3 一 


f(z,Y,2) = (TY,Yyz, Lz, TYZ) 


四 


在 单 变 量 微 积 分 中 ， 如 
包含 XO 的 子 集 ， 那么 有 
f(z0) := 


果 想 求 出 


lim 


函数 :一 RR 在 xo 处 的 微分 其 


— f(xo) 


Tro ;TEBE\{ro} 


f (7) 


TXT—Xo 


Rs 求 微 分 , 这 里 的 f 被 定义 为 : 


中 万 是 
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在 多 变量 函数 :一 Rw 中 ,我 们 可 以 试 着 模仿 上 述 定 义 , 这 里 的 巨 是 Rn 的 
子 集 。 但 此 时 我 们 会 遇 到 一 个 困难 : 量 f(z) - f(zo) 是 属于 Rw 的 , 但 z- zo 却 
属于 R"。 我 们 不 清楚 该 如 何 用 一 个 维 向 量 去 除 一 个 m 维 向 量 。 

为 了 解决 这 个 问题 , 我 们 先 来 改写 (一 维 情形 下 的 ) 导数 的 概念 ,从 而 使 其 不 
包含 向 量 除法 。 我 们 把 /在 zo 处 的 可 微 性 看 作 函 数 /在 zo 附近 是 “近似 于 线性 
的 ”。 


引 理 17.2.1 设 马 是 R 的 子 集 , f :一 R 是 一 个 函数 , zo e 瑟 且 工 < 及 。 
那么 下 面 这 两 个 命题 是 等 价 的 : 

(a) f 在 zo 处 是 可 微 的 , 并 且 f(x0) = 

(b) Jim fw) (fern) tr(e-s0)| -0。 


TXO;TEB—{ro} | ol 


证 明 : 参见 习题 17.2.1。 


上 述 引 理 可 知 ， 导 数 (zo) 可 以 理解 为 一 个 数字 L， 这 个 工 使 得 |f(x) 一 
(f(zo) 十 L(z 一 Zz0))| 很 小 。 也 就 是 说 , 当 z 趋 近 于 zo 时 , 即便 用 非常 小 的 |z 一 zo 
去 除 |f(z) 一 (f(zo) 十 L(z 一 x0))|， 所 得 的 结果 仍 会 趋 近 于 0。 更 通俗 地 来 说 ,导数 
就 是 使 得 近似 式 f(x) - f(zo0) 守 L(x 一 zo) 成 立 的 量 工 。 
这 看 上 去 与 通常 的 微分 概念 并 没有 太 大 的 区 别 ,但 关键 在 于 我 们 不 再 明确 地 
使 用 z 一 xo 做 除数 。( 我 们 仍 用 jz 一 zol 去除， 这 是 可 行 的 。) 当 考 察 多 变量 函数 
f :EB 一 Rm 时 (其 中 CR"), 我们 仍 希 望 把 导数 写成 某 个 使 得 f(x) 一 jzo) = 
L(z 一 zo) 成 立 的 数字 L。 然 而， 因为 此 时 f(x) - f(zo) 是 一 个 m 维 向 量 ，3 
Zz 一 xo 是 一 个 n 维 向 量 , 所 以 我 们 不 再 期 望 工 是 一 个 标量 , 而 是 一 个 线性 变换 。 更 
准确 的 说 法 如 下 。 

定义 17.2.2〈 可 微 性 ) 设 记 是 R" 的 子 集 , f :一 Rm 是 一 个 函数 , ro EE 
是 一 个 点 , 并 设 工 : R" 一 Rm 是 一 个 线性 变换 。 如 果 有 
[f(z)— (f(z0) + LL(z— zo0))| 


Soar 


lim _0 
ZX0;TEB—{zo} lz — zoll 
其 中 ||z|| 是 x 的 长 度 (在 度量 下 ): 
| (x1, z2， 2 , Tn) 一 (24 2 证 2Z2)172 


那么 我 们 称 f 在 zo 处 是 可 微 的 ,并 且 导 数 为 工 。 

例 17.2.3 设 三 :了 2 一 及 2 是 映射 f(z,y) := (z2,92)，zo 是 点 zo := (1,2), 并 
设 工 : R? 一 及 2 是 映射 L(x,y) := (2z,4y)。 我 们 断定 f 在 zo 处 是 可 微 的 , 并 且 导 
数 为 工 。 为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 计算 

FD) -F059 + LD — 02) 
(29) = (1,2):(2)#(1,2) |(z,9) — (1,2)| 


17.2 ”多 元 微 积分 中 的 导数 
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做 变量 替换 (x,y) = (1,2) + (a,b), 可 得 ， 


|f(1+a,2+0)—(f(1,2)+L(a,d)) 
(a,b)—(0,0):(a,5)#(0,0) | (oo 


代入 f 和 工 的 表达 式 , 有 


和 (+o)?,(2+0)2) 一 (1,4) 一 (2a,40)) 
(a3b)—(0,0):(a,b)#(0,0) l(a, ©) 


化 简 可 得 ， a 
可 lo2, ol 
(a,b)— (0, 0) (a,5)#(0,0) |(a, 要 | 


我 们 使 用 夹 台 定理。 表达 式 册 S 如 LL 显然 是 非 负 的 。 另外， 由 三 角 不 等 式 可 得 ， 


a2, oO) < le?, ON + 00) = +e 
从 而 有 


[Ns 
[el 


又 因为 当 (a 中 一 0 时 Ve 十 及 一 0, 所 以 由 洋 逼 定理 可 知 ， 上 述 极 限 存 在 且 等 于 


0。 因 此 , f 在 xo 处 可 微 , 并 且 导 数 为 L。 


正如 你 所 看 到 的 , 利用 第 一 性 原理 验证 函数 的 可 微 性 是 非常 见长 且 繁 


后 , 我 们 将 用 另 一 种 更 好 的 方法 来 证 明 可 微 性 并 计算 出 导数 。 


在 此 之 前 , 我 们 还 需要 验证 一 个 基本 事实 , 即 一 个 函数 在 它 定义 域 中 的 任何 一 


个 内 点 处 最 多 有 一 个 导数 。 


引 理 17.2.4 导数 的 唯一 性 ) 设 已 是 R” 的 子 集 , f : 一 RW 是 一 个 函 


数 , ro E 五 是 互 的 内 点 , 并 设 :RR" -RT 和 L:R” 一 Rm 都 是 线性 
果 了 在 zo 处 可 微 , 并 且 导 数 为 L1, 同时 了 在 xo 处 还 有 导数 Ls。, 那么 Li = 


证 明 : 参见 习题 17.2.2。 


变换 。 如 


根据 引 理 17.2.4, 我 们 现在 可 以 谈论 f 在 内 点 zo 处 的 导数 ， 并 把 这 个 导数 记 


作 (zo)。 于 是 ，f'(zo) 是 唯一 一 个 从 及 ”到 Rm 使 得 
im yo 一 Wo+Tyzoz 一 zo 川 _0 


Z 一 Z03Z 天 20 Iz 到 zol| 
成 立 的 线性 变换 。 通俗 地 说 , 这 意味 着 导数 户 (zo) 是 满足 
f(z) — f(z0) ~ f' (zo0) (2 — zo0) 


或 等 价 地 ， 
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jz) f(z0) + f (ro) (x — zo) 

成 立 的 线性 变换 。( 这 被 称 为 牛顿 近似 , 与 命题 10.1.7 做 比较 。) 

引 理 17.2.4 推出 的 男 一 个 结论 是 , 如 果 f(z) = g(x) 对 于 所 有 的 ze 五 均 成 
立 , 并 且 f、g 都 在 zo 处 可 微 , 那么 当 zo 是 互 的 内 点 时 ， 有 了 (x0) = g(xo)。 但 
是 , 如 果 zo 是 瑟 的 边界 点 , 那么 这 个 结论 就 不 一 定 成 立 了 。 例 如, 当 五 为 单 点 集 
五 = {xo} 时 ， 只 知道 f(x0) = 9(zo) 推 不 出 (x0) = 9%(zo)。 在 这 里 我 们 不 考虑 边 
界 点 的 情况 , 只 在 定义 域 的 内 部 计算 导数 。 
有 时 , 我 们 把 fr 称 为 f 的 全 导数 ,以 区 别 于 下 文中 的 偏 导数 和 方向 导数 的 概 
念 。 此 外 ,全 导数 j 还 与 导数 矩阵 Df 有 着 密切 的 关联 , 我 们 将 在 下 一 节 中 定义 
导数 矩阵 。 


习 题 


17.2.1 ”证明 引 理 17.2.1。 

17.2.2 ”证 明 引 理 17.2.4。[ 提 示 : 利用 反 证 法 。 如 果 Li 承 La， 那么 存在 一 个 向 量 v 使 得 
Liv 关 L2v， 这 个 癌 量 一 定 不 是 零 向 量 。 (为 什么 ?) 然后 再 利用 导数 的 定义 ， 并 试 着 
通过 专门 考察 z = zo 十 如 时 的 情形 (其 中 上 是 一 个 标量 ) 来 推导 出 矛盾 。 ] 


17.3 ” 偏 导 数 和 方向 导数 


现在 , 我 们 介绍 偏 导数 和 方向 导数 的 概念 ， 并 把 它们 与 可 微 性 联系 起 来 。 
定义 17.3.1 (方向 导数 ) 设 古 是 R" 的 子 集 , f :万 一 Rm 是 一 个 函数 ,zo 
是 马 的 内 点 , 并 设 v 是 R"* 中 的 向 量 。 如 果 极 限 
f(xo+t+tv)— f(zo0) 


EOity 0.20 ide & 
存在 , 那么 我 们 称 f 在 zo 处 沿 方向 v 可 微 , 并 把 上 述 极限 记 作 D, f(zxo0): 


0 


业 


注 17.3.2 ”我 们 应 当 把 这 个 定义 与 定义 17.2.2 进行 比较 。 注意, 这 里 的 除数 
是 标量 t, 而 不 是 向 量 。 因 此 该 定义 是 有 意义 的 , 并且 Duj(zo) 是 RW 中 的 向 量 。 
如 果 向 量 v 是 指 “ 朝 内 ”的 方向 〈 这 推广 了 单 变量 微 积 分 中 左 导数 和 右 导 数 的 概 
念 ), 那么 在 忆 的 边界 上 定义 方向 导数 也 是 有 可 能 的 。 但 此 处 我 们 不 讨论 这 一 点 。 

例 17.3.3 如果 f:R 一 R 是 一 个 函数 , 那么 Djif(x) 就 与 f(x) 的 右 导 数 
《如 果 存 在 的 话 ) 完全 相同 ; 类 似 地 , D_1f(z) 就 与 f(z) 的 左 导 数 (如 果 存 在 的 话 ) 
完全 相同 。 


17.3 1 


局 导数 和 方向 导数 


361 . 


例 17.3.4 设 了 :RR? 一 R2 是 之 前 曾 提 到 过 的 函数 ， 其 定义 为 f(z,y) := (z2， 
好)， 并 设 zo := (1,2) 且 ~ := (3,4)。 那 么 


lim 
t—0;t>0 


f(1 + 3t,2+4t) — f(1,2) 


t 
(1 十 6t 十 9t2,4 十 16t 十 16t2) 


(1,4) 


t 


= lim (6+49t,16+16t) 
t—0;t>0 


(6,16) 


方向 导数 和 全 导数 具有 如 下 关系 。 


引 理 17.3.5 设 妃 是 Rn 的 子 集 , f :EB 一 Rm 是 一 个 函数 , zo 是 瓦 的 内 点 ， 
并 设 v 是 R" 中 的 向 量 。 如 果 f 在 zo 处 是 可 微 的 , 那么 f 在 zo 处 沿 方向 v 也 可 


Wi 二 


证 明 : 参见 习题 17.3.1。 

注 17.3.6 从 这 个 引 理 可 以 看 出 ， 
成 并 ,参见 习题 17.3.3。 

与 方向 导数 密切 相关 的 一 个 概念 是 偏 导 数 的 概念 。 

定义 17.3.7( 偏 导数 ) 设 态 是 R" 的 子 集 , f : 互 一 Rm 是 一 个 
五 的 内 点 ， 


全 


可 微 性 大 涵 着 方向 可 微 性 , 但 是 , 反之 不 


函数 ， Xo 是 
开设 1 < j < n。 那么 了 在 zo 处 关于 变量 zy 的 偏 导数 , 记 作 (zx0)， 


of 和 f(xot+te;)— f(xo)  d | 
Ba) ee ep t 加 天 jn + tes)le=0 


当然 前 提 是 上 述 极限 存在 。( 如 果 极 限 不 存在 ， 忆 
通俗 地 说 , 偏 导数 可 以 通过 这 样 的 方式 来 得 


Fh 么 六 (zo) 就 是 无 定义 的 。) 
到 : 固定 除了 x) 以 外 的 所 有 变量 ， 


然后 把 函数 看 作 关于 x 的 单 变量 函数 , 进而 求 其 导数 。 注意 , 如 果 f 在 Rw 中 取 
值 , 那么 型 也 在 Rw 中 取 值 。 实际 上 ,如果 我 们 把 写成 六 = (及 ,… ,所 ), 屠 
么 容易 得 出 (为 什么 ? ) 

下 = ( 王 co… ,过 


也 就 是 说 , 要 想 对 一 个 向 量 值 函数 求 微分 , 我 们 只 需 分 别 对 其 中 的 每 个 分 量 求 微分 
就 可 以 了 。 

我 们 有 时 也 把 型 中 
je 人 = (22, 扩 )， 那么 我 们 可 以 


量 


的 变量 zy 换 成 其 他 符号 。 例 如 ， 如 果 要 处 理 的 函数 是 
] 型 和 改 来 代替 如 和 让。( 此 时 , 改 (z,y) = 
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(2z,0) 且 影 (z, 急 = (0,2y)。) 但 要 注意 ， 只 有 当 我 们 非常 清楚 地 知道 哪个 符号 代 
表 第 一 个 变量 ， 哪 个 符号 代表 第 二 个 变量 等 时 ， 我 们 才能 重新 对 这 些 变量 进行 标 
记 。 和 否则 就 会 引起 意 想不到 的 混淆 。 比 如 , 在 上 面 这 个 例子 中 , 表达 式 如 (>,z) 就 
是 (2z,0), 但 我 们 有 可 能 把 它 错误 地 计算 成 
于 Ca = (0 ="(272;,2%) 

这 里 的 问题 是 , 符号 x 不 仅仅 用 来 表示 f 的 第 一 个 变量 。( 男 外 ,大 f(z,z) 的 确 等 
于 (2z,2z)。 因 此 , 全 微分 运算 车 与 偏 微分 运算 训 并 不 相同 。) 

引 理 17.3.5 可 知 ， 如 果 一 个 函数 在 zo 处 是 可 微 的 , 那么 该 函数 在 zo 处 的 
所 有 偏 导数 说 都 存在 , 并 且 


另外 ， 如 果 7 一 (1 , Vn) 一 2 0jej， 那么 
J 


Df(z0) = f (v0) we = 2 vf (v0)e 


(这 是 因为 Pr(zo) 是 线性 的 )， 于 是 
8 
Dsf(e0) = ww 天 Ga 
了 


[Ea 


此 ， 如果 函 数 在 zo 处 是 可 微 的 , 那么 我 们 就 可 以 用 偏 导 数 来 表示 方向 导数 。 
我 们 不 能 只 因为 函数 在 zo 处 的 偏 导数 存在 , 就 说 该 函数 在 zo 处 是 可 微 的 ( 习 
题 17.3.3)。 但 是 ， 由 下 面 这 个 定理 可 知 , 如 果 函 数 在 zo 处 的 偏 导数 不 仅 存在 而 且 
还 是 连续 的 , 那么 该 函数 在 zo 处 就 是 可 微 的 。 
定理 17.3.8 设 马 是 Rn 的 子 集 , f :一 Rm 是 一 个 函数 , 已 是 一 的 子 集 ， 
并 设 zo 是 下 的 内 点 。 如 果 f 在 五 上 的 全 体 偏 导 数 起 都 存在 ,并且 它 们 在 zo 
处 也 都 是 连续 的 ,那么 f 在 zo 处 是 可 微 的 , 而 且 线 性 变换 了 7(z0) : R7" 一 Rm 被 


旺 0 
Fao) csen = Ds (eo) 
j=1 


证 明 : 设 工 : Rn" 一 Rm 是 线性 变换 
于 0 
JE wa) 
人 3 


我 们 需要 证 明 


17.3” 偏 导数 和 方向 导数 ”. 363- 


[f(z) — (f(x0) + L(x — xo) 


lim =0 
TT0;TEB—{ro} lz 20|| 


p= 于 


| f(z) — (f(xo) + LO — zo))| 


lz — zol 
就 可 以 了 。 也 就 是 说 , 我 们 希望 证 明 对 于 所 有 的 zx € B(xo,0)\ {zo} 都 有 
f(z) — f(z0) — L(x — Zo) < ellz 一 zol 
因为 zo 是 的 内 点 ,， 所 以 在 下 中 存在 一 个 球 B(wo,7)。 由 于 每 一 个 偏 导 数 
让 在 上 都 是 连续 的 , 因此 存在 一 个 0< 5 < r， 使 得 对 于 所 有 的 x e B(xo,5;) 
都 有 | 让 (z) 一 谈 (zo)‖ < e/mm。 如 果 令 5 = min(51,… ,6n)， 那么 对 于 任意 的 
ze B(xo,6) 和 任意 的 1<j<n, 都 有 | 让 (z)- 证 (zol < ef/nm。 
设 zeB(zo6)。 我 们 记 z = zo 十 a V2€2 :十 vnen， 其 中 wi 
是 标量 。 注意 到 ， 


SE 


,… ,vn 都 


上 一 zo = V 呈 二 三 + 十 友 
特别 地 , 对 于 所 有 的 1 < j < n 都 有 |wj| < lz 一 zoll。 我 们 的 任务 是 证 明 


< ellz — zoll 


le H VUlel 十 … 十 Unen) 一 f(z0) DE (x0) 
j=1 


把 了 写成 = (所 ,及 ,… ,fn) (那么 每 一 个 方 都 是 从 瑟 到 及 的 函数 )。 对 变量 ma 
使 用 平均 值 定理 可 得 , 存在 一 个 介 于 0 和 wi 之 间 的 去 ， 使 得 


fil(zo + vie1) — fi(z0) = 起 (zo 十 万 el)ul 
但 我 们 有 
于 (Zo 十 友 e1) 于 < | ay (zZo + tie1) (xo) < e/nm 
从 而 有 


Of 
fi(zo + vie1) 一 fi(xo) 天 (Zo)ul 


把 全 体 1<ig<m 所 对 应 的 上 式 加 起 来 (注意 , 根据 三 角 不 等 式 有 (yi,… ,gj 芯 


又 因为 | < lz 一 zol 所 以 ， 


< elvi|/nm 


< elvil/n 


f(zo+ vie1) — f(z0) 过 Com 
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同 


那 


把 
级 


特 
为 


连 


而 
| 


8 
[ve Fvie1) 一 f(x0) 和 (cojw 


理 可 得 ， 
0 
re H Vlel 十 v2e2) 一 f(xo 十 Vlel) 过 
么 以 此 类 推 有 


< cllz = zoll/n 


(zx0)v2 


f(zot+ vielt+… + vnen) 


<ellz — zoll/n 


这 n 个 不 等 式 加 起 来 , 利用 三 


< ellz = zoll/n 


角 不 等 式 lz 十 如 < lz + Il 能 够 得 到 一 个 嵌 套 


< ellz — zoll 


数 , 它 可 以 简化 为 
”8 
jzo 十 Vilel 十.… 十 Unen) 一 jzo) 这 (x0)v; 
j=1 
论 得 证 
从 定理 17.3.8 和 引 理 17.3.5 中 可 以 看 出 ,如果 函数 有 : 一 RW 在 某 个 集合 
上 的 偏 导 数 存在 且 连 续 , 那么 在 中 的 任意 一 个 内 点 xo 处 , 全体 方 向 导数 都 存 


别 地 ， 如 果 六 :五 一 及 是 一 个 实 值 函 数 ,， 并 日 
n 维 行 向 量 Vf(zo) := ( 冲 (z0),… ,型 (co)), 那么 只 要 zo 是 某 个 梯度 存在 且 


a 0 
Do ,wa) f(z0) 二 Dvd (eo) 
j=1 4 


f 在 zo 处 的 梯度 f(zxo) 被 定义 


续 的 区 域 的 内 点 , 我 们 就 有 熟知 的 公式 
D,f(x0) = v. Vf(zo) 
值 的 函数 ， 只 中 f=(f1,: I , fm); 


定理 17.3.8 可 得 ， 


这 


其 


个 式 子 可 以 改写 成 


中 Df(zo) 是 一 个 m xn 矩阵 


般 地 , 如 果 了 : 瑟 一 Rm 是 一 个 在 Rm 中 取 
zo 是 满足 下 述 条 件 的 区 域 的 内 点 , 即 在 该 区 域 


Lpp(z0) (VI)1<j<n 


Pf 的 偏 导 数 存在 


连续 , 那么 


17.3” 偏 导数 和 方向 导数 ”. 365: 


Of; 
pfeo = (Boo)) 

2 1&i<m;1&j&n 
8 8 0 
Ho) (eo) el( 0) 
0fo Dj 8 户 

区 Br (0) 
Of Of .| Ofn, 
De en ope 


于 是 我 们 有 
(Duf(z0))T = (F(z0)v)T = Df(zo)vT 
矩阵 Df(zo) 有 时 也 被 称 作 f 在 zo 处 的 导数 矩阵 或 微分 矩阵 ， 它 与 全 导数 
j(zo) 有 着 密切 的 联系 。 我 们 也 可 以 把 Df 写成 


0 9 9 
Df (zo0) = (一 eor 下 Co Ee 这 Co 


也 就 是 说 , Df(zo) 的 每 一 列 都 是 f 的 一 个 被 写成 列 向 量 形式 的 偏 导 数 。 或 者 写成 


V fi(xo) 
V fo(xo) 


Df(xo) = 

Vfmlzo) 
也 就 是 说 , Df(zo) 的 行 就 是 f 的 各 分 量 的 梯度 。 因 此， 如果 f 是 一 个 标量 值 函 数 
( 即 m=1), 那么 DF 就 等 于 Vf。 


例 17.3.9 设 f:R? 一 R? 是 函数 f(z,y) = (x? 二 zy, 访 )。 那么 中 = (2z+y,0) 
且 过 = (x,2y)。 由 于 这 些 偏 导数 都 在 R2 上 连续 ,因此 f 在 整个 R? 上 都 是 可 微 
的 , 并 且 有 


Df(zx,y) 二 ( 
例如 , 沿 方向 (v,w) 的 方向 导数 是 


Dvw) f(z,Y) = ((27 + WV + Tw, 2yw) 


27 十 
0 2y 


习 题 


17.3.1 ”证 明 引 理 17.3.5。( 这 与 习题 17.2.1 类 似 。) 
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17.3.2” 设 马 是 R” 的 子 集 , f :一 RW 是 一 个 函数 ,zo 是 妃 的 内 点 , 并 设 1<j<<n。 


证 明 ;如 (zo) 存在 当 且 仅 当 De; fj(zo) 和 DD-。, f(zo) 都 存在 且 互 为 相反 数 (于 是 有 
Desf(z0) = 一 Doyf(zo)), 此 时 , 进一步 可 得 说 (zo) = Dejf(zo)。 
17.3.3” 设 了 :R? 一 有 是 具有 如 下 定义 的 函数 : 当 (z,y) # (0,0) 时 , f(z,y) := Ez; 当 


(z,y) = (0,0) 时 ,了 (0,0) := 0。 证明: 了 在 (0,0) 处 不 可 微 , 尽管 上 在 (0,0) 处 沿 着 

任何 方向 ve 及 2 都 可 微 。 解释 这 为 什么 不 与 定理 17.3.8 相 矛 盾 。 
17.3.4” 设 f: R" 一 Rm 是 一 个 可 微 函 并 且 对 于 所 有 的 ze R" 都 有 (zx) = 0。 证 明 : f 

是 一 个 常数 函数 。( 提 示 : 你 可 能 会 用 到 一 元 函数 的 平均 值 定理 或 者 微 积分 基本 定理 。 
I 要 记 住 , 这 些 定 玉 无 法 对 多 元 函数 进 和 直接 类 比 。 不 建议 使 用 第 一 性 原理 来 解 题 。) 
一 个 更 难 的 挑战 是 , 把 定义 域 R7 换 成 R" 的 一 个 连通 开 子 集 Q。 


于 


17.4 ”多 元 微 积 分 链 式 法 则 


我 们 接 下 来 要 叙述 的 就 是 多 元 微 积分 链 式 法 则 。 回顾 一 下 , 如 果 ff:X 一 Y 
和 9g :YY 一 2 是 两 个 函数 ,那么 复合 函数 oj :X 一 2 就 被 定义 为 : 对 于 所 有 的 
ZEX, 都 有 9goej(z):=9(/(z))。 
定理 17.4.1〈 多 元 微 积分 链 式 法 则 ) 设 是 R?" 的 子 集 , F 是 RW 的 子 集 。 
设 广 : 互 一 下 是 一 个 函数 ,9 :太一 R? 是 另 一 个 函数 , 并 设 zo 是 五 的 内 点 。 如 果 
在 zo 处 是 可 微 的 , 并 且 f(zo) 是 玉 的 内 点 ,同时 9 在 /xzo) 处 也 是 可 微 的 , 那 
么 gof: 忆 一 R? 在 xo 处 可 微 , 而 且 还 有 公式 


(gof) (zx0) = 9 (f(z0))F (vo) 


证 明 : 参见 习题 17.4.3。 


我 们 应 当 把 这 个 定理 与 一 元 链 式 法 则 ( 即 定理 10.1.5) 进行 比较 。 其 实 不 难看 
出 ， 一 元 链 式 法 则 可 以 由 多 元 链 式 法 则 推导 出 来 。 

从 直观 上 看 , 我 们 可 以 这 样 来 考虑 多 元 链 式 法 则 。 让 z 接近 于 zo。 那 么 根据 
牛顿 近似 , 我 们 可 以 断定 


f(z) — f(x0) ~ f(z0)(z 一 20) 


于 是 , f(z) 就 接近 于 f(z0o)。 因为 g 在 f(zo) 处 是 可 微 的 , 所 以 再 次 利用 牛顿 近似 
可 得 ， 
g(j(z)) — g(f(z0)) ~ 9 (F(zo) (F(z) — f(z0)) 
综合 上 面 这 两 个 式 子 , 我 们 有 


go f(z) — go f(z0) ST 9 (FL0))F (zo)(z — zo) 
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据 此 可 得 , (go 六"(zo) = 9g (f(z0)) 了 (zo0)。 然而 , 这 种 论述 非常 不 精确 。 为 了 能 更 加 
精确 , 我 们 需要 严格 地 进行 极限 操作 ,参见 习题 17.4.3。 
作为 链 式 法 则 和 引 理 17.1.16 (以 及 引 理 17.1.13) 的 一 个 推论 , 我们 得 到 
D(g 9 f) (zo) 二 Doa(f (x0)) Df (ro) 

也 就 是 说 , 我 们 可 以 用 矩阵 和 和 矩阵 乘法 来 描述 链 式 法 则 , 以 此 来 代替 用 线性 变换 和 
复合 运算 描述 的 链 式 法 则 。 

例 17.4.2 设 f:R" 一 R 和 9g:R" 一 R 都 是 可 微 函 数 ,我 们 把 函数 h:R" 一 
R2 定义 为 h(x) := (f(z),g(7x))。 现在 令 : R? 一 R 表示 乘法 函数 (a,5) := ab。 注 


Ee Vf(zxo0) 
Bone 人 
和 
沁 耻 二 相机 


(为 什么 ? ) 根据 链 式 法 则 可 得 ， 
PeiGo = Geo Jeo)( WoovTGo + feo) vateo) 
但 koh= fg (为 什么 ? ) 且 D(fg) = V(f9)。 这样 我 们 就 证 明了 乘积 法 则 
V(f9)=gVf+fVg 


按照 类 似 的 论述 , 我 们 可 以 推导 出 和 法 则 V(f + 9 = Vf 十 Vg 以 及 差 法 则 
V(f 一 g) = Vf 一 Vg。 此外, 我 们 还 可 以 得 到 商法 则 (习题 17.4.4)。 如 你 所 见 ,多 
元 链 式 法 则 是 非常 强大 的 , 它 可 以 用 来 推导 很 多 其 他 微分 法 则 。 

我 们 再 给 出 一 个 链 式 法 则 的 应 用 。 设 工 : R* 一 Rm 是 一 个 线性 变换 。 根据 习 
题 17.4.1, 我 们 观察 到 了 在 每 一 点 处 都 是 连续 可 微 的 。 实际 上 , 对 于 每 一 个 z 都 有 
T(z) = T (这 个 等 式 看 起 来 好 像 有 点 奇怪 。 但 如 果 把 它 看 成 全 (Tz) = 了 的 形式 ， 
那么 理解 起 来 可 能 就 更 加 容易 了 )。 因 此 ,对 于 任意 的 可 微 函数 f :EE 一 R", Tf: 
互 一 Rm 也 是 可 微 的 。 那么 由 链 式 法 则 可 得 ， 

(Tf)' (x0) = T(f’(z0)) 


这 个 结论 推广 了 一 元 微 积分 法 则 (cf)' = c(f), 其 中 c 是 一 个 常数 。 
下 面 介绍 链 式 法 则 的 另 一 种 非常 有 用 的 特殊 情形 : 设 1: Rn 一 Rm 是 一 个 可 


微 函 数 , 并且 对 于 每 一 个 7 = 1,… ,n; zj : R 一 R 都 是 可 微 函 数 。 那么 


和 的 的 = 工艺 的 天 人 aa 人 


(这 为 什么 是 链 式 法 则 的 一 种 特殊 情形 ? ) 


习 题 


17.4.1 设 T: R” 一 RW 是 一 个 线性 变换 , 证 明 : 了 在 每 一 点 处 都 是 连续 可 微 的 ,实际 上 ， 
对 于 每 一 个 xz, 都 有 T'(z) = 工 。DT 是 什么 ? 

17.4.2” 设 马 是 R" 的 子 集 , 证 明 : 如 果 函 数 了: 玉 一 R™ 在 万 的 一 个 内 点 zo 处 可 微 , 那 
么 f 也 在 zo 处 连续 。( 提 示 : 利用 习题 17.1.4。) 

17.4.3 ”证 明定 理 17.4.1。 [提示 : 回顾 一 元 微 积 分 中 普通 链 式 法 则 的 证 明 过 程 , 即 定 理 10.1.15。 
最 简单 的 解 题 方法 是 利用 由 序列 描述 的 极限 定义 (参见 命题 14.1.5(b)), 并 利用 习题 
17.1.4。] 

17.4.4 ”叙述 并 证 明 多 元 函数 ( 即 形 如 广 : 瑟 一 玉 的 函数 , 其 中 瑟 是 R? 的 子 集 ) 的 商法 则 。 
即 叙述 一 个 法 则 ， 使 得 该 法 则 能 够 给 出 一 个 有 关 商 f/9 的 公式 。 把 你 的 答案 与 定理 
10.1.13(h) 进行 比较 。 务 必 弄 清楚 你 的 假设 前 提 都 是 什么 。 

17.4.5” 设 了 : R 一 R?” 是 一 个 可 微 函 数 , 并 设 7:R 一 及 是 函数 r(t) = |]|z(t) 川 , 其 中 ||z 
表示 2 在 通常 的 22 度量 下 的 长 度 。 设 to 是 一 个 实数 , 证 明 : 如 果 r(to) 入 0, 那么 7 
在 to 处 就 是 可 微 的 , 并 且 


(提示 : 利用 定理 17.4.1。) 


17.5 ”二 阶 导 数 和 克 莱 罗 定理 


现在 我 们 来 考察 对 一 个 函数 微分 两 次 将 会 发 生 什么 。 

定义 17.5.1 (二 次 连续 可 微 性 ) 设 妃 是 R" 的 开 子 集 , 并 设 /: 妃 一 Rm 是 
一 个 函数 。 如 果 偏 导数 让 ，…… ,说 都 存在 并 且 都 在 上 连续 , 那么 我 们 称 /是 
连续 可 微 的 。 如 果 / 是 连续 可 微 的 ， 并 且 偏 导数 茧 ，,… ,说 自身 也 都 是 连续 可 
微 的 , 那么 我 们 称 是 二 次 连续 可 微 的 。 

注 17.5.2 有 了 时候, 连续 可 微 的 函数 被 称 为 C 函数 , 二 次 连续 可 微 的 函数 被 
称 为 C2 函数 。 我 们 还 可 以 定义 C3、C4 等 , 但 这 里 我 们 不 这 样 做 。 

例 17.5.3 设 f: R? 一 R? 是 函数 f(z,y) = (z2 + zy)。 因 为 偏 导数 
臣 (z,) = (2z 十 包 0) 和 豆 (z,g) = (z,2y) 都 存在 并 且 都 在 整个 R? 上 连续 ， 所 
以 了 是 连续 可 微 的 函数 。 此 外 ，f 也 是 二 次 连续 可 微 的 ， 这 是 因为 二 阶 偏 导数 
巷 履 (2; 奶 = (2,0)， 妨 臣 (Z2) 奶 = (1,0)， 只 覆 (2, 奶 = (1,0) 和 如 工 (2z,9) = (0,2) 
都 存在 并 且 都 是 连续 的 。 

观察 上 面 这 个 例子 可 知 ,二 阶 导数 昌 影 和 是 臂 是 一 样 的 。 其 实 , 这 是 一 种 
很 普遍 的 现象 。 


17.5 二 阶 导 数 和 克 莱 罗 定理 .369 . 


定理 17.5.4《〈 克 莱 罗 定理 ) 设 马 是 R" 的 一 个 开 子 集 , 并 设 f :一 R™ 是 


车 


8 
j 


上 的 二 次 连续 可 微 函数 。 那么 对 于 所 有 的 1 < i, 7 < n 和 所 有 的 zo €& 五， 都 有 


8 8 8 
到 -可 (20) 一 可 -BW(70)。 


证 明 : 我 们 


次 只 研究 f 的 一 个 分 量 , 这 样 就 可 以 假设 m = 1。 由 于 当 i=j 


时 的 结论 是 平凡 的 ,因此 我 们 不 妨 设 i 去 j。 我 们 将 证 明 当 zo = 0 时 的 定理 。 对 于 


一 般 的 情形 ， 可 以 采用 类 似 的 方法 去 证 明 。( 实 际 上 , 一 旦 证 明了 zo = 0 时 的 克 莱 
罗 定 理 , 那么 我 们 只 需要 把 定理 中 的 f(x) 蔡 换 成 f(x + zo)， 就 能 直接 得 到 关于 


般 的 zo 的 结论 。) 
设 a 为数 a := 记 昌 (0)，o 表示 数 w := 让 让 (0)。 我 们 的 任务 是 证 明 


设 s > 0。 


和 


7 Ori 


得 只 要 |z| < 25, 就 有 


因为 f 的 二 阶 导 数 都 是 连续 的 ， 所 以 我 们 可 以 找到 一 个 6 > 0, 使 
8 of 
Bz Bir, 人 -aq <e 
5 of ; 
Be Be —a|l<e 


现在 我 们 考虑 量 


根据 关于 变量 w 的 微 积分 基本 定理 可 得 ， 


和 


从 而 有 


X:= f(be+6e)— f(be) — floe;) + f(0) 


$9 
f(5ei+ de;)— f(de;)= 4 (Ziei + 6e€;)dzi 


2 从 
fe) — 10) = | (oie)de, 


但 由 平均 值 定理 可 知 , 对 于 每 一 个 zx;,， 都 存在 一 个 0 < zx; < 6 使 得 


根据 对 5 的 选取 , 我 们 有 


对 上 式 求 0 到 5 上 的 积分 可 得 ， 


of of ~、0090 本 有 
Bz, (ziei + 6e;) Bz, (ziei) Dy (Ziei + Tjej) 
of 
Bi (Ziei 十 0ej) 可 (ziei) — al < ed 
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< 


调换 i 和 7 的 位 置 (注意 , XX 关于 i 和; 是 对 称 的 )， 同 型 


|X 一 62a| 去 =02 


|X 至 62a/| 去 eo 


于 是 由 三 角 不 等 式 可 知 ， 


从 而 有 


| 


162a — 62a'| < 2e06? 


le 一 oj < 2e 


可 得 ， 


但 由 于 上 式 对 于 所 有 的 s > 0 均 成 立 , 并 且 a 和 wa/ 部 与 a 无 关 ， 


结论 得 证 。 


因此 一 定 有 a = a’， 


注意 ,如 果 没 有 “二 阶 导 数 是 连续 的 ”这 个 假设 前 提 , 那么 克 莱 罗 定理 就 不 成 
六 了, 参见 习题 17.5.1。 


17.5.1 设 f:;R? 一 RR 是 一 个 函数 , 其 定义 如 下 : 当 (zx,y) (0,0) 时 
(z; 妇 = (0,0) 时 ，f(0,0) := 0。 证明: 了 是 连续 可 微 的 , 其 二 阶 导数 总 济 和 及 及 


》 f(z,y) :二 二 ; 当 


盾 。 


17.6 ”压缩 映射 定理 


它们 在 (0,0) 处 的 取 值 不 相等 。 解 释 一 下 ,这 为 什么 不 与 珊 莱 罗 定理 相 矛 


建立 一 个 有 


映射 。 如 果 存 在 一 


在 引入 下 一 个 议题 一 一 反 函 数 定理 之 前 ,我 们 要 利用 完备 度量 空间 的 理论 来 
用 的 事实 ,也 就 是 压缩 映射 定理 。 
定义 17.6.1 (压缩 ) 设 (X, dg) 是 一 个 度量 空间 , 并 设 f :XX 一 X 是 一 个 映射 。 
如 果 对 于 所 有 的 z,y EX 都 有 d(f(z), f(y)) < d(z,y)， 那么 我 们 称 f 是 一 个 压缩 


个 常数 0 <c<1, 使 得 对 于 所 有 的 z,ye XX 都 有 d(f(z), f(y)) < 
cd(zx,y)， 那么 我 们 称 1 是 一 个 严格 压缩 映射 , c 被 称 为 f 的 压缩 常数 。 


例 17.6.2 定义 为 f(z) := z+1 的 映射 了 :RR 一 RR 是 一 个 压缩 映射 , 但 它 不 


是 严格 压缩 时 


义 为 f(z) := zx 一 xz? 的 映射 了: [0,1] 一 [0,1] 是 一 个 压缩 映射 ， 


射 。( 对 这 些 结果 的 验证 ,参见 习题 17.6.5。) 


射 。 定 义 为 f(z) := z/2 的 映射 三 : R 一 R 是 一 个 严格 压缩 映射 。 定 


但 不 是 严格 压缩 映 


定义 17.6.3 (不 动 点 ) 设 让 :和 X 一 X 是 一 个 映射 , 并 设 z 
那么 我 们 称 x 是 f 的 不 动 点 。 


X。 如 果 f(z) = z， 


17.6 ”压缩 映射 定理 


“371. 


压缩 映射 不 一 定 有 不 动 点 。 例 如 , 被 定义 为 f(z) = z 十 1 的 映射 了:R 一 R 就 
没有 不 动 点 。 但 是 , 严格 压缩 映射 一 定 有 不 动 点 , 至 少 当 X 是 完备 空间 时 如 此 。 

定理 17.6.4《〈 压 缩 映 射 定 理 ) 设 (X, d) 是 一 个 度量 空间 , 并 设 1 :X 一 XX 是 
一 个 严格 压缩 映射 ,那么 f 最 多 有 一 个 不 动 点 。 男 外 ,如 果 假 设 X 是 一 个 非 空 的 


完备 空间 , 那么 f 恰好 有 一 个 不 动 点 。 
证 明 : 参见 习题 17.6.7。 


注 17.6.5 压缩 映射 定理 是 不 动 点 定理 的 一 个 例子 。 不 动 点 定 到 


就 是 在 某 些 


特定 条 件 下 ， 能 够 保证 映射 有 不 动 点 的 定理 。 还 存在 一 些 其 他 有 用 的 不 动 点 定理 ， 
其 中 一 个 有 趣 的 定理 就 是 所 谓 的 毛 球 定理 。 该 定理 指 


,任意 一 个 从 球面 5? := 


{(z,y;,2Z) ER3 :722+ 人 十 2 二 1} 到 其 自身 的 连续 映射 了 :5? 一 5? 都 必 有 一 个 不 


动 点 或 者 一 个 反 不 动 点 ( 即 满足 f(x) = -z 的 点 x € 82)。 对 这 个 定理 


参阅 任何 一 本 拓扑 学 教材 , 而 且 它 超出 了 本 书 


的 证 明 可 以 


我 们 将 给 出 压缩 映射 定理 的 一 个 推论 , 它 对 于 反 函 数 定理 有 着 重要 的 作用 。 这 
个 推论 主要 是 指 对 于 任意 一 个 定义 在 球 上 的 映射 而 言 ， 如 果 f 只 是 对 恒 等 映 身 


的 “小 小 的 ”变动 , 那么 f 仍 是 一 对 一 的 , 而且 它 不 会 在 球 的 内 部 造成 人 有 


引 理 17.6.6 设 B(0,7) 是 R" 中 以 原点 


是 一 个 映射 ， 它 使 得 g(0) = 0, 并 且 对 于 所 有 的 x,y € B(0,7) 都 有 


E 何 洞 。 


为 中 心 的 球 , 并 设 9 : B(0 


lolo = gD < alz 一 吉 


(这 里 的 |z|| 表示 xz 在 R” 中 的 长 度 ) 。 那 么 定义 为 f(x) := z 十 g(x) 的 函数 
f:B(0,7) 一 有 "是 一 对 一 的 ,并 且 f 的 象 f(B(0,7)) 包含 球 B(0,7/2)。 


证 明 : 我 们 首先 证 明 是 一 对 一 的 。 利 用 反 记 
) 


B(0,7) 满足 f(zx) = jgJ)。 那 么 有 7z+g(z) =y+g()， 于 是 


lig(z) ~ g(y)| = 


|z —Yyl 


四 一 Ra 


F 法 ， 假设 存在 两 个 不 同 的 点 X,Y E 


为 了 与 我 们 的 前 提 llg(z) -9 和 刻 z 一 名 保持 一 致 ， 只 能 令 lz 一 串 =0， 也 就 


是 z=y。 但 这 就 造成 了 了 矛盾。 因此,，f 是 一 对 


现在 证 明 f(B(0,7)) 包含 B(0,7/2)。 设 y 


二 的 
是 B(0,7/2) 中 任意 一 点 。 


标 是 找到 一 点 ze B(0,7) 使 得 f(z) = y， 也 前 
变 成 了 找到 映射 x  y 一 g(x) 的 一 个 不 动 点 。 


i 是 z==y 一 g(x)。 于 是 , 现在 问题 就 


我 们 的 目 


设 玉 : B(0,7) 一 B(0,7) 是 函数 F(z) :=y 一 g(x)。 观察 可 知 , 如 果 ze B(0,7)， 


那么 


[Fo < lyll + lg(z)l < + lig(zx) 一 9(0 


7 1 7r 7 
A | 0l| < | 
) le-ol< 了 + 


2 32 


一 小 
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此 确实 把 B(0,7) 映射 到 了 自身 。 同 理 可 知 , 对 于 一 个 足够 小 的 。> 0, 已 把 
闭 球 B(0,7 一 e) 映射 到 其 自身 。 另 外 , 对 于 任意 的 z,z' es B(0,7), 我 们 有 
F(z) — F(Z) = lg(2’) 一 oz) < lz 一 Z| 


所 以 下 是 B(0r) 上 的 严格 压缩 映射 ， 从 而 也 是 完备 空间 B(0,7 一 e) 上 的 严格 压 
缩 映射 。 根 据 压缩 映射 定理 ,FF 有 一 个 不 动 点 ， 即 存在 一 个 z 使 得 x = y 一 g(x)。 
而 这 意味 着 f(x) = y, 结论 得 证 。 


习 题 


17.6.1 设 了 : [a,9j 一 RR 是 一 元 可 微 函数 ， 使 得 对 于 所 有 的 ze [ww 中 都 有 |f'(z)| < 1。 

证 明 : f 是 压缩 映射 。( 提 示 : 利用 平均 值 定理 , 即 推论 10.2.9。) 另外 , 证 明 : 如 果 对 
于 所 有 的 z e [a,b] 都 有 |f'(z)| < 1， 并 且 户 是 连续 的 ,那么 f 是 一 个 严格 压缩 映 
射 。 

17.6.2 ”证 明 : 如 果 f: [ao 如 一 玉 是 一 个 可 微 的 压缩 映射 , 那么 |f'(x)| < 1。 

17.6.3 ”给 出 函数 请: [a,09] 一 RB 的 一 个 例子 ,使 得 f 是 连续 可 微 的 函数 , 并 且 对 于 所 有 不 同 
的 xz,y € [a,9| 都 有 |f(x) 一 了 (Vy)| < |zx 一 yl。 同时 还 要 满足 , 在 [oa 如 中 至 少 存在 一 
个 z 使 得 |f'(z)|=1。 

17.6.4 ”给 出 函数 f: [a,8] 一 RB 的 一 个 例子 ,使 得 f 是 一 个 严格 压缩 映射 , 但 在 [a,0] 中 好 

少 存在 一 点 x 使 得 f 在 该 点 处 不 可 微 。 

17.6.5 ”验证 例 17.6.2 中 的 结论 。 

17.6.6 ”证 明 : 定义 在 度量 空间 X 上 的 每 一 个 压缩 映射 都 是 连续 的 。 

17.6.7 ”证 明定 理 17.6.4。( 提 示 : 用 反 证 法 来 证 明 最 多 有 一 个 不 动 点 。 为 了 证 明 至 少 有 一 个 
不 动 点 , 任 取 一 点 zo E X, 递归 地 定义 zl = f(z0),; za = f(x1), za = za) o 
然后 利用 归纳 法 证 明 d(zwny1, zn) < c"d(zizo)， 并 推导 出 〈 利 用 几何 级 数 公式 ， 即 
引 理 7.3.3) 序列 (zn)?2o 是 一 个 柯 西 序列 , 进而 证 明 该 序列 的 极限 是 f 的 不 动 点 。) 

17.6.8 设 (X,qd) 是 一 个 完备 度量 空间 ， 并 设 让: 和 一 和 X 和 和 9: 和 一 和 是 X 上 的 两 个 
严格 压缩 映射 , 它们 的 压缩 常数 分 别 是 c 和 c 。 由 定理 17.6.4 可 知 ，f 有 某 个 不 动 
点 zo 并 且 g 有 某 个 不 动 点 yo。 假设 存在 一 个 s > 0, 使 得 对 于 所 有 的 ze X 都 有 
d(f(x), g(x)) < (也 就 是 说 , f 和 9g 依 一 致 度量 的 距离 不 超过 oe)。 证 明 : d(xo, yo) < 
a/(1 一 min(c,c))。 因此, 相近 的 压缩 映射 具有 相近 的 不 动 点 。 


岗 


17.7 ”多 元 微 积分 的 反 函 数 定 理 


我 们 来 回顾 一 元 微 积 分 的 反 函 数 定理 (定理 10.4.2)。 该 定理 断定 如 果 函 数 
f :RR 一 R 是 一 个 可 道 且 可 微 的 函数 ,并 且 fr/(z0) 不 等 于 零 ， 那么 广 ! 在 f(zx0) 


17.7 多 元 微 积分 的 反 函 数 定理 .373 . 


处 可 微 , 而 且 有 


1 


( 广 ) (f(z0)) = Fe 


实际 上 ,只 要 f 是 连续 可 微 的 ， 那么 即便 fr 不 可 逆 ， 我 们 也 可 以 说 些 什么 。 
如 果 户 (zo) 不 为 零 , 那么 (zo0) 肯定 要 么 是 严格 正 的 , 要 么 是 严格 负 的 。 这 意味 


着 (因为 我 们 假定 了 j 是 连续 


的 ) 对 于 zo 附近 的 x 来 说 ,f(x) 要 么 是 严格 正 的 ， 


要 么 是 严格 负 的 。 因此 , f 在 zo 附近 必定 要 么 严格 递增 , 要 么 严格 递减 。 在 上 述 任 
何 一 种 情形 下 ,只 要 f 的 定义 域 能 充分 接近 zo, 并 且 f 的 值 域 能 充分 接近 f(zo)， 


那么 了 就 是 可 逆 的 。( 用 专业 术语 来 描述 这 件 事 就 是 , f 在 zo 的 附近 局 部 可 逆 。) 
f 是 连续 可 微 的 这 个 条 件 很 重要 , 参见 习题 17.7.1。 


其 实 , 关于 函数 f : R” 


六 (zo) 是 可 逆 的 。 我 们 首先 证 
引 理 17.7.1 设 卫 :了 R" 
R" 一 R" 也 是 线性 的 。 
证 明 : 参见 习题 17.7.2。 


R” 有 一 个 类 似 的 定理 成 立 ， 这 里 的 R” 是 一 个 欧 


里 得 空间 。 但 是 ，f'(zxo) 不 等 于 零 这 个 条 件 必须 换 成 男 一 个 略微 不 同 的 条 件 ， 即 


明 线 性 变换 的 逆 变 换 也 是 线性 的 。 
一 R” 是 一 个 可 逆 的 线性 变换 。 那 么 逆 变 换 T-1 : 


现在 我 们 证 明 一 个 有 用 的 重要 定理 ， 它 可 以 说 是 多 元 微分 学 中 最 重要 的 定理 


机 


E) 设 马 是 R" 的 一 个 开 子 集 , 并 设 1 :一 R” 是 


定理 17.7.2( 反 函数 定 班 


马上 的 一 个 连续 可 微 函 数 。 如 果 zo e 已 使 得 线性 变换 (x0) : R" 一 R” 可 逆 , 那 
么 在 EB 中 存在 一 个 包含 点 zo 的 开 集 VU， 并且 在 R”* 中 存在 一 个 包含 f(zxo) 的 开 


集 V, 使 得 f 是 从 U 到 V 的 双 射 。 特别 地 ,存在 逆 映 射 广 ! :站 一 5。 另 外 , 这 


个 逆 映 射 在 f(zxo) 处 可 微 , 并 


(f° ) (f(z0)) = (F(z0)) 


证 明 : 首先 我 们 观察 到 ， 


只 要 逆 上 映射 广 ! 是 可 微 的 ， 那 么 就 有 公式 ( 广 切 


(f(z0)) = (f(z0))-1。 这 可 以 从 UV 上 的 恒 等 映 射 


I=/-10f 


出 发 而 得 到 ， 其 中 了 工 : R* 一 R" 是 恒 等 映 射 Tz := z。 然 后 利用 链 式 法 则 ， 对 上 式 


两 端 同时 求 zo 处 的 微分 ， 


又 因为 F(zo) = 了 所以, ( 广 
注意 , 这 个 论述 表明 了 如 
存在 ,也 更 不 可 能 可 微 。 


T(zo) = (7) (f(z0))f (ro) 


(f(z0)) = (f(z0))。 
果 f(zo) 不 可 逆 , 那么 如 


E jzo) 处 逆 映 射 广 ! 不 可 能 
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接 下 来 ， 我 们 观察 到 只 需要 证 明 当 f(zo) = 0 时 的 定理 就 足够 了 。 对 于 一 般 

的 情形 ， 只 要 把 这 个 特殊 情形 中 的 广 蔡 换 成 一 个 新 函数 f(z) := f(z) - /f(zo)， 再 

把 特殊 情形 应 用 到 f 上 就 可 以 了 (注意,，V 必须 平移 f(zx0))。 注 意 ,，f-1(y) = 
广 1y 一 了 (zo0))。( 为 什么 ? ) 从 现在 开始 , 我 们 始终 假定 f(z0) = 0。 

按照 类 似 的 方法 , 我 们 可 以 假设 zo = 0。 通过 把 当 zo = 0 时 的 广 蔡 换 成 新 函 

数 f(z) := f(z 二 xo), 再 把 当 zo = 0 时 的 结果 应 用 到 了 上 (注意 巨 和 UU 都 必须 平 

移 xo), 我 们 就 能 得 到 一 般 情形 下 的 结论 。 我 们 观察 到 f-1(y) = 1(y) 十 xo; 为 什 

么 ? 从 此 刻 起 , 我 们 将 始终 假定 zo = 0。 于 是 , 现在 我 们 有 f(0) = 0 和 f'(0) 是 可 

逆 的 。 

最 后 , 假设 f'(0) = I: R" 一 R" 是 恒 等 变换 Ix = x。 此 时 ， 我们 

把 上 替换 成 定义 为 f(z) := 了 (0)-!1f(z) 的 新 函数 广 : 已 一 R", 并 对 它 应 用 (0) = 

了 时 的 结果 , 这 样 就 得 到 了 一 般 情形 下 的 结论 。 由 引 理 17.7.1 可 知 ，j(0)-! 是 一 个 

0 


线性 变换 。 因此, f(0) = 0 并 


7T， 其 中 


f°(0) = 7°(0) +7"(0)=I 

那么 根据 特殊 情形 时 的 反 函 数 定理 可 知 ， 存 在 一 个 包含 0 的 开 集 UV 和 一 个 包 
含 0 的 开 集 V', 使 得 f 是 从 UV' 到 V' 的 双 射 , 而 且 三 ! : VV 一 UV 在 0 处 可 
微 且 导 数 为 1。 但 我 们 有 f(x) = (0)f(z), 因此 了 是 从 UV 到 (0)(V') 的 双 射 ( 注 
意 ,了 (0) 也 是 个 双 射 )。 因 为 1(0) 及 其 逆 映 射 都 是 连续 的 , 所 以 了 (0)(V') 一 定 是 
包含 0 的 开 集 。 现在 考察 反 函 数 广 ! : 了 (0)(V?') 一 VV。 根据 f(x) = 了 (0)f(x) 可 
知 , 了 -1(y) = -1 了 (0)-1y) 对 于 所 有 的 ye 了 (0)(V') 均 成 立 。 (为 什么 ?利用 了 是 
从 UV 到 Vi’ 的 双 射 这 个 事实 。) 于 是 广 : 在 0 处 可 微 。 

因此 , 我 们 要 做 的 就 是 证 明 当 zo = 0, f(zo) = 0 并 且 j(zo) = 了 这 种 特殊 情 
形 下 的 反 函 数 定理 。 设 9 :5 一 R" 是 函数 f(z) 一 zo。 那么 有 g(0) =0 和 g(0) = 0。 
于 是 


0 

Oz; 
其 中 了 = 1,… ,n。 义 因为 g 是 连续 可 微 的 , 所 以 在 中 存在 一 个 球 B(0,7), 使 得 
对 于 所 有 的 ze B(0,7) 都 有 


(0) =0 


0g 1 

Bm | a 

(这 里 的 过 并 没有 什么 特殊 含义 , 我 们 只 是 需要 一 个 较 小 的 数 而 已 。) 因 此 ,对 
于 任意 的 ze B(0,r) 和 任意 的 v = (vi,… ,vn), 我 们 有 


|D,g(z)| = 


17.7 多 元 微 积分 的 反 函 数 定理 .375 . 
w 0 
< Dill) 
j=1 ] 
1 
< >》, vl 
j=1 
1 
< D7 vl 
但 由 微 积分 基本 定理 可 知 , 对 于 任意 的 z,y e B(0,7) 有 
1 
d 
gl) -9(0) = | hoe + tly -a)at 
. 
= | Du-egle + ty — a)at 
根据 前 面 的 论述 ， 向 量 D,_sg(z + ty - z)) 的 大 小 最 多 是 去 |y 一 zll。 因 此 ， 这 
些 向 量 的 每 一 个 分 量 都 不 会 超过 去 |ly 一 zf。 那么 g(y) - 9(z) 的 每 一 个 分 量 也 不 


会 超过 去 |ly 一 zj， 从 而 g(y) 一 


g(z) 最 多 是 引 % 一 zl。( 事 实 上 , 它 的 大 小 将 远 小 


于 这 个 量 , 但 这 个 上 界 对 于 我 们 实现 目标 已 经 足够 了 。) 也 就 是 说 ，9 是 一 个 压缩 
映射 。 于 是 根据 引 理 17.6.6 可 知 ， 映射 f= g 十 了 在 B(0,7) 上 是 一 对 一 的 ， 而 
且 它 的 象 f(B(0,7)) 包含 B(0,7/2)。 这 样 我 们 就 得 到 了 定义 在 B(0,r/2) 上 逆 映 射 
f-71:B(0,7/2) 一 B(0,7)。 
特别 地 , 应 用 当 w = 0 时 的 压缩 上 界 可 得 ， 
lg(al < sllal 
其 中 ze B(0,7)。 由 三 角 不 等 式 可 知 , 对 于 所 有 的 ze B(0,7) 有 


lal < f(z)l| < 
1(B(0,7/2))。 那么 f 是 从 U 到 V 的 双 射 。V 


现在 令 V := B(0,7/) 和 了 := 广 


zz 


显然 是 一 个 开 集 ， 而 由 f 是 连续 的 可 知 ,，UV = f-1(V) 也 是 一 个 开 集 (注意 ， 如 
果 一 个 集合 是 B(0,7) 中 的 开 集 ， 那 么 它 也 是 R" 中 的 开 集 )。 我 们 现在 要 证 明 的 
是 广 !:T 一 也 在 0 处 可 微 且 导 数 是 I! = 7T。 换言之 ,我 们 想 要 证 明 
If 1(z)— £7 7(0)— T(z— 0) 多 

rz—0;rEV\{0} zl 

因为 f(0) = 0, 所 以 f-1(0) = 0。 那 么 上 式 可 以 简化 为 
me | 
z—0;rEV\{0} lIzll 
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设 (za)21 是 Y\0 中 任意 一 个 收敛 于 0 的 序列 。 根据 命题 14.1.5(p), 我 们 只 需要 
证 明 


jo Mf) zal 


n—o00 za 


0 


1 3 
而 < n 六 n 
slynll < lznll < 3lynl 


|za|| 趋 近 于 0 可 知 , |lyal| 趋 近 于 0 并 且 它 们 的 比值 是 有 界 的 。 所 以 , 我 们 只 
要 证 明 


ee vn 一 f (vn) 


ol 
但 由 于 y 趋 近 于 0 并 且 了 在 0 处 是 可 微 的 ， 因 此 我 们 有 
=-AO-7ow -ol ， 


moo ||ynl 
(因为 f(0) = 0 并且 了 "(0) = 了) 结论 得 证 。 
关于 一 个 函数 什么 时 候 在 zo 处 是 (局部) 可 逆 的 , 反 函 数 定理 给 出 了 一 个 有 
用 的 判别 准则 一 一 我 们 只 需要 它 的 导数 了 (xo) 是 可 逆 的 (此 时 我 们 甚至 可 以 得 到 
更 多 的 信息 ， 比 如 我 们 可 以 计算 广 : 在 f(zo) 处 的 导数 )。 当 然 ， 这 就 要 问 ， 我 们 
应 该 如 何 判 断 线性 变换 F(xo) 是 不 是 可 逆 的 。 回 顾 已 知 的 f(z0) = Lpy(zo)， 由 3 
理 17.1.13 和 引 理 17.1.16 可 知 , 线性 变换 户 (zo) 可 逆 当 且 仅 当 算 阵 Df(xo) 是 可 
道 矩阵 。 有 很 多 方法 可 以 验证 像 Df(zxo) 这 样 的 和 矩阵 是 不 是 可 逆 的 。 例 如, 我 们 可 
以 利用 行列 式 , 或 者 高 斯 消 元 法 。 对 此 我 们 不 展开 讨论 ， 建 议 读者 参阅 线性 代数 
教材 。 
如 果 r(xo) 存在 但 不 可 逆 , 那么 反 函 数 定理 就 不 适用 。 在 这 种 情形 下 , 广 :在 
zo 处 不 可 能 存在 ， 更 不 会 在 zo 处 可 微 ， 上 面 的 证 明 过 程 已 经 说 明了 这 一 点 。 但 
是 , f 仍然 可 以 是 可 道 的 。 例 如, 定义 为 f(z) = 2 的 一 元 函数 f :RR 一 R 是 可 道 
的 , 虽然 1(0) 是 不 可 逆 的 。 


二 0 


习 题 
17.7.1 ” 设 函 数 也: R 一 R 的 定义 如 下 : 当 z 关 0 时, f(z) := zx 二 x?sin(1/zx4); 当 z=0 
时 ，f(0) := 0。 证 明 : 了 是 可 微 的 并 且 了 (0) = 1, 但 在 任何 一 个 包含 0 的 开 集 上 f 
都 不 是 单调 递增 的 。( 提 示 : 证 明 不 管 z 与 0 的 距离 有 多 近 , f 的 导数 都 有 可 能 变 成 
负 的 。 画 出 f 的 图 会 有 助 于 思考 。) 
17.7.2 ”证 明 引 理 17.7.1。 


17.8” 隐 函数 定理 .377， 


17.7.3 设 f:R" 一 R" 是 一 个 连续 可 微 函数 。 另 外, 对 于 任意 的 = < R"，f'(z) 都 是 一 个 
林道 的 线性 变换 。 证明: 只 要 V 是 R” 中 的 开 集 , 那么 /(V) 就 是 开 集 。 (提示 : 利 
j 反 函数 定理 。) 


17.8 ” 隐 遂 数 定理 


回顾 (参见 习题 3.5.10) 函数 f: R 一 RR 给 出 的 一 个 图 
{(z, f(z)) :x € R} 

它 是 R? 的 子 集 , 看 上 去 通常 是 一 条 曲线 。 然而 , 并 不 是 所 有 的 曲线 都 是 函数 的 图 。 
图 必须 满足 垂 线 判别 法 , 即 对 于 每 一 个 x, 都 恰好 存在 一 个 y 使 得 (z,y) 在 这 条 曲 
线 上 。 例如 , 圆周 {(z,y) ER2 :十 妨 二 1} 不 是 图 , 但 如 果 把 它 限制 成 一 个 半圆 
周 ， 比如 {(z,Y) ER?2: 训 十 太 二 1,y > 0}, 那么 它 就 是 一 个 图 。 因 此 ， 昌 然 整 个 圆 
周 不 是 图 , 但 它 的 某 些 特定 部 分 却 是 图 。( 圆 周 在 (1,0) 和 (一 1,0) 附近 的 部 分 都 不 
是 关于 变量 z 的 图 , 但 它们 是 关于 变量 y 的 图 。) 

类 似 地 , 任意 一 个 函数 g : R" 一 R 都 给 出 一 个 图 {(z,g(z)) : ze R"}, 该 图 
在 R?+l 中 , 它 看 起 来 通常 像 是 R?"+l 中 的 某 个 n 维 曲 面 (用 专业 术语 来 表述 就 
是 超 曲面 )。 反 过 来 ,我 们 可 能 会 问 什 么 样 的 超 曲面 确实 是 某 个 函数 的 图 ， 而 这 个 
函数 是 否 连续 和 可 微 呢 ? 

如 果 从 几何 角度 给 出 超 曲 面 , 那么 我 们 就 可 以 再 次 利用 垂 线 判别 法 来 判断 这 个 
超 曲面 是 不 是 图 。 但是, 如 果 超 曲面 是 用 代数 语言 给 出 的 , 例如 曲面 {(z,y >) € Rs : 
ZXy 十 yz 十 zx 二 一 1}, 那么 又 该 如 何 判 定 呢 ? 或 者 更 一 般 地 , 形 如 {x € R" : g(x) = 0} 
的 超 曲面 (其 中 9 : R" 一 R) 是 不 是 某 个 函数 的 图 呢 ? 在 这 种 情况 下 , 我 们 仍 可 以 
利用 隐 函 数 定理 来 判断 超 曲 面 (至 少 局 部 地 ) 是 不 是 一 个 图 。 
定理 17.8.1 ( 隐 函 数 定理 ) 设 是 R" 的 开 子 集 , f :一 R 是 连续 可 微 的 ， 
并 设 y = (ww,… ,yn) 是 巨 中 满足 f(y) =0 和 引 (y) 关 0 的 点 。 那么 在 R"-! 中 
存在 一 个 包含 (ww,… ,yw_1) 的 开 集 U， 在 中 存在 一 个 包含 y 的 开 集 V， 并 
还 存在 一 个 函数 g:U 一 及 , 使 得 g(y1,… ,yn_1) = yn 并 且 

{(zZ1 5 E 六 :AZ jn) = 0} 
={(¢1, ns (5 二 ;双生 相川 : (Z1， A jh € U} 

也 就 是 说 ,集合 {x se 了 : f(x) = 0} 是 定义 在 UV 上 的 函数 的 图 。 另 外 ，g 在 
(1,… ,Vn_1) 处 可 微 ,并 且 对 于 所 有 的 1< 7 了 <n-1 有 


0g 


Br (人 “… ,Yn_1) = 三 二 (人 /SU (17.1) 
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注 17.8.2 式 (17.1) 有 时 可 以 利用 隐 范 数 微 分 法 推导 出 来 。 从 根本 上 说 , 关键 
在 于 如 果 已 知 
f(z1, “I, Zn) 三 0 
那么 (只 要 这 夭 0) 变量 zx, 就 被 男 外 n 一 1 个 变量 隐 式 地 确定 了 , 而 且 我 们 可 以 
利用 链 式 法 则 求 出 上 面 这 个 等 式 沿 x; 方向 的 微分 
of Of Oz 
dr; rn rj 
这 就 是 式 (17.1) 的 隐 式 形式 (我们 用 g 来 表示 由 zi1,… ,zn_1 确定 zn 的 隐 函 数 )。 
因此 , 隐 函 数 定 理 使 我 们 能 够 用 隐 含 的 约束 方式 来 确定 一 种 依赖 关系 ,而 不 是 形 如 
zn =g(z ,Zn_1) 这 样 的 直接 公式 。 
证 明 : 这 个 定理 看 起 来 有 点 吓人 , 但 它 实 际 上 是 反 函 数 定理 的 一 个 直接 推论 。 
设 卫 :一 Rm 是 函数 


=0 


F(z1,.*, rn) :二 (Z1 ,Eni1, f(T1,: ,Tn)) 
该 函数 是 连续 可 微 的 。 我 们 还 注意 到 
F(y) (y1,: 人 ,Yn—1;0) 


和 
9 9 9 
DF = (BW)", BW) Be ) 
1 
0 
of of i of of 
BY Boz Y) 5 5 Bi- (Y) 


因为 由 假设 可 知 ， 型 (y) 不 为 零 , 所 以 上 面 这 个 矩阵 是 可 逆 的 。 这 一 点 可 以 通过 计 
算 行列 式 , 对 行进 行 化 简 , 或 者 直接 算出 道 矩 阵 而 得 到 ,其 逆 矩 阵 为 ， 


1 0 ea 0 0 

0 1 et 0 0 

DF(y)! = : : - : : 
Be Be 0 

-We -天 We We Ma 


在 这 里 我 们 简 记 a = 如 (yw)。 于 是 利用 反 函 数 定理 ,我们 在 B 中 找到 一 个 包含 
的 开 集 V, 在 及 ”中 找到 一 个 包含 P(y) = ( 妇 ,… ,ym-1,0) 的 开 集 全 ,使 得 下 是 
从 站 到 现 的 双 射 , 并 且 F771! 在 (y,… ,yn-1,0) 处 可 微 。 


< 
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把 已- 写成 坐标 形式 : 
FT (z) 一 (aa(zhja(D An(z)) 


其 中 xeEW。 由 FF(F-1(x)) = 可知, 对 于 所 有 的 1 入 7 入 7 有 -1 和 ze 玖 都 有 
用 ji(Z1) ;过 二 Xj 并 且 


0Z1 Wy (2Z1，… ， 到 三 


另外 ， 因 为 Fi 在 (0 ,yw_1,0) 处 可 微 , 所 以 hs 也 在 (办 ,加 0) 处 可 
微 。 

现在 令 7 := {(z1)… xznEeR II(c ,Xn_1,0) e W}。 注意 UV 是 包含 
(y1,: 和 ,Yn—1) 的 集 。 把 g :Uo R 定义 为 g(x1,:， 8 ,Zn_1) :一 jn(Z1， “ ,On_1),0)。 
那么 g 在 (yi,… ,yn-1) 处 可 微 。 现 在 我 们 来 证 明 


{(Z1 Znp)EY :cz 一 0)} 
一 {(z1) ,Zn_1;9(Z1 ,Zn_1)) : (Z1)，， ,Zn_1) 起 U} 


首先 假设 (zi ,zxn) eV 和 f(zi1,… ,zn) = 0。 于 是 有 F(z1)… ,Xn) 一 (2 ， 
zn-_1;0), 它 属于 W。 那么 (z1,… ,zw_1) 就 属于 U。 使 用 F-!, 我 们 发 现 (x1,…， 
Zn) 二 了 -1(z1,… ,Xn_1,0)。 这 样 就 得 到 了 zw = h(x1,… ;Xn_1,0)， 从 而 有 zn = 
g(z1,… ,Xn-_1)。 因 此 ， 左 端 集合 中 的 每 一 个 元 素 都 属于 右 端 集合 。 把 上 述 步 又 反 
过 来 就 得 到 了 反 过 来 的 包含 关系 , 这 部 分 内 容留 给 读者 。 
最 后 , 我 们 证 明 9 的 偏 导 数 公式 。 根据 前 面 的 讨论 , 我 们 有 


J 帮 21 ,Tn 1,9(T1)°** ,Tn_1)) =0 


其 中 (Piss Tn— 1) tE Us 因为 g 在 (2 ,Yn—1) 处 可 微 ， 并 且 上 在 (2 ) 2 一 1， 
g(0，, 砚 -0D) = 处 可 微 , 所 以 利用 链 式 法 则 , 对 z) 求 微分 得 到 

2+ HR) -0 
然后 再 通过 简单 的 代数 运算 , 就 可 以 得 到 结论 。 

例 17.8.3 考虑 曲面 9 := {(x,y,z) € R3 :wy 十 yz 十 Zz 二 一 1}， 也 可 以 
记 作 {(z,y,z) ER : f(z,y,z) = 0},， 其 中 :RR3 一 R 是 函数 f(x,y,z) := 
XY 十 YZz 十 zz 十 1。f 显然 是 连续 可 微 的 ， 并 且 如 TY 二 yy 十 Xx。 因 此， 对 于 任意 一 个 
满足 yo 二 xo 关 0 的 (zo,wo,20) € 5， 都 存在 一 个 包含 (zo;yo) 的 开 集 UV 和 一 个 
在 (zo,yo) 处 可 微 的 函数 g， 使 得 这 个 曲面 (在 (zo0,yo, 20) 附近 ) 可 以 写成 形 如 
{(z0g( 人 ): (x,y) EU} 的 图 。 其 实 , 我 们 可 以 通过 对 隐 函 数 求 微分 而 得 到 


0g _ VYoTZ%0 
Dr (To Yo) = 
化 yo TXo 


As 


20 十 20 
Vo 十 Z0 


8 
和 地 (zo0,w) = 一 
2 
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在 隐 函 数 定理 中 , 如 果 导 数 ;这 在 某 一 点 处 的 值 等 于 0, 那么 在 该 点 附近 集合 
{zx € R" :f(z) = 0} 好 像 就 不 能 写成 变量 zn 关于 另外 ?-1 个 变量 的 函数 图 。 但 是 ， 
如 果 其 他 某 个 导数 语 不 等 于 0, 那么 由 隐 范 数 定理 可 知 , 变量 zj 可 以 由 另外 n 一 1 
个 变量 来 确定 。 于是， 只 要 梯度 Vf 不 全 为 零 , 集合 {x e R? : f(x) = 0} 就 可 以 写 
成 某 个 变量 zj 关于 男 外 n 一 1 个 变量 的 函数 图 。( 圆 周 {(z,y) € R?2 :zx2+y2 一 1 = 0} 
就 是 一 个 很 好 的 例子 。 它 既 不 是 y 关于 z 的 图 ,也 不 是 x 关于 y 的 图 , 但 在 每 一 
点 附近 它 必 定 是 两 者 之 一 。 这 是 因为 z2 十 好 -1 的 梯度 在 圆周 上 不 可 能 等 于 0。) 
不 过 ,如 果 梯 度 Vf 在 某 个 点 zo 处 的 确 不 存在 , 那么 我 们 称 f 在 zo 处 有 临界 点 ， 
而 且 函 数 在 该 点 处 的 性 状 将 会 更 加 复杂 。 例 如 , 集合 {( 2 人 ER2:z2- 刀 =0} 在 
(0,0) 处 有 临界 点 ， 它 在 (0,0) 附近 不 能 被 看 作 任何 函数 的 图 ( 它 是 两 条 直线 的 3 
集 ) 


注 17.8.4 如 果 一 个 集合 在 每 一 点 处 都 能 看 成 连续 函数 的 图 ,那么 这 个 集合 
就 叫 作 流 形 。 因 此 ， 如 果 集合 {z < Rn : f(z) = 0} 中 不 包含 的 临界 点 ， 那 么 
它 就 是 一 个 流 形 。 在 现代 几何 学 中 〈 尤 其 是 微分 几何 学 和 代数 几何 学 )， 流 形 理论 
非常 重要 。 但 由 于 这 部 分 内 容 是 研究 生 阶 段 的 课题 ， 因 此 在 这 里 我 们 不 对 它 展开 
讨论 。 


元 积分 的 相关 问题 。 我 们 想 要 


实 值 函 数 f: 


考虑 其 他 类 型 的 函数 ,比如 复 值 函数 和 向 量 值 函 数 。 但 
实 值 函 数 求 积分 ， 
量 值 疯 数 求 积分 可 以 通过 分 别 求 出 它 


多 
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在 上 一 章 中 , 我 们 讨论 了 多 元 微 积分 中 的 微分 理论 。 现在 , 我 们 自 


然 要 考虑 多 


口 


4 一 有 ， 


只 要 我 们 


是 ， 


答 的 一 般 问题 是 ,给 定 R" 的 某 个 子 集 Q 和 某 个 
能 否 求 出 /在 上 的 积分 ,从 而 得 到 某 个 数 |。j? (也 可 


弄 清楚 如 何 对 


以 


对 上 述 其 他 类 型 函数 求 积分 也 就 不 再 困难 。 


对 于 


和 


积分 的 精 而 


含义 是 什么 并 不 重要 , 但 我 们 要 明确 一 点 , 那 就 是 每 一 个 分 段 连续 的 
只 的 ,于 是 每 一 个 分 段 常 值 函数 也 是 歼 曼 可 积 的 。 然而, 并 非 所 有 


数 都 是 黎 曼 可 


数 都 是 黎 曼 可 积 的 。 黎 曼 积 分 的 概念 可 以 


更 多 的 努力 ， 
多 。( 例 如 ， 
同样 的 结论 ， 
的 。) 


于 
Ey 


因此 , 我 们 必须 在 黎 曼 积分 之 外 寻求 一 种 真 


= 


广 到 更 高 维 的 情 


并 且 我 们 只 能 对 那些 “ 黎 曼 可 积 
曼 可 积 函 数 序列 的 逐 点 极限 不 一 定 是 黎 曼 


> 


但 是 我 们 已 经 知道 黎 曼 


正 令 人 满意 的 积 


ZS 


a 


可 以 处 理 


间断 性 非常 强 


格 积分 。 勒 贝 格 积 分 可 以 处 理 很 大 一 类 函数 , 划 
某 些 函数 。 事实 上 , 我 们 可 以 放心 地 说 , 勒 贝 格 积分 本 质 上 能 求 数 学 


a,09] 时 的 问题 , 此 时 f 是 黎 曼 可 积 的 。 在 这 里 ， 


因为 对 复 值 函数 和 各 
门 每 个 实 值 分 量 的 积分 来 实现 。) 
任 的 情形 ， 我 们 已经 (在 第 11 章 中 ) 建立 了 黎 曼 积分 /1。 
这 就 回答 了 当 Q 是 区 间 Q = 


的 概念 。 


稳 电 
信安 


of 


Es| 
Es| 


形 , 但 这 需要 我 们 做 出 
J” 函数 求 积分 , 但 这 样 的 函数 并 不 
可 积 的 , 对 于 友 极限 也 
可 积 函 数 序列 的 一 致 极限 却 仍 然 


ny 


是 黎 曼 可 积 


分 概念 , 这 个 概念 
的 函数 。 这 就 导出 了 本 章 和 下 一 章 的 研究 对 象 , 即 勒 贝 


中 包括 所 有 


的 歼 曼 可 积 函 数 和 其 他 
中 任何 实际 需 


要 的 函数 的 积分 ， 至 少 能 对 欧 儿 里 得 空间 中 所 有 绝对 可 积 的 函数 求 积分 。( 如 果 使 
有 选择 公理 , 那么 我 们 还 能 构造 出 某 些 病态 函数 , 这 些 函数 无 法 用 勒 贝 格 积分 来 处 
理 , 但 它们 并 不 会 出 现在 实际 应 用 中 。) 

在 转 入 细节 之 前 , 我 们 先进 行 一 个 非 正 式 的 讨论 。 为 了 知道 如 何 计算 积分 [6 f， 
我 们 必须 先 弄 清楚 一 个 更 基础 、 更 根本 的 问题 应 该 如 何 计算 9 的 长 度 、 面 积 或 


者 体积 ? 要 想 知道 这 个 问题 为 什么 与 积分 有 关 , 我 们 必须 注意 , 如 
1 在 Q 上 的 积分 , 那么 我 们 就 得 至 


维度 的 人 
R" 有 关 


9 形 ， 


果 能 够 求 出 函数 
上 了 9 的 长 度 (如 果 9 是 一 维 的 )、Q 的 面积 (如 
果 Q 是 二 维 的 )、 或 者 9 的 体积 (如 果 9 是 三 维 的 )。 为 了 避免 划分 成 若干 种 不 同 
我 们 把 9 的 长 度 、 面 积 和 体积 (或 者 超 体积 等 ) 这 些 与 欧 几 里 得 空 
的 概念 统称 为 9 的 测度 。 


间 
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最 理想 的 情况 是 , 对 于 及 " 的 每 一 个 子 集 9， 我 们 都 能 指派 一 个 非 负数 
或 者 体积 等 )。 m(Q) 可 以 等 于 0( 例 如 , 当 
| 如 , 当 9 就 是 整个 R?" 时 )。 这 个 测度 应 当 
:一 {(Z1) 5 
m(AUB)= 


它 束 是 9 的 测度 ( 即 长 度 、 面积 


单 点 集 或 空 集 时 )， 


满足 某 些 合理 的 特定 ' 


只 要 4 Cc B, 就 有 


就 是 说 ，A 平移 了 问 量 

值得 注意 的 是 , 这 档 
我 们 都 无 法 为 其 
为 它 与 我 们 直观 的 体积 


性 质 的 子 集 ， 


差 , 一 个 更 加 戏剧 
被 分 成 了 五 


了 岂可 以 等 了 
生 质 。 例如， 单位 立方 体 (0, 1)” 
的 测度 应 该 等 于 1。 如 果 4 和 B 不 相交 , 那么 应 该 有 
m(B)。 对 于 任意 的 ze R", 都 有 mm(zx 十 A) 
量 z 之 后 , 测度 仍 保持 不 变 )。 
量 其 实 根本 就 不 存在 。 对 于 


m(A) < 


的 度 


无 穷 大 ( 伪 


概念 不 符 。 稍 
化 的 例子 是 巴 拿 赫 - 塔 斯 基 悖 论 ， 


块 ， 然 后 这 


单位 球 。 这 与 体积 


都 能 被 指派 一 


守恒 的 概念 相 


这 些 悖 论 意味 着 ,我 们 不 可 身 
个 测度 。 但 我 们 可 


定 类 型 的 集合 , 即 
注意 力 集中 在 可 测 


可 测 集 。 我 们 只 
集 


于 分 析 学 研究 已 经 足够 好 了 。 


18.1 目标 : 


过 到 的 所 有 集合 几乎 都 是 可 测 集 (例如 ， 所 有 的 开 


勒 贝 格 测度 


后 我 们 将 对 


以 采取 一 
在 这 些 可 测 集 Q 


些 补救 措 


指派 一 个 非 负 数 。 这 是 一 个 令 人 相当 震惊 的 事实 , 因 
此 事 进 行 证 明 。( 关 于 这 种 直觉 偏 
它 说 的 是 R3 中 的 
完整 的 并 日 
不 讨论 该 悖 论 ,) 

找到 一 个 合理 的 方法 使 得 R™ 中 的 每 一 个 子 集 
施 , 那 就 是 只 测量 


五 块 通过 平移 和 旋转 重新 组 装 成 两 个 
矛盾 ， 此 处 我 们 


m(Q), 


是 一 个 


0 


Xn):0<zi<1} 
m(A)+m(B)。 
二 m(A) (也 


-RR" 中 人 


EF 意 一 个 满足 | 


上 述 


个 单位 球 
不 相交 的 


R" 中 一 个 特 


上 定义 测度 mm(9)。 一旦 我 们 把 
长 上 ,那么 上 述 所 有 性 质 就 都 满足 了 。 另 外 , 我 们 在 实际 生活 中 


设 R" 是 一 个 欧 几 里 
类 特殊 子 集 。 对 于 每 一 个 可 疯 
中 的 一 个 特定 数字 。 可 测 信 


得 空间 , 本 章 的 目 


I 集 


EQCR", 
满足 下列 性 质 。 


我 们 把 勒 贝 格 测度 


(i)《 博 雷 尔 性 质 ) R” 中 的 每 一 个 开 集 都 是 可 测 集 ， 


集 。 


(加 《互补 性 ) 如 
(ii)《〈 布 尔 代数 但 
的 ), 那么 它 


ee 


E 质 ) 如 果 (9 


门 的 并 4 
E 质 ) 如 果 (9 


2 


和 


Je 是 人 


交集 门 95; 
jE€J 


E 意 可 数 个 可 


测 


果 Q 是 可 测 集 , 那么 R*\ 9 也 是 可 测 集 。 
jjey 是 任意 的 有 限 多 个 可 测 
也 都 是 可 测 集 。 


(那么 了 是 可 数 的 ), 那 


1 入 


个 


各 必 们 的 并 沫 和 实 守 站 全 玫 二 出生 


、、 日 
注意 ， ~ 


中 一 些 性 


: 质 是 多 余 的 。 
集 都 是 可 测 的 ,那么 根据 (ii) 可 以 


例如 (iv) 缠 涵 着 (i)， 一 旦 我 们 知道 所 有 的 开 
E 出 所 有 的 闭 集 也 都 是 可 测 的。 从 本 质 上 来 说 ， 


集 和 闭 集 都 是 可 测 的 )， 而 这 对 


标 是 定义 可 测 集 的 概念 , 它 是 R” 的 一 
m(Q) 定义 为 [0,co] 


个 闭 集 也 都 是 可 测 


集 (那么 J 是 有 限 


| 
sg 


18.1 目标 : 勒 贝 格 测度 ” .383. 


性 质 人 ~ (iv) 保证 了 我 们 所 考察 的 每 一 个 集合 都 是 可 测 集 ， 虽 然 在 引言 中 已 经 指 
出 ， 的 确 存 在 不 可 测 集 。 
对 于 每 一 个 可 测 集 Q, 我 们 都 指派 了 一 个 满足 如 下 性 质 的 勒 贝 格 测度 mm(Q)。 
(v)( 空 集 ) 空 集 gf 的 测度 是 m(@) = 0。 


(vi 〈 正 性 ) 对 于 每 一 个 可 测 集 Q, 都 有 0 < m(0) < 二 co。 
(vi) (单调 性 ) 如 果 4 Cc B, 并 且 4 和 B 都 是 可 测 集 , 那么 m(4) < m(B)。 
(Cii)〈《 有 限 次 可 加 性 ) 如果 (4j)7ey 是 有 限 多 个 可 测 集 ， 那 么 m(U 4;) < 
jE€J 


2 m(A;). 
jEJ 
Gx) (有 限 可 加 性 ) 如 果 (4);jej 是 有 限 多 个 彼此 不 相交 的 可 测 集 ， 那 么 
人 47) = m(A;). 
(x ) (可 数 次 可 加 性 ) 如 果 (4j)jez 是 可 数 个 可 测 集 , 那么 Ud < m(Aj)。 
(xi)( 可 数 可 加 性 ) 如 果 (hj)yey 是 可 数 个 彼此 不 相交 的 可 测 集 ， 那么 
"(UY A;) = p> m(A;). 
(xii) CFE 顷 化 ) 单位 立方 体 [0,1]”* = {(z1,… ,zn) ER : 对 于 所 有 的 1 < j < 
n 都 有 0 < zj; < 1} 的 测度 是 m([0,1]”) = 1。 
(xii) (平移 不 变性 ) 如 果 Q 是 一 个 可 测 集 , 并 且 ze R”, 那么 z+TQ := {z+y: 
y € Q} 也 是 一 个 可 测 集 , 并 且 m(z + 9) = m(0)。 
同样 , 在 这 些 性 质 中 也 存在 一 些 多 余 的 内 容 。 例 如, 可 数 可 加 性 能 够 推导 出 有 
限 可 加 性 , 而 有 限 可 加 性 (与 正 性 联合 使 用 ) 又 可 以 推导 出 单调 性 。 另 外 , 我们 还 
能 根据 可 加 性 推导 出 次 可 加 性 。 注意 ,m(Q) 可 以 是 +oo,， 因此 上 述 性 质 中 的 某 些 
和 式 也 有 可 能 等 于 +oo。( 因 为 每 一 项 都 是 正 的 ， 所 以 我 们 不 可 能 遇 到 -co 十 十 oo 
这 样 的 不 确定 形式 。) 
于 是 ， 本 章 的 目标 就 可 以 叙述 如 下 。 
定理 18.1.1〈 勒 贝 格 测度 的 存在 性 ) 存在 可 测 集 的 概念 ， 同 时 还 存在 一 种 方 
法 , 使 得 每 一 个 可 测 集 Q c Rn 都 能 被 指派 一 个 数字 m(Q), 并 保证 性 质 Gi) ~ (xii) 
全 都 成 立 。 
事实 上 , 勒 贝 格 测度 是 唯一 的 , 其 他 任何 满足 公理 (i) ~ (xii) 的 可 测 性 以 及 测 
度 的 概念 都 将 ee 但 是 , 也 有 一 些 测度 只 满足 上 
述 部 分 公理 。 另外, 我们 还 ee R?" 之 外 的 其 他 区 域 上 的 测度 产生 
兴趣 。 自身 就 是 完整 的 课题 ， 对 此 我 们 不 做 讨论 。 但 
要 说 明 一 点 ， 议价 这 从 和 轧机 时 1 (例如 广义 函数 论 ) 中 , 测度 的 
概念 非常 重要 。 


.384. 第 18 章 勒 贝 格 测度 


18.2 ”第 一 步 : 外 测度 


在 构造 勒 贝 格 测度 之 前 我 们 先 来 讨论 寻找 集合 测度 的 朴素 方法 , 即 我 们 尝试 
一 些 盒子 来 覆盖 集合 , 然后 再 把 这 些 盒子 的 体积 累加 在 一 起 。 这 种 方法 应 该 是 有 
效 的 , 它 提出 了 外 测度 这 一 概念 。 外 测度 适用 于 每 一 个 集合 , 并且 满足 除了 可 加 性 
Gx) 和 Ga) 之 外 的 所 有 性质 (v) ~ (xi 。 稍 后 我 们 还 会 对 外 测度 略 做 修改 , 从 而 使 
其 能 够 满足 可 加 性 。 
我 们 从 开 盒子 的 概念 入 手 。 
定义 18.2.1 ( 开 盒子 ) R" 中 的 一 个 开 盒子 (或 简称 为 盒子 ) B 就 是 一 个 形 如 


B= [em = {to ,Zn) ER" : vi€ (ai,bi);l <i<n) 


的 集合 , 其 中 b; > a; 都 是 实数 。 这 个 盒子 的 体积 vol(B) 被 定义 为 数字 


Nn 


vol(B) := |[ [Gi;— 0) = (601 ~ a1)(b2 ~ a2) (bn — an) 
例如 , 单位 立方 体 (0,1)” 就 是 一 个 盒子 , 它 的 体积 是 1。 在 一 维 n= 1 的 情形 
下 , 盒子 与 开 区 间 是 一 样 的 。 容 易 验 证 , 在 一 般 维度 下 开 盒 子 其 实 就 是 开 集 。 注意 ， 
如 果 存 在 一 个 i 使 得 b; = w， 那 么 盒子 就 是 体积 为 零 的 空 集 ， 但 我 们 仍 把 它 看 作 
一 个 盒子 (尽管 这 相当 不 合 常理 )。 有 时 , 为 了 强调 处 理 的 是 n 维 体积 , 我 们 也 把 
vol(B) 写成 voln(B)。 例如, voli1(B) 是 一 维 盒子 B 的 长 度 , vol2(B) 是 二 维 盒子 B 
的 面积 , 等 等 。 
注 18.2.2 当然 , 我们 希望 盒子 的 测度 m(B) 与 盒子 的 体积 vol(B) 是 一 样 的 。 
实际 上 , 这 正 是 公理 (i) ~ (xiii) 的 必然 结果 (参见 习题 18.2.5)。 


定义 18.2.3〈 开 盒 履 盖 ) 设 0 ES R" 是 R" 的 子 集 , 我 们 称 一 簇 盒子 (Bj)jey 
覆盖 了 0Q, 当日 仅 当 Q Cc U Bj。 
jE€J 


pa 


be I 


假设 Q S R" 被 有 限 个 或 者 可 数 个 盒子 (Bj)jey 覆盖 。 如 果 我 们 希望 Q 是 可 
测 的 , 其 测度 满足 单调 性 和 次 可 加 性 , 即 (vi 、(vii) 和 (x), 并 且 对 于 每 一 个 }, 都 
有 m(B;) = vol(B;), 那么 就 必须 有 


mm(O) < m (L 5 入》m(Bi) = >》 vol(Dj) 
J€J jE€J jE€J 


村 


) < nay nr {Dy j)jeJ 履 羡 9; eg | 


jE€EJ 
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步 : 外 测度 


受 此 启发 , 我 们 定义 : 


定义 18.2.4 (外 测度 ) 设 Q 是 一 个 集合 ， 


>》 vol(B 


jE€J 


= inf | 


于 Sol 
j=1 


一 个 子 集 都 至 少 有 


个 可 


J 数 的 开 盒 


和 的 是 ” 维 外 测度 这 一 事实 。 


好 


我 们 把 9 的 外 测度 m*(Q) 定义 为 


7)je7 徐 亲 QQ; vs] 


;) 是 非 负 的 ,因此 对 于 所 有 的 9 都 有 m*(Q) > 0。 但 是 ，mm*(9) 
J 

等 于 +eo 也 是 很 有 可 能 的 。 注意 ， 因 为 我 们 可 以 使 用 可 数 个 

履 盖 。 事 实 上 ，R” 自身 就 被 可 数 个 六 

(0,1)” 窗 盖 。( 如 何 覆 新 ?) 有 时 ， 我 们 # 


盒子 ,所 以 R” 的 每 
位 立方 体 
巴 mm*(9) 写成 m* (0Q), 以 此 来 强调 我 们 使 


注意 , 对 每 一 个 集合 (不仅 是 可 测 作 


集 ) 都 可 以 定义 外 测度 的 概念 


， 因 为 我 们 可 


以 取 任 何 非 空 集合 的 下 帮 
引 理 18.2.5〔 外 测度 的 性 质 ) 
(v)( 空 集 ) 空 集 Cg 的 外 测度 为 m 
正 性 ) 对 于 每 一 个 可 测 集 


(vi) ( 
(vii) 
) 


(vii)《〈 有 限 次 可 加 性 ) 如 果 (4 
人 j)。 
(x) 《可 数 次 可 加 性 ) 如 果 
2 mm’ (47)。 


jE€EJ 
(xii) (平移 不 变性 ) 如 果 9 是 Rn 的 子 集 ， 并 且 


m* (0)。 
证 明 : 参见 习题 18.2.1。 


闭 盒子 的 外 测度 也 符合 我 们 的 期 望 。 
命题 18.2.6〈 闭 盒子 的 外 测度 ) 对 于 任意 


B= He ;> 


:= {(z1, ,和 


我 们 有 


(4j)je7 是 R" 的 可 数 个 子 集 ， 那么 m 


界 。 外 测度 满足 测度 所 需 的 若干 性 质 。 
外 测度 满足 如 下 六 条 性 


质 。 


“(2)=0。 


Q, 都 有 0 < m*(0) < +o00。 
(单调 性 ) 如 果 ACBCR", 那么 m 
jiey 是 R" 的 有 限 个 子 集 ， 那么 mm 


“(4A) < m*(B)。 


m"(U 4;)< 
jE€J 


m*(UA;) < 
jE€J 


ZE R", 那么 mx*(z 二 DO) = 


Ee 


的 闭 盒子 


rn) ER 及 ” :zi 
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证 明 : 显然 ,我 们 可 以 用 开 盒 子 (ai — €&, bi 十 5) (其 中 s > 0 可 以 取 任 意 正 
于 


数 ) 来 覆盖 闭 盒子 B = TI[ai,6]。 于 是 , 对 于 任意 的 。> 0, 有 
t= 


m’(B) < vol (fe 一 ED 十 中 - TT 一 0 十 25) 


SS 
当 e 一 0 时 取 极 限 , 可 得 ， 


为 了 完成 证 明 , 我 们 必须 证 明 


m*(B) 的 定义 可 知 , 我们 只 需要 证 明 : 只 要 (Bj)jyey 是 B 的 有 限 履 盖 或 者 可 数 
窗 盖 ,就 有 
>》 vol( Dj > II bi — ai) 


因为 B 是 一 个 有 界 闭 集 , 所 以 它 是 一 个 紧 致 集合 (根据 海 涅 一 博 雷 尔 定理 , 即 

定理 12.5.7), 那么 B 的 每 个 开 和 覆盖 都 有 一 个 有 限 子 覆 盖 (定理 12.5.8)。 因 此 ,要 

想 证 明 上 述 不 等 式 对 于 可 数 履 盖 成 立 ， 只 需要 证 明 上 述 不 等 式 对 于 有 限 履 盖 成 立 

就 可 以 了 (因为 如 果 (Bj)jey' 是 (Bj)jey 的 一 个 有 限 子 履 善 ， 那 么 ol B;) 就 
红 


大 于 或 者 等 于 》 vol(B;))。 
jET! 


总 之 , 我们 的 目标 是 证 明 : 只 要 (B 中 )jey 是 HU [ai 于 的 一 个 有 限 覆 盖 , 就 有 


>》 vol(BD) > [oo (18.1) 


jE€EJ = 

这 里 把 下 标 B; 改 成 上 标 BW) 是 因为 我 们 将 用 下 标 来 表示 分 量 。 
为 了 证 明 式 (18.1)， 我 们 对 维 数 n 使 用 归纳 法 。 首先, 我 们 考虑 n = 1 时 的 
基本 情形 。 这 里 的 B 就 是 闭 区 间 B = [oa 如 ， 而 每 一 个 盒子 BW 就 是 一 个 开 区 间 
BW) = (@j,b;)。 我 们 需要 证 明 

> 

jE€EJ 
为 此 ， 我 们 使 用 黎 曼 积分 。 对 于 每 一 个 7 e J， 设 函数 f0) : 及 一 及 满足: 当 
ZE (gj,0;) 时 ， f(z) = 1; 否则 /0)(z) = 0。 那 么 1f7) 是 黎 曼 可 积 的 〈 因 为 了 是 
分 段 常数 函数 ,并 且 还 是 紧 支 撑 的 ),， 并 且 


外 | I 
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le f0) =b;—ay 
把 全 体 je J 所 对 应 的 上 式 加 起 来 , 然后 交换 积分 运算 与 有 限 和 运算 的 次 序 可 得 ， 
上 2 
一 959 JE jEJ 
但 因为 区 间 艇 (aj,b;) 覆盖 了 [a,9]， 所 以 对 于 任意 的 zelo 都 有 f(z)>1 
jE€J 
(为 什么 ?)。 当 x 取 其 他 任何 值 时 , 我 们 有 交 /2)(z) > 0。 于 是 
jE€J 
相 (7) > 1=b— 
ie. ln ~ 
把 这 个 不 等 式 与 前 面 的 等 式 结合 起 来 , 就 得 到 了 想 要 的 结果 。 这 就 证 明了 当 n=1 
时 的 式 (18.1)。 
现在 归纳 地 假设 n> 1, 并 且 假 设 我 们 已 经 证 明了 nl1 维 时 的 式 (18.1)。 下 面 
我 们 将 采用 类 似 的 论述 去 证 明 。 每 个 盒子 BW 都 具有 下 述 形式 : 


为 的 二 Ta®, p07)) 


i=1 
它 可 以 写成 
BO) = 40) x (al), 6)) 
其 中 4 是 nn 一 1 维 的 盒子 4AG = ) 57))。 注意 ， 


有 二 二 
vol( 了 BO)) = vol 1(40O))(G) ~ al)) 
我 们 在 下 标 voln_1 中 使 用 n 一 1 是 为 了 强调 这 里 说 的 是 -1 维 的 体积 。 类 似 地 ， 
我 们 记 


B= A x [an,b,l 
n—1 
其 中 4 := TI [cs io， 同样 要 注意 ， 


vol(B) = voln_1(A)(bn, 一 an) 


对 于 每 一 个 Je J， 设 函数 f0) 满足 : 当 x e (ago5)) 时 ，f0)(z,) = 
voln_1(4 中 ); 否则 fo)(zn) = 0。 那 么 fo) 是 黎 曼 可 积 的 ， 并 


上 10) = voly_1(ADI LD — a) = vol( BO)) 


从 而 有 
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现在 设 Tn E os } 且 (2Z1， J jt) 4。 那么 (2Z1， 了 属于 也， 从 而 也 就 
属于 某 个 BO)。 显 然 有 zw e (ao,0)) 和 (zz & 409。 特 别 地 ， 对 于 每 
一 个 Zn € ed 由 n 一 1 维 盒子 构成 的 集合 


人 
都 履 产 4。 利 用 n 一 1 维 时 的 归纳 假设 式 (18.1) 可 得 ， 
voln_1(A7) > voln_1(A) 


jEJ:rnE(ad) ,67)) 


Df D(zn) > voln_1(A) 


jE€EJ 


对 上 式 两 端 分 别 求 在 [an, bs] 上 的 积分 , 可 得 ， 


| 2 j0) > voln1(A)(bn — an) = vol(B) 


bn| je 


于 是 , 由 了 0) 总 是 非 负 的 可 知 ， 


ITEJI 


| Df > vol 1(A)(bn — an) = vol(B) 


SET 
把 这 个 式 子 与 前 面 得 到 的 关于 [了 的 恒等式 结合 起 来 , 就 得 到 了 式 (18.1)， 
这 样 就 完成 了 归纳 证 明 。 ey 
一 旦 有 了 闭 盒子 的 测度 , 关于 开 盒 子 的 相应 结论 也 就 容易 了 。 
推论 18.2.7 对 于 任意 的 开 盒子 


B= (ai bi) 一 {(Z1 ) 履 Zn) E 及 ”:2Z Ti € (a bi);l Si<n} 


我 们 有 


特别 地 ， 外 测度 就 满足 了 正规 化 性 质 (xii)。 
证 明 : 对 于 所 有 的 i 我 们 不 妨 设 b; > a;。 因 为 如 果 b; = a;， 那么 结果 就 可 以 
引 理 18.2.5(v) 推出 。 观察 可 知 , 对 于 任意 的 s> 0 有 


Nn 


[le +e,bi—ée|C IT (ai,bi) C Je 


$=1 $=1 
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在 这 里 我 们 假设 
18.2.6 和 引 理 18. 


令 。 一 0, 然后 使 用 夹 和 逼 定理 〈 推 论 6.4.14) 就 


现在 我 们 给 
例 18.2.8 


e 足够 小 , 并且 使 得 对 于 所 有 的 i 都 有 bi 一 e > ww 十 s。 根 据 命 题 


2.5(vii) 可 得 ， 


lI — Qi—2e)<m (lew) < lI — ai) 


得 到 了 想 要 的 结论 。 


出 实 直 线 及 上 外 测度 的 一 些 例子 。 


我 们 来 计算 RB 的 一 维 测度 。 因 


R,， 所 以 根据 推论 18.2.7 可 得 ， 


m(R) > m’((-R, 


令 有 一 +o0 就 得 到 了 m*(R) = +o0。 


例 18.2.9 


于 是 m*(Q) 一 定 等 于 零 。 事 实 上 ， 同 理 可 以 证 
附带 给 出 了 “实数 集 是 不 可 数 集 ” (推论 8.3.4 


注 18.2.10 


daEQ 


为 对 于 所 有 的 RR>0 都 有 (-R,R) Cc 


R)) =2R 


现在 我 们 来 计算 Q 的 一 维 测度 。 由 命题 18.2.6 可 知 , 对 于 每 一 个 
有 理 数 g, 单 点 集 {gq} 的 外 测度 都 是 m*({g}) = 0。 因 为 Q 显然 是 全 体 有 理 数 {9} 
的 并 集 Q = U {9}; 而 且 Q 还 是 可 数 的 ,所 以 

gEQ 


m(Q) < >_,m({9)) = 


> 0=0 


gEQ 


明 每 一 个 可 数 集 的 测度 都 是 零 。[ 这 


) 的 另 一 种 证 明 。|] 


从 m*(Q) = 0 推出 的 一 个 结果 是 , 给 定 任意 的 s > 0, 我 们 可 以 


你 能 和 否 找到 一 种 
例 18.2.11 
我 们 有 


二 co。 同 理 可 以 证 


直观 的 方法 , 来 构造 这 个 1 


用 可 数 个 总 长 度 之 和 不 超过 s 的 区 间 来 覆盖 有 理 数 集 Q。 这 个 结果 并 不 是 很 直观 ， 


小 区 间 组 成 的 Q 的 可 数 履 盖 ? 


我 们 现在 计算 无 理 数 集 R\ 


Q 的 一 维 测 度 。 根 据 有 限 次 可 加 性 ， 


mR) < mR\Q) +m(Q) 


因为 Q 的 外 测度 是 零 , 而 及 的 外 测度 是 +co, 所 以 无 理 数 集 R\ Q 的 外 测度 是 


么 ? ) 

例 18.2.12 
单位 区 间 {(z， 
是 有 很 大 区 别 


浅 间 到 


度 是 上 co， 但 


根据 命题 18.2.6, R 的 单位 区 间 [0,1] 的 


明 [0,1]\ Q〈 即 [0,1] 中 的 无 理 数 的 集合 ) 的 外 测度 是 1。( 为 什 


维 外 测度 是 1, 但 R2 
是 0。 因此, 一 维 外 测度 和 二 维 外 测 


0) :0 < x < 1} 的 二 维 外 测度 


的 。 注 意 ， 上面 这 些 说 明 以 及 


可 数 可 加 性 表明 : 虽然 及 的 一 维 测 


是 R2 的 整个 xz 轴 的 二 维 外 测度 却 是 0。 
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18.2.1 


18.2.2 


18.2.3 


18.2.4 


18.2.5 


18.2.6 


习 


题 


证 日 


引 | 


需 
来 。 


(a) 证 明 : 如 果 i A et 是 
正 整 数 了 都 有 4; C 4j41), 那么 有 m( 
(b) 证 明 : 如 果 Ail 2 4。 2 As:… 
一 个 正 整数 7 都 有 4) 2 Aj41)， 3 


UL 


明 : 对 于 任意 的 J 


对 于 


ma(A)m 


有 贝 格 测度 的 概念 重 


18.2.5。( 提 示 : 你 必须 使 ) 
需要 把 某 些 外 测度 等 于 


F +eco 的 情况 分 
(xz)， 把 指标 集 J 记 作 了 = {71,j2,j3,… 
总 体积 之 和 不 超过 m*(4 
设 4 是 R” 的 子 集 ， 
4,be B} 就 是 Ro+m 

mnim(A x B)= 
在 习题 


并 设 B 是 Rw 的 子 集 。 那么 注 
明 : matm(A x B) < ms 
要 想 证 明 这 一 a 


的 子 集 。 证 
加 (B) 成 立 , 但 
18.2.3~18.2.5 中 , 我 们 假设 R” 是 
测 集 的 概念 ( 它 可 色 Bh 
能 与 坦 


合 , 也 可 能 


FF 


下 确 界 的 定义 ， 而 


开 来 处 理 。 


还 可 
(viii) 可 以 从 (x) 和 (v) 中 推 
}。 另外, 对 
;) 十 s/27 的 盒子 来 覆盖 4j 。) 


台 已 SEE 
有 TI 


要 


于 每 一 


意 到 ， 笛 卡 儿 积 


A)m 
难 。) 


个 


欧 几 里 


念 重合 ， 


\ 重 合 )， 而 且 这 个 涡 


| 


lim m(A;)。 
JJ 一 co 


(0,1/g)” 


和 闭 盒子 


和 


[0,1/g]™ := {(z 


FE 整数 gq > 1, 开 
一 {(za ， 


1 


串 度 都 是 gq”。( 提 示 : 


先 证 


的 方法 是 


用 (0, 1/q)” 


-好 一 般 


的 某 些 


ey 


平移 来 覆盖 (0, 1)” 


个 单调 递 


曾 的 可 测 集 
A;) = lim m(A;)。 
了 一 co 


序列 ( 


个 单 育 


la! 


是 


四 


的 边界 。) 


递减 的 可 测 集 序列 


@ 


m(B)。 


( 基 


| 入 参数 


eo。 你 
已 


导出 


个 A;, 


(a, 


Xn)ER” :0<7r; <1/gqg1l1<i<n} 
明 , 对 于 每 一 个 g > 1 都 有 m((0,1/g)” 
。 按照 类 似 的 论述 证 
证 明 , 对 于 任意 的 s > 0 都 有 m([0,1/g]"* \(0,1/9)") < e， 
E 常 小 的 盒子 来 履 盖 [0, 1/gq]” 


于 任意 的 盒子 B， 有 m(B) = vol(B)。( 提 示 : 


先 , 利 


bj 都 是 有 


结论 。) 


未 Qj、 


志 


] 引 理 


里 数 时 的 结论 


18.3 ”外 测度 是 不 可 加 的 


根据 引 理 18.2.5, 好 像 只 要 验证 了 可 加 怕 


习题 


18.2.5 和 命题 18.2.6,， 给 出 “实数 集 是 不 可 数 集 ” 上 
推论 8.3.4) 。 


的 另 一 种 证 


Zn)ER" :0<z<1l/oil 和 7 入 mn 


) < 
m( 


2 


] 一 簇 


b): 
Se > 


间 , 并 假设 在 及 ”中 有 可 
重合 ) 和 测度 的 概念 〈 它 可 
度 还 满足 公理 (i) ~ (xiii)。 
(因此 , 对 于 每 一 个 


此 ， 对 于 每 
m( 月 4) = 
= 


| 


0， 1a) 之 


术 


的 方法 是 


18.2.4 去 证 


明 《 即 寻 


。 然 后 设法 取 极 限 ， 进 而 得 到 当 坐 标 都 是 实数 


新 证 


LE (ix) 和 (i), 我 们 就 为 拥有 一 个 可 月 


的 测度 做 好 了 一 切 准 备 。 遗憾 的 是 , 这 些 性 质 对 于 外 测度 是 不 成 立 的 ， 即便 是 
外 测度 也 是 如 此 。 


一 维 
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命题 18.3.1( 可 数 可 加 性 不 成 立 ) 在 及 中 存在 可 数 个 互 不 相交 的 子 集 (A4j)jey， 


使 得 
(Us) Ee 
jE€J jE€J 


证 明 : 我 们 需要 引入 一 些 记 号 。 设 Q 是 有 理 数 集 ， 及 是 实数 集 。 对 于 集合 
4 C R， 如 果 存 在 一 个 实数 z 使 得 4 = zx 十 Q, 那么 我 们 称 4 是 Q 的 陪 集 。 例 
如 , V2 十 Q 是 Q 的 陪 集 ; 因为 Q=0+Q, 所 以 Q 是 自身 的 陪 集 。 注意 , 一 个 陪 
集 4 可 以 对 应 多 个 不 同 的 xz。 例如, 2 十 Q 和 0+Q 恰好 是 同一 个 陪 集 。 还 要 注意 ， 
两 个 陪 集 不 可 能 部 分 地 重 车 。 如果 z 十 Q 和 y+Q 相交 , 并 且 > 是 它们 的 公共 点 ， 
那么 x 一 y 一 定 是 一 个 有 理 数 。( 为 什么 ? 利用 恒等式 z 一 y= (x 一 z) 一 (y 一 2。) 因 
此 z+Q 和 w+Q 肯定 相等 . (为 什么 ? ) 所 以 , 任意 两 个 陪 集 要 么 相等 ,要么 不 
相交 。 
观察 可 知 ， 有理数 集 Q 的 每 一 个 陪 集 4 与 [0,1] 的 交集 都 是 非 空 的 。 实际 上 ， 
如 果 4 是 一 个 陪 集 , 那么 就 存在 一 个 实数 x 使 得 4 = z+Q。 如 果 我 们 在 [zx, 1 一 x] 
中 取出 一 个 有 理 数 g, 那么 xz 十 qe [0,1]， 从 而 ANn[0,1] 包含 x 十 gq。 

令 R\Q 表示 由 Q 的 全 体 陪 集 构成 的 集合 。 注意 , 这 个 集合 中 的 元 素 本 身 就 
是 (实数 的 ) 集合 。 对 于 R\ Q 中 的 每 一 个 陪 集 4, 我 们 从 A4Nn [0,1] 中 取出 一 个 元 
素 zs4〔( 因 为 这 里 有 无 穷 多 种 选取 ,所 以 我 们 需要 使 用 选择 公理 , 参见 8.4 节 )。 设 
是 由 所 有 这 些 z4 构成 的 集合 , 即 := {x4 : 4 e R/Q}。 注意 , 由 五 的 构造 可 
得 EC [0,1]。 

现在 考察 集合 


= (J (g++ E) 


gEQNM[—1,1] 
显然 ,这 个 集合 包含 在 [1,2] 之 中 (因为 只 要 ge [-1,1] 且 xze BC1[0,1], 就 有 
q 十 xX € [一 1,2|)。 我们 断定 这 个 集合 包含 区 间 [0,1]。 事实 上 , 对 于 任意 的 ye [0,1]， 
我 们 知道 y 一 定 属于 某 个 陪 集 4 (例如 , 它 属于 陪 集 y+ Q)。 但 我 们 还 知道 za 也 
属于 这 个 陪 集 , 于 是 y 一 za 就 等 于 某 个 有 理 数 gq。 又 因为 y 和 z4 都 属于 [0,1], 所 
以 4 属于 [11。 由 y=d+za 可知 VEd+ 巨 ,从 而 就 得 到 了 ye X。 
我 们 断定 


m(X)# 2, ml(gtB) 

gEQNI—1,1] 
并 据 此 来 证 明 本 命题 结论 ,为 了 弄 清楚 上 式 为 什么 成 立 , 我 们 注意 到 [0,1] CX GC 
[1,2]， 那么 根据 单调 性 和 命题 18.2.6 可 得 , 1 < m*( 匀 ) < 3。 对 于 不 等 式 的 右 端 ， 


根据 平移 不 变性 可 知 ， 
mlgt ps. XY. mh) 


gqEQNI—1,1] gEQNMI—1,1] 
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) = 0)， 要 么 是 +co (如 果 mx*(E) > 0)。 无 论 是 哪 一 种 情形 ， 它 都 不 可 能 介 
和 3 之 间 , 结论 得 证 。 
注 18.3.2 上 面 的 证 明 用 到 了 选择 公理 。 事实 上 , 这 一 点 是 非常 必要 的 。 我们 
可 以 用 数理 逻辑 中 某 些 更 高 级 的 技巧 来 证 明 , 但 如 果 不 假定 选择 公理 , 那么 我 们 就 
可 能 得 到 一 个 外 测度 满足 可 数 可 加 性 的 数学 模型 。 
通过 改进 上 述 论 证 , 我 们 可 以 证 明 m* 实际 上 也 不 满足 有 限 可 加 性 。 
命题 18.3.3 (有 限 可 加 性 不 成 立 ) 在 R 中 存在 有 限 个 互 不 相交 的 子 集 (A4j)jey， 


集合 QN [1,1] 是 一 个 可 数 无 限 集 。( 为 什么 ? ) 因此 , 不 等 式 右 端 要 么 是 0 (如 果 
“(EB 
1 


于 


(Us) Ee 


jE€EJ jE€J 


证 明 : 我 们 用 间接 论证 的 方法 完成 证 明 。 利 用 反 证 法 , 假设 m* 满足 有 限 可 加 
性 。 设 刀 和 X 是 命题 18.3.1 中 引入 的 集合 。 根据 可 数 次 可 加 性 和 平移 不 变性 可 


mxX)< > mgqtB)= 》 ml(E) 
geQN[—1,1] 4cQn[-1] 

因为 已 知 1<m*(XX) <3, 所 以 mw*(B) 关 0; 否则 的 话 , 我 们 将 得 到 m*(X) < 0, 这 

是 一 个 矛盾 。 

m*( 忆 ) 去 0 可 知 , 存在 一 个 有 限 的 整数 n > 0 使 得 m*(E) > 1/n。 现在 令 J 

表示 Qn [1,1] 的 一 个 基数 为 3n 的 有 限 子 集 。 如 果 m* 满足 有 限 可 加 性 , 那么 有 


mm” (JatE = >》_m’'(g+E = >_m’(E ) > 3n2 = 3 
gq€J gE€J gq€J 
但 是 , 我 们 知道 U e+ 互 是 X 的 子 集 , 而 且 它 的 外 测度 最 多 为 3。 这 与 单调 性 相 
q€J 
了 矛盾。 因此, m* 不 可 能 满足 有 限 可 加 性 。 
注 18.3.4 ”这些 例子 与 巴 拿 赫 一 塔 斯 基 悖 论 有 关 。 该 悖 论说 的 是 (利用 选择 公 
理 ) 我 们 可 以 把 R3 中 的 单位 球 划 分 成 有 限 多 个 块 , 在 经 过 旋转 和 平移 后 , 这 些 有 
限 多 个 块 能 够 重新 组 装 成 两 个 完整 的 单位 球 ! 当然 , 这 个 划分 涉及 了 不 可 测 集 。 在 
这 里 , 我们 不 对 这 个 悖 论 展开 讨论 ,因为 它 用 到 了 和 群 论 的 相关 知识 ,而 这 些 知识 超 
出 了 本 书 范围 。 


| 


18.4 ”可 测 集 


在 上 一 节 中 , 我 们 看 到 一 些 集合 的 外 测度 性 状 比较 糟糕 , 特别 是 它们 可 以 作为 
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有 限 可 加 性 和 可 数 可 加 性 的 反例 。 不 过 这 些 集合 是 相当 病态 的 , 利用 选择 公理 , 它 
们 被 人 为 地 构造 出 来 。 我们 希望 把 这 些 集合 排除 在 外 , 从 而 使 有 限 可 加 性 与 可 数 可 
加 性 能 够 成 立 。 非常 广 运 , 这 是 可 以 实现 的 。 这 归功 于 一 个 聪明 的 定义 , 它 由 康 斯 
坦 丁 卡拉 西 奥 多 里 (1873 一 1950) 提出 。 
定义 18.4.1( 勒 贝 格 可 测 性 ) 设 瑟 是 R 的 子 集 。 我 们 称 EB 是 勒 贝 格 可 测 
的 ， 或 简称 为 可 测 的 ， 当 且 仅 当 对 于 Rz 的 每 一 个 子 集 4 都 有 恒等式 
mA)=m(ANE)+m (A\E) 
如 果 五 是 可 测 的 , 那么 我 们 把 五 的 勒 贝 格 测度 定义 为 m(B) = mx*(E); 如 果 已 不 
可 测 ， 那么 m(B) 无 定义 。 
也 就 是 说 , 巨 是 可 测 的 意味 着 ， 当 我 们 用 五 把 任意 的 集合 4 划分 成 两 部 分 
时 , 可 加 性 保持 不 变 。 当 然 , 如 果 m* 是 有 限 可 加 的 , 那么 每 一 个 集合 五 都 是 可 测 
的 。 但 由 命题 18.3.3 可 知 , 并 非 所 有 的 集合 都 是 有 限 可 加 的 。 我 们 可 以 把 可 测 集 看 
作 能 使 有 限 可 加 性 成 立 的 集合 。 我们 有 时 把 m(E) 写成 带 有 下 标的 ma(B)， 以 此 
来 强调 我 们 使 用 的 是 ” 维 勒 贝 格 测度 。 
上 面 这 个 定义 使 用 起 来 有 些 困难 。 在 实践 中 , 我 们 很 难 由 这 个 定义 直接 验证 
个 集合 是 可 测 的 。 但 是 , 我 们 将 使 用 这 个 定义 来 证 明 可 测 集 的 一 些 有 用 的 性 质 ( 引 
理 18.4.2~ 引 理 18.4.11), 然后 只 依据 这 些 引 理 中 的 性 质 来 判断 可 测 性 ， 而 不 再 使 
上述 定 义 。 
我 们 先 来 证 明 许 多 集合 其 实 都 是 可 测 的 。 显然 , 空 集 瓦 = Cg 和 全 空间 = R” 
都 是 可 测 的 。( 为 什么 ? ) 下 面 给 出 另 一 个 可 测 集 的 例子 。 
引 理 18.4.2〈 半 空间 是 可 测 的 ) 半空 间 {(z1,… ,zn) € R77 :xn > 0} 是 可 
测 的 。 
证 明 : 参见 习题 18.4.3。 
注 18.4.3 同 理 可 以 证 明 ， 任 意 一 个 形 如 {(zx1,… ,zn) ER" :zy > 0 或 
{(z1,… ,Zn) ER:zi<0 (其 中 1<j<gn) 的 半空 间 都 是 可 测 的 。 
现在 给 出 可 测 集 的 更 多 性 质 。 
引 理 18.4.4 (可 测 集 的 性 质 ) 
(a) 如 果 五 是 可 测 的 ,那么 R*\ EB 也 是 可 测 的 。 
(b) 《平移 不 变性 ) 如 果 是 可 测 的 , 并 且 z e R*， 那么 z 十 互 也 是 可 测 的 ， 
并 且 有 m(z ++E)=m(E)。 
(cj 如 果 轧 和 Es 都 是 可 测 的 , 那么 Blin Es 和 BiU Ez 也 都 可 测 。 
N N 
(d) 布尔 代数 性 质 ) 如 果 轧 , 2,… , BN 都 是 可 测 的 , 那么 UB; 和 中 亡 ; 
j=1 j=1 
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也 都 是 可 测 的 。 

(e) 每 一 个 开 盒 子 都 是 可 测 的 ,每 一 个 闭 盒子 也 都 是 可 测 的 。 

(f) 任意 一 个 外 测度 为 零 的 集合 如 ( 即 m*(E) = 0) 都 是 可 测 的 。 

证 明 : 参见 习题 18.4.4。 

根据 引 理 18.4.4， 我 们 已 经 证 明了 所 期 望 的 可 测 集 性 质 ( 亡 、( 过 ) 和 (xii， 并 
将 进一步 证 明 (i)。 另 外 , 我 们 还 有 有 限 可 加 性 (期望 的 性 质 (ix) )。 

引 理 18.4.5〈 有 限 可 加 性 ) 如果 (Bj;);ey 是 有 限 个 不 相交 的 可 测 集 , 而 4 是 
任意 一 个 集合 (不 一 定 是 可 测 的 ), 那么 有 


jE€J jE€EJ 


另外 ， 人 Sm(B;)。 


jE€J 
证 明 : 妆 岂 六 18.4.6。 


注 18.4.6 ”如果 把 引 理 18.4.5 和 命题 18.3.3 结合 起 来 , 那么 我 们 就 能 推出 “ 存 
在 不 可 测 集 ”， 参见 习题 18.4.5。 


推论 18.4.7 如 果 4 Cc B 是 两 个 可 测 集 , 那么 B\ 4 也 是 可 测 的 , 并 
m(B\ A)=m(B)— m(A) 


证 明 : 参见 习题 18.4.7。 
现在 来 证 明 可 数 可 加 性 。 
引 理 18.4.8 (可 数 可 加 性 ) 如 果 (Bj)jey 是 可 数 个 不 相交 的 可 测 集 ， 那 么 
UE; 是 可 测 的 ， } (B= >», m(E;)。 
jE€J ) jEJ 


je 
证 明 : 设 一 := 出 Bj;。 我们 的 第 一 个 任务 是 证 明 五 是 可 测 的 。 令 4 是 任意 一 
个 集合 (不 一 定 是 可 测 的 )， 我 们 需要 证 明 
m’(A)=m ANE)+m’ (A\ BE) 
因为 7 是 可 数 的 , 所 以 我 们 记 J = {71,7j2,73,…}。 注意 ， 


ANE= | |J(AnB,) 


(为 什么 ? ) 那么 根据 可 数 次 可 加 性 可 得 ， 


m*(ANE) gy (AN Bj,) 
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我 们 把 这 个 式 子 改 写成 


设 Fw 为 集合 Fw := UU Bj.。 由 于 所 有 的 4n 已， 都 是 互 不 相交 的 ， 并且 它们 
1 
引 理 18.4.5 可 知 ， 


的 并 集 是 AN Fy。 因此 


从 而 有 


N 
>》 m'(ANB;) 


k=1 


k=1 


m(ANE) < sup DS_m’(AN E;, ) 
NZ>1 


m (ANFN) 


m(ANE) < sup mm’(AN FN) 


NZ>1 


现在 考虑 A\B。 因为 Fy C 互 (为 什么 ? )， 所 以 A\BC A\ Fw (为 什么 ? )。 于 


是 ， 由 单调 性 可 知 , 对 于 所 有 的 NN 都 有 


特别 地 , 我 们 有 


m (ANE)+m (A\E)< supm’ (AN FTN) 


m*(A\ EB) < m’(A\ Fy) 


NZ>1 


NZ>1 


但 根据 引 理 18.4.5，Fw 是 可 测 的 ， 从 而 有 
mANFN)+m (A\ FN)= mm (A) 


综合 上 式 可 得 ， 


又 由 有 限 次 可 加 性 可 知 ， 


为 了 完成 引 理 的 证 明 , 我 们 需要 证 明 m(B) 等 了 


次 可 加 性 , 我 们 观察 到 


< supm’*(AN FTN) 


mm (ANE)+m (A\E) < m'(A) 


m (ANE)+m (A\ E) > m’'(A) 
这 样 就 证 明了 EE 是 可 测 的 。 


jE€EJ 


另外 , 由 有 限 可 加 性 和 单调 性 可 知 ， 


m(E;)。 


rm (A\E) 


Fm (A\ Fn) 


首先 , 根据 可 数 
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当 NN 一 00 时 取 极 限 可 得 ， 


从 而 就 得 到 了 想 要 证 明 的 


这 证 明了 我 们 期 望 的 性 质 (xi)。 接 下 来 , 我 们 研究 可 数 并 集 和 可 数 交 集 。 
引 理 18.4.9(o 代数 性 质 ) 如 果 (Q;)yey 是 任意 可 数 个 可 测 集 (从 而 了 是 可 
数 的 ), 那么 并 集 U 9; 和 交集 站 9; 也 都 是 可 测 的 。 
jE€EJ jE€J 


证 明 :; 参见 习题 18.4.8。 

我 们 所 期 望 的 最 后 一 条 需要 验证 的 是 性 质 (a)。 首先 , 我 们 需要 一 个 预备 引 理 。 

引 理 18.4.10 每 一 个 开 集 都 能 写成 可 数 个 或 者 有 限 个 开 盒子 的 并 集 。 

证 明 : 省 完 ; 我 们 需要 个 记号 。 如 果 个 合子 B= I bi;) 的 所 有 分 量 Qi 
和 b; 都 是 有 理 数 ， 那 么 就 称 B 是 一 个 有 理 盒子 。 注意， 只 存在 可 数 个 有 理 盒 子 
(因为 一 个 有 理 盒 子 可 以 用 2n 个 有 理 数 来 描述 , 所 以 有 理 盒 子 就 与 Q>” 的 基数 相 
等 。 但 Q 是 一 个 可 数 集 ， 并 且 任 意 有 限 个 可 数 集 的 笛 卡 儿 积 也 是 可 数 的 ， 参 见 推 
论 8.1.14 和 推论 8.1.15)。 

我 们 给 出 下 面 这 个 结论 : 给 定 任意 的 开 球 B(x,7)， 在 B(x,7) 中 存在 一 个 包 
含 z 的 有 理 盒子 B, 为 了 证 明 这 个 结论 , 记 z = (z1,… ,zn)。 对 于 每 一 个 1 <ig&n,， 
设 a; 和 b; 是 满足 下 列 条 件 的 有 理 数 : 


到 
< 
Tn 


那么 盒子 He 0;) 显然 是 一 个 有 理 盒子 ， 并 且 它 还 包含 了 xz。 利用 毕 达 哥 拉 斯 定 


理 (或 者 三 角 不 等 式 )， 通 过 简单 的 计算 就 可 以 证 明 这 个 盒子 还 包含 在 B(z,7) 中 ， 
并 把 这 部 分 的 证 明 留 给 读者 。 
现在 设 妃 是 一 个 开 集 , 并 设 并 是 巨 中 全 体 有 理 盒子 B 所 构成 的 集合 , 然后 
考察 所 有 这 些 盒子 的 并 集 U_B。 显 然 , 由 于 忆 中 的 每 一 个 盒子 都 包 合 在 已 中 ， 
后 
因此 这 个 并 集 也 包含 在 互 中 。 另外, 因为 妃 是 一 个 开 集 ， 所 以 对 于 每 一 个 ze 万， 
都 存在 一 个 包含 在 五 中 的 球 B(z,r)。 而 且 由 前 面 的 命题 可 知 , 在 这 个 球 中 存在 一 
个 包含 * 的 有 理 盒子 ,于 是 ，* 属于 ,LU_B。 因此 ,我们 有 
在 
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的 子 集 。 


，》 是 一 个 可 数 集 或 者 有 限 集 ， 这 是 医 


p= U 


B 


BE>， 


它 


为 


是 全 体 有 下 


盒子 押 构 成 的 可 数 集 


引 理 18.4.11〈 博 雷 尔 性 质 ) 每 一 个 开 集 都 是 勒 贝 格 可 测 的 , 每 一 个 闭 集 也 都 


是 勒 贝 格 可 测 的 。 


证 阴 9 只 需要 训 
18.4.4(a)〔 即 怕 


E 明 关于 
E 质 (让 )) 推导 


盒子 的 可 数 并 集 。 由 于 我 们 已 经 知道 盒子 都 是 可 测 的 ， 
一 个 可 测 集 ， 因 此 结论 得 证 。 


集 的 结论 就 可 以 了 , 因为 关于 闭 集 的 结论 可 以 由 引 理 
8 来 。 设 已 是 一 个 开 集 。 根 据 引 理 
并 旦 


日 


18.4.10 可 知 , 互 是 
数 并 集 仍 是 


可 测 集 的 可 


现在 ,关于 勒 贝 格 测度 的 构造 以 及 勒 贝 格 测度 的 基本 性 质 就 介绍 完了 。 接 下 


来 , 我 们 将 进入 构造 勒 贝 格 积 分 的 下 一 步 ， 即 介 


习 


题 


可 积 函 数 的 


类 型 。 


18.4.1 设 4 是 及 中 的 开 区 间 , 证 明 : m*(A)=m*(AN (0,00))+m*(A\ (0,00))。 

18.4.2 设 4 是 及 "中 的 开 盒 子 , 并 设 妃 是 半 平 面 妃 := {(z1)… ,Xn) ER" :zn>0}, 证 
明 : mx*(4) = mx(4m 万 +m(4N\ 五 ]。( 提 示 : 利用 习题 18.4.1。) 

18.4.3 ”证 明 引 理 18.4.2。( 提 示 : 利用 习题 18.4.2。) 

18.4.4 ”证 明 引 理 18.4.4。( 提 示 : 对 于 (c), 首先 证 明 my*(A)=mw (ANEBiNE2)+m*(An 
BNEB2) ++m(AN BN\ Di)+m'(A\ (BU E)) 画 一 个 文 氏 图 或 许 会 有 帮助 。 另 
外 ， 你 可 能 还 会 用 到 有 限 次 可 加 性 。 利 用 (c) 来 证 明 (d), 并 利用 (b)、(d) 以 及 引 理 
18.4.2 的 各 种 形式 来 证 明 (e) )。 

18.4.5 ”证 明 : 命题 18.3.1 和 命题 18.3.3 的 证 明 中 所 用 到 的 集合 EB 是 不 可 测 集 。 

18.4.6 ”证 明 引 理 18.4.5。 

18.4.7 ”利用 引 理 18.4.5 来 证 明 推论 18.4.7。 

18.4.8 证 明 引 理 18.4.9。( 提 示 : 对 于 可 数 并 集 的 问题 , 记 J = { 记 ,万 Fw := Un， 
记 En := Fw \ Fwy-1, 其 中 Fi 是 空 集 。 然后 应 用 引 理 18.4.8。 对 于 可 数 交集 的 问 
题 , 利用 你 刚 做 的 证 明 以 及 引 理 18.4.4(a) 。) 

18.4.9 ” 设 A C R? 是 集合 4 := [0,1]?\ Q?。 也 就 是 说 ,A 是 由 [0,1]? 中 的 坐标 zx、y 不 全 
为 有 理 数 的 点 (z,y) 所 构成 的 集合 。 证明 : 4 是 可 测 集 m(4) =1, 但 是 4 没有 
内 点 。( 提 示 : 与 运用 第 一 性 原理 的 解 题 思 路 相 比 ， 利 用 外 测度 和 测度 的 性 质 来 解 题 
将 更 加 容易 ,其 中 包括 前 几 题 中 的 结果 。) 

18.4.10 设 ACBCR", 证 明 : 如 果 B 是 测度 为 零 的 勒 贝 格 可 测 集 , 那么 4 也 是 测度 为 零 


的 勒 贝 格 可 测 集 。 
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18.5 ”可 测 函 数 


在 黎 曼 积分 的 理论 


口 


我们 只 能 对 茶 种 特定 类 型 


分 。 现 在 我 们 可 以 对 
对 那些 绝对 可 积 的 可 涡 


就 像 之 前 讨论 的 习 


此 我 们 在 现实 生活 中 处 至 


测 的 。 


引 理 18.5.2( 连 续 函 数 是 可 测 的 ) 设 0 是 R" 
是 一 个 连续 函数 。 那么 f 也 是 可 测 的 。 

证 明 : 设 V 是 Rm 的 任意 
是 Q 中 的 开 集 (参见 定理 13.1.5(c)) 。 也 就 是 说 ， 


大 的 
上 函数 求 积 分 ， 稍 后 将 展开 详 绢 

定义 18.5.1〈 可 测 函 数 ) 设 9 是 R" 的 可 测 子 集 , 并 设 f :0 一 R7 
函数 。 函数 f 是 可 测 的 , 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 天 
了 样 , 我 们 在 现实 生 


类 函数 ， 即 可 测 函 数 求 


黎 竖 
ES 


的 函数 , 即 
积分 。 更 准确 地 说 , 我 们 


的 论述 。 


f-1(V) = WNQ (参见 命题 
为 Q 是 可 测 的 , 所 以 WNnQ 也 是 可 测 的 。 


根据 引 理 18.4.10, 我 们 得 到 一 种 容易 判别 


12.3.4(a) ) 。 


是 


可 积 函 数 求 积 


全 已 
只 HE 


一 个 


F 集 VC Rm™, f-1(V) 都 是 可 测 的 。 


活 中 处 理 的 绝 大 多 数 集合 都 是 可 测 的 , 因 
的 大 部 分 函数 自然 也 是 可 测 的 。 例 如 ， 


法 


个 


子 集 ， 那 么 1 


上 日 
A 


因为 W 


存在 一 个 天 


是 可 


的 可 测 子 集 , 并 设 f :9 一 R™ 


于 上 是 连续 的 ,因此 f°1(V) 
| 集 W Cc R" 使 


4% 旦 
寺 


集 , 所 以 它 是 一 个 可 测 集 。 因 


个 函 


数 是 否 可 测 的 方法 。 


引 理 18.5.3 设 Q 是 Rn 的 可 测 子 集 , 并 设 让: 0 一 Rm 是 一 个 函数 。 那 么 f 


是 可 测 的 , 当 


证 明 : 参见 习题 18. 


推论 18.5.4 设 Q 是 Ran 的 可 测 子 集 , 并 设 1 :0 一 Rm 是 一 个 函数 。 如 
f= 二 (及 ,… ,fm), 其 中 方 :9 一 R 是 的 第 
单独 的 f; 都 是 可 测 的 。 


当 每 一 个 


且 仅 当 对 于 


5.1。 


证 明 : 参见 习题 18.5.2。 


个 开 盒 子 B, f-1(B) 都 是 可 测 的 。 


J 


遗憾 的 是 ,两 个 可 讽 


; a 
个 分 量 ， 


1 函数 的 复合 并 不 一 定 是 可 测 的 。 不 过 我 们 还 有 下 面 


| 


生 结 


果 : 连续 


引 理 18.5.5 


设 0 


是 


fj :9 一 玖 是 可 测 的 , 六 
可 测 的 。 


证 明 : 参见 习题 18.5.3。 


人 、 


该 引 理 有 一 个 直接 


Vo 


vy 


四 
个 


那么 f 是 可 测 的 , 当 且 仅 


三 | 


函数 作用 在 可 测 函数 上 的 结果 是 可 测 的 。 


R 的 可 测 子 集 ， 并 设 W 是 Rm 的 开 子 集 。 如 
9 : W 一 R? 是 一 个 连续 函数 , 那么 gof :0 一 R2 


这 个 最 


四 
人 丰 


是 
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推论 18.5.6 设 Q 是 Rn 的 可 测 子 集 。 如 果 三 : 0 一 及 是 一 个 可 测 函 


么 | 用 ,max ( 访 0) 和 min(f,0) 也 都 是 可 测 的 。 


把 纪 到 


证 明 : E 18.5.5 应 用 到 g(x) := |zx|, 9 
上 即 可 。 
个 稍 弱 的 直接 推论 如 下 。 


推论 18.5.7 设 Q 是 R" 的 可 测 子 集 。 


妇 


数 ， 那 


(x) := max(7x,0) 和 g(x) := min(zx, 0) 


[I 果 了:0 一 RR 和 g:Q0 一 RR 都 是 可 


测 函 数 , 那么 十 g、f 一 g、fg、max(f,g) 以 及 min(f,9) 都 是 可 测 函 数 。 如 果 对 于 


所 有 的 ze Q 都 有 g(x) 关 0, 那么 ffg 也 是 可 测 


证 明 : 考虑 
(f(x),g 


h(x) 
所 以 | 


知 , koh 是 可 测 的 。 
需要 考虑 的 是 ,空间 及 2 必须 蔡 换 成 {(a,0b) < 
是 一 个 定义 明确 的 连续 
的 另 一 个 特点 ! 
引 理 18.5.8 设 Q 是 R" 的 可 测 子 集 ， 
且 仅 当 对 于 每 一 个 实数 wo， 广 
参见 习题 18.5.4。 


们 唯 


射 (wD > a/b 


可 测 函 数 


是 可 测 的 , 当 
证 明 : 


推论 18.5.4 可 知 , h 也 是 可 测 的 。 又 
余 的 情形 可 以 按照 类 似 的 论述 来 证 


”小 


受到 这 个 引 理 
{+o0} U {-00} 上 。 


下 面 


的 局 发, 我 们 把 可 测 函 


蕊 了 十 g。 我 们 可 以 把 这 个 函数 写成 koh， 共 
(7Z)); 而 有 : R2 一 R 是 函数 k(a,b) := a+b。 
因为 是 连续 的 , 那么 由 引 理 18.5.5 可 


映射 。 


这 个 引 到 


的 。 


中 及 :0 一 R? 是 函数 
因为 f、g 都 是 可 测 的 ， 


明 。 对 于 f/g 的 情形 , 我 
保证 映 


Ee R? :5 关 0}, 这 样 就 能 


E 给 出 。 


并 设 1 :9 一 及 是 一 个 


((a, 


数 的 概念 推广 到 广义 实数 系 R* := RU 


函数 。 那 么 f 


co)) 都 是 可 测 的 。 


定义 18.5.9 (广义 实数 系 上 的 可 测 函 数 ) 设 9Q 是 R” 的 可 测 子 集 。 我 们 称 函 


数 f:0 一 Rr 


是 可 测 的 , 当 


注意 ， 引 到 
在 实数 系 及 上 取 值 


昌 仪 


的 函数 的 可 讽 


关于 极限 , 可 测 性 具有 EE 
引 理 18.5.10( 可 测 函 数 序 
每 一 个 正 整数 m 设 访 :Q 一 R* 是 


以 及 lim inf 反 也 都 是 可 测 的 。 特别 地 ， 如果 方 


E 18.5.8 保证 了 , 在 广义 实数 系 R* 上 取 值 
1 性 概念 是 一 致 的 。 

好 的 性 状 。 
列 的 极限 是 可 测 的 ) 
数 。 那么 E 


一 个 可 测 函 


么 f 也 是 可 测 的 。 


证 明 : 我 们 先 来 证 明 关 于 supfn 的 结论 ， 并 把 这 个 函数 称 作 g。 我 们 必须 证 
-1((a, +00]) 都 是 可 测 的 。 由 


对 于 每 一 个 


a, 


当 对 于 每 一 个 实数 w 广 : 


((a, 十 09]) 都 是 可 测 的 。 
的 函数 的 可 


测 性 概念 与 只 


设 Q 是 R” 的 可 测 子 集 , 对 于 
函数 Sup fi we fn、 lim Sp fa 


到 点 收 级 守 防 数 f: 0 Re， ,于 


ID 


明 


上 确 界 的 定义 可 知 ， 
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g ((a, 十 co]) i 万 IT((a, 十 oo]) 
nl 


(为 什么 ? ) 因为 可 测 集 的 可 数 并 集 仍 是 可 测 的 , 所 以 上 面 这 个 集合 是 可 测 的 。 
按照 类 似 的 论述 可 以 证 明 关 于 inf fn 的 结论 。 关 于 limsup 和 lim inf 的 结论 
可 以 由 恒等式 


lim sup f= int sup fn 


于 一 Oo ry 


和 
lim ,nf == So a fis 
E 导 出 来 (参见 定义 18.4.6)。 
正如 你 所 看 到 的 ， 我 们 对 可 测 函 数 做 的 任何 事情 几乎 都 能 构造 出 男 一 个 可 测 
函数 。 这 基本 上 就 解释 了 为 什么 我 们 在 数学 中 处 理 的 每 一 个 函数 差不多 都 是 可 测 
的 。( 实 际 上 , 构造 不 可 测 函 数 的 唯一 方法 就 是 人 为 地 去 构造 , 比如 使 用 选择 公理 。) 


习 题 


18.5.1 证明 引 理 18.5.3。( 提 示 : 利用 引 理 18.4.10 和 c 代数 性 质 。) 
18.5.2 ”利用 引 理 18.5.3 推导 出 推论 18.5.4。 
i 
训 


18.5.3 证明 引 理 18.5.5。 

18.5.4 ”证 明 引 理 18.5.8。( 提 示 : 使 用 引 理 18.5.3。 作 为 一 个 预备 步骤 , 你 可 能 需要 证 明 如 果 

对 于 所 有 的 a，f-!((a,o0)) 都 是 可 测 的 ,那么 对 于 所 有 的 ao， 广 !(ao, co)) 也 是 可 测 

的 。) 

18.55 设 上 :BR? 一 及 是 一 个 勒 贝 格 可 测 函数 ， 并 设 9 : R” 一 及 是 一 个 函数 ， 它 在 测 
度 为 零 的 集合 之 外 与 f 相同 ， 即 存在 一 个 测度 为 零 的 集合 4 C R” 使 得 对 于 所 有 
的 zeR?"\4 均 有 jz) = g(x)。 证明: 9 也 是 勒 贝 格 可 测 的 。( 提 示 : 利用 习题 
18.4.10。) 


第 19 章 ” 勒 贝 格 


只 分 


在 第 11 章 中 , 为 了 研究 黎 曼 积分 , 我 们 先 对 一 类 特殊 的 简单 函数 , 即 分 段 常数 


函数 求 积分 。 此 外 , 分 段 常数 函数 只 能 取 有 限 多 个 值 (这 与 现实 生活 中 的 大 多 数 函 
数 相反 , 绝 大 多 数 函 数 都 能 取 无 限 多 个 值 )。 只 要 学 会 


我 们 就 可 以 按照 类 似 上 


的 步骤 求 其 他 歼 曼 可 积 函 数 的 积 


如 何 对 分 段 常数 函数 求 积分 ， 


分 。 


我 们 将 通过 类 似 的 思路 来 建立 勒 贝 格 积 分 。 首先, 我 们 考虑 一 类 特殊 的 可 测 函 


数 ,， 即 简单 函数 。 然 后 证 明 如 何 对 简单 函数 求 积分 , 进而 


者 至 少 是 绝对 可 积 的 函数 ) 求 积 分 。 


19.1 简单 函 


数 


对 所 有 的 可 测 函 数 (或 


定义 19.1.1〔 简 单 函 数 ) 设 9 是 R” 的 可 测 子 集 , 并 设 f :9 一 R 是 一 个 


可 测 函 数 。 如果 象 集 f(Q) 是 


说 , 存在 有 限 个 实数 cu, cz,…… 


满足 f(x) = cj。 


例 19.1.2 设 Q 是 R” 的 可 测 子 集 , 并 设 马 是 9 的 可 测 子 集 。 我 们 提 
数 xp :0 一 R 定义 为 : 当 z EE 了 时, xp(7):=1; 当 xz《5B 


个 有 限 集 , 那么 我 们 称 是 一 个 简单 函数 。 也 就 是 


, CN， 使 得 对 于 每 一 个 z e 都 存在 一 个 1 入 7 < N 


巴特 征 函 
时 ，xz(z) := 0。( 在 


某 些 教材 中 , xs 也 写作 15， 并 被 称 作 指 示 函 数 。) 那么 Xe 是 一 个 可 测 函 数 , (为 


什么 ? ) 而 且 它 还 是 个 简单 函数 ， 因 为 象 集 xp(Q) 是 {0,1} (或 者 ， 当 互 是 空 集 
时 , xg(Q) 是 {0}; 当 瑟 =Q 时, xp(Q) 是 {1})。 


我 们 给 出 简单 


的 线性 组 合 , 它们 带 近 可 测 函 数 。 更 准确 地 说 , 我们 有 如 下 三 个 引 理 。 


引 理 19.1.3 


是 简单 函数 , 那么 f +g 是 一 个 简单 函数 ,另外 ,对 于 人 有 


函数 的 三 个 基本 性 质 : 它们 构成 一 个 向 量 空 间 , 它们 是 特 和 


FE 函数 


设 9 是 R" 的 一 个 可 测 子 集 , 并 设 /0 一 及 和 9:09 一 及 都 


也 是 一 个 简单 函数 。 
证 明 : 参见 习题 19.1.1。 


引 理 19.1.4 


设 0 是 Rn 的 一 个 可 测 子 集 ， 
函数 。 那 么 存在 有 限 多 个 实数 cu … ,cy 和 Q 中 的 有 限 多 个 互 不 相交 的 可 测 但 


E 意 的 标量 ce R, 函数 cf 


N 
i, 已 , EN， 使 得 f = Dcixg,。 
| 


并 设 :0 一 及 是 


tA 
个 简 生 


人 


.402. 第 19 章 勒 贝 格 积分 


证 明 : 参见 习题 19.1.2。 

引 理 19.1.5 设 Q 是 R" 的 一 个 可 测 子 集 , 并 设 上 :9 一 玉 是 一 个 可 测 函 数 。 
如 果 了 始终 是 非 负 的 ， 即 对 于 所 有 的 x e Q 都 有 f(x) > 0,， 那么 存在 一 个 简单 函 
数 序列 广 , 户 , 户 ……， 其 中 f :9 一 及 ,使 得 序列 f 是 非 负 且 单调 递增 的 ， 


0 科 广 人) 入 PP) 入 户 O 和 7E9 


而 且 该 序列 逐 点 收敛 于 f: 


证 明 : 参见 习题 19.1.3。 
现在 我 们 来 说 明 如 何 计算 简单 函数 的 积分 。 
定义 19.1.6 〈 简 单 函 数 的 勒 贝 格 积分 ) 设 9 是 R” 的 一 个 可 测 子 集 ， 并 设 
f :0 一 及 是 一 个 非 负 的 简单 函数 ,那么 f 是 可 测 的 , 象 集 F9) 是 有 限 集 并 且 包 
含 在 0,co) 中 。 于 是 , 我们 把 f 在 2 上 的 勒 贝 格 积分 J。f 定义 为 : 
上 f= 和 ml{zeQn: fe) = 


和 AEF(O);i 和 >0 


我 们 有 时 也 把 J 记 作 [fam (以 此 来 强调 勒 贝 格 测度 m 的 作用 ), 或 者 使 
用 一 个 像 x 这 样 的 虚拟 变量 , 比如 [, f(z)dz。 
例 19.1.7 设 f:R 一 R 是 一 个 函数 , 它 在 区 间 [1,2] 上 等 于 3, 在 区 间 (2,4) 
上 等 于 4, 而 在 其 他 地 方 都 等 于 0, 那么 


| f :=3xm(l1,2]) +4xm((2,4)) =3x14+4x2=11 
0 


设 函 数 g:R 一 RR 在 [0,o0oo) 上 等 于 1, 而 在 其 他 地 方 都 等 于 0， 那么 


| g=1xm(l[0,0%))= 1x+%= + 
9 


因此 , 简单 函数 的 积分 可 以 等 于 +oo。( 我 们 只 考虑 非 负 函 数 的 积分 是 为 了 避免 出 
现形 如 十 oo 十 (一 00) 的 无 定义 形式 。) 

注 19.1.8 注意 , 积分 的 这 个 定义 与 我 们 对 积分 (至少 非 负 函 数 的 积分 ) 的 直 
观 概念 相对 应 , 也 就 是 说 , 我 们 把 积分 看 作 函 数 图 像 下 方 的 面积 (或 高 维 情形 下 的 
体积 )。 

关于 非 负 简 单 函数 的 积分 , 还 有 另外 一 种 表述 。 
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引 理 19.1.9 设 Q 是 R 的 可 测 子 集 , 并 设 轧 , Bo,:… ,Bw 是 Q 的 有 限 个 互 
不 相交 的 可 测 子 集 , 设 c1,… ,cw 都 是 非 负数 (不 必 两 两 不 同 ), 那么 有 


N 7 
| Dj cjX 局 = Dom(B,) 
0 j=1 j=1 


证 明 : 不 妨 假设 所 有 的 cj 都 不 为 零 ， 因 为 我 们 可 以 把 零 从 等 式 的 两 端 移 掉 。 
N 

设 f := cyxp,。 那 么 f(x) 要 么 等 于 某 一 个 cj ( 当 ze B; 时 ), 要 么 等 于 零 ( 当 
3 


rq UE, 时 )。 因 此 , f 是 一 个 简单 函数 并 且 f(Q) C {0}Uf{c;:1<j7<N}。 于 是 
1 


| = ym({zeQ: f(z)=N)) 


Me{o:1<I<N} 
= > Mm UU 巧 


ME{cj:1<j<N} 1&j&<N;c;= 和 A 


但 根据 勒 贝 格 测度 的 有 限 可 加 性 , 这 个 式 子 等 于 


ME{ci:1<Ij<N} 1<&j<N;c;=W\ 
= cim(B;) 
ME{ci:1<I<N} 1&I<N;c;=W 
为 每 一 个 cj 都 只 等 于 一 个 和 值 , 所 以 每 一 个 ; 都 恰好 在 这 个 和 式 中 出 现 一 次 。 
1<j<&N 


ds 


了 四 


非 负 简单 函数 的 勒 贝 格 积分 有 一 些 基 本 性 质 。 

命题 19.1.10 设 Q 是 一 个 可 测 集 , 并 设 f:09 一 R 和 9g:Q 一 RR 都 是 非 负 
简单 函数 。 

(a) 0<< fof soco. 另外 , [sf=0, 当 且 仅 当 m({xz € 9Q:f(z) 取 0})=0。 

(b) fo(f +9) = Jof +Jog。 

(c) 对 于 任意 的 正 数 ce， 有 | cy cfof。 

(d) 如 果 对 于 所 有 的 ze 9 都 有 f(z) < g(z), 那么 jof < fo9。 

我 们 做 一 个 非常 方便 的 符号 约定 : 如 果 性 质 P(x) 对 于 Q 中 (除了 测度 为 零 
的 集合 之 外 ) 的 所 有 点 都 成 立 , 那么 我 们 称 P 几乎 对 于 Q 中 的 每 一 点 都 成 立 。 于 
是 , (a) 断定 了 of = 0 当 且 仅 当 几乎 在 中 的 每 一 点 处 都 等 于 零 。 

证 明 : 根据 引 理 19.1.4 或 者 根据 公式 


.404. 第 19 章 勒 贝 格 积分 


f= 3 入 X{fzeoO:f(z)=》} 
和 ED)N{O} 


我 们 可 以 把 f 写成 特征 函数 的 组 合 ， 即 
N 
二 >》 cjXE 
j=1 
其 中 已] ,EN 是 0 的 互 不 相交 的 子 集 ， 日 C7 是 正 的 。 类 似 地 ， 我 们 可 以 记 
M 
9 = 》 dexX, 
= 


其 中 ,… ,Py 是 9 的 互 不 相交 的 子 集 , 并 且 di 是 正 的 。 
(a) 因为 Joy = 完 Gjm( 妃 ), 所 以 这 个 积分 值 显然 位 于 0 ~ co。 如 果 了 几乎 处 

处 为 零 , 那么 所 有 轧 的 测度 一 定 都 等 于 零 , (为 什么 ? ) 从 而 有 ff 二 0 

反 过 来 , 如 果 /sf = 0, 那么 Dam(B) =0, 这 只 有 当 所 有 的 m(B;) 都 


为 零 时 ， 上 式 才 成 立 (因为 所 有 的 ci 都 是 正 的 )。 这样 U 忆 ; 的 测度 就 为 
j=1 
零 , 从 而 了 几乎 在 9Q 中 的 每 一 点 处 都 等 于 零 。 
N 
(bp) 记 :=Q\ UB 和 oo:=0, 于 是 我 人 QQ=EoUIU.…UExn 和 
j=1 


类 似 地 ， 如果 记 := Q\ U 及 和 do := 0， 那么 我 们 有 
的 三 水 


M 
9 = dexp, 
k=0 


因为 QO= EoU.…UEN= foU.…UFm, 所 以 有 


N M 
f= > >》 Cj XE;NF 


j=0 k=0 
和 
M N 
9 二 >》， >》， dEX EjNF, 
k=0 j=0 
从 而 有 
f+9g= >》， (cj + dk)X BjNF 


0&j<N;0OSkSM 


19.2 ” 非 负 可 测 函 


数 的 积分 


:405 


引 理 19.1.9 可 知 ， 
| w+9= 5 (Gta)mBnn) 
0<j<N;0<kSM 
另外 , 我 们 有 
| f= >》 om(B;)= > m(Bj;N Fi) 
2 0Sj<N 0<j<N;0SESM 
以 及 类 似 地 
| 9= > dm(F)= 》， dem(E; N FY) 
0<k<M 0<ij<N;0<kS<M 
这 样 就 得 到 本 结 从 (b)。 
(©) oe ;所 以 [cf = Beem m( BE;) 


所 以 结 论 得 证 。 
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(d) 记 记 := g 一 ff。 那么 hh 是 一 个 非 负 的 简单 函数 , 并 且 g = f+h。 于 是 由 (b) 
可 得 , fg = of 十 Joh。 但 我 们 又 根据 (a) 得 到 [。h > 0， 因此 绪论 得 
证 。 
习 题 

19.1.1 ”证明 引 理 19.1.3。 

19.1.2 ”证 明 引 理 19.1.4。 

19.1.3 ”证 明 引 理 19.1.5。( 提 示 : 令 

记 () =sup {去 :je 台 才 < min(f(e),2") 


即 f(z) 是 既 不 大 于 


f(x) 也 不 大 了 


F 2 的 2 ”的 最 大 整数 倍 。 


下 万、 户 、 户 等 都 是 什么 。 然 后 证 


19.2 ” 非 负 可 测 函 数 的 积分 


现在 我 们 从 非 负 简单 函数 的 积分 过 


可 测 冰 数 的 取 值 为 +co。 


明 fs 满足 所 需要 的 所 有 性 质 。) 


你 可 以 画 张 图 


渡 到 非 负 可 测 函 数 的 积分 。 


来 看 一 


有 时 我 们 允许 


定义 19.2.1 (从 上 方 控制 ) 设 f :0 一 R 和 9g:Q 一 R 都 是 函数 。 我 们 称 f 从 


上 方 控制 g, 或 者 g 从 下 方 控制 /， 当 


仅 当 对 于 所 有 的 zx 


有 了 时, 我们 使 用 “f 支配 g” 来 代替 “ 广 从 上 方 控制 g”。 


9 都 有 f(z) > 9g(z)。 


.406 ， 


) 贝 格 积分 


定义 19.2.2〈 非 负 函 数 的 勒 
是 一 个 非 负 的 可 测 函 


| := sw {| s :5 是 一 个 非 负 人 简 自 
Q Q 


[0, co 


数 。 那 么 


注 19.2.3 读者 应 当 把 这 个 概念 与 定义 11.3.2 中 的 下 
较 。 有 趣 的 是 , 在 这 里 我 们 不 需要 让 这 个 下 积 


注 19.2.4 注 


我 们 必须 验证 
就 是 说 , 如 果 f :0 一 R 


函数 ,并且 


分 与 上 积分 相等 。 


么 由 


天 入 显 
人 六 


站 


意 ， 如 果 Q' 是 8 的 任意 一 个 可 测 子 集 ， 那 么 通过 把 } 限 
到 0 ， 我 们 也 可 以 把 5 f 定义 为 | . 二 人 jn 。 
这 个 定义 与 前 面 的 非 负 人 简单 函数 
是 一 个 非 负 简单 函数 , 那 


1 


积分 的 概念 进行 比 


风格 积分 ) 设 QQ 是 R" 的 可 测 子 集 , 并 设 f :0 一 
,我们 把 f 在 Q 上 的 勒 贝 格 积 分 J,f 定义 为 


s 从 下 方 探 秆 


制 


的 勒 贝 格 积分 概念 是 一 致 的 。 也 
上 述 定义 给 出 的 J 了 的 值 


应 当 等 于 由 之 前 的 定义 给 出 的 [了 的 值 。 这 一 点 显然 成 立 , 因为 了 一 定 能 从 下 方 
控制 它 自身 , 而 且 由 命题 19.1.10(d) 可 知 , 其 他 任意 一 个 从 下 方 控制 的 非 负 简单 
函数 s 都 满足 fs < Jof。 

注 19.2.5 注意 , 由 于 零 是 从 下 方 控制 的 非 负 简单 函数 ， 因此 Jo f 始终 不 
小 于 零 。 当然 ， Jof 可 以 等 于 十 co。 


非 负 可 测 函 数 的 勒 贝 格 积分 有 一 些 基 本 性 质 (这 些 怕 
命题 19.2.6 设 0 是 一 个 可 测 集 , 并 设 f :9 一 [0col 和 9g:Q 一 [0,oo] 都 


Jog° 


E 质 将 取代 命题 19.1.10)。 


是 


非 负 可 测 函 数 。 
(a) 0< fof < 0。 另外, [f=0 当 且 仅 当 f(z) =0 几乎 对 于 9 中 的 每 一 个 
2 都 成 并 。 
(b) 对 于 任意 的 正 数 c, 有 [ocf =cJof. 
(c) 如 果 对 于 所 有 的 ze 9 都 有 f(z) < g(x), 那么 [sf < 
(d) 如 果 f(z) = g(x) 几乎 对 于 9 中 的 每 一 个 > 都 成 立 , 那么 [,f = [og9。 
(e) 如 果 QC 9 是 一 个 可 测 集 , 那么 [o,f = Jo jxo < 


证 明 : 参见 习题 


注 19.2.7 命题 19.2.6(d) 十 分 有 趣 


为 零 的 集合 上 的 值 


题 19.2.1。 


》 


对 其 积分 值 产 生 作 


何 影响 。 这 似乎 表 


对 函数 积分 的 结果 没有 任何 “贡献 ”。 

注 19.2.8 注意 , 我 们 还 未 学 
明 (+9g) >JoF+Joyg (习题 19.2.2), 但 
昌 些 力气。 这 部 分 将 在 后 面 完成 。 


义 ， 容易 证 
还 需要 再 花费 


[we 


的 值 )， 而 


它 说 的 是 我 们 可 以 修改 函数 在 任意 测度 
(例如 ,你 可 以 修改 函数 在 每 一 个 有 理 数 上 


日 这 不 会 


明 任 何 生 


和 独 


只 有 正 


试 交 换 求 和 


分 


运算 与 积 


的 点 ,即使 是 测 
测度 的 点 集 才 会 对 
运算 的 次 序 。 根 据 这 个 定 


积分 产 


oH 
女 /和 心 


想 证 


Un 者 


明 等 式 成 立 , 我 们 
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在 前 几 章 中 我 们 已 经 看 到 ,积分 运算 与 极限 运算 (或 者 类 似 于 极限 的 概念 ， 比 
如 上 确 界 ) 的 次 序 并 不 总 是 可 以 交换 的 。 但 是 , 倘若 函数 序列 是 单调 递增 的 ,那么 
勒 贝 格 积分 与 极限 运算 的 次 序 就 是 可 以 交换 的 。 

定理 19.2.9〔 勒 贝 格 单调 收敛 定理 ) 设 8 是 R” 的 可 测 子 集 , 并 设 (f)% 
是 一 个 非 负 可 测 函 数 序列 ,其 中 :9 一 R, 而 且 这 个 序列 还 是 单调 递增 的 , 即 对 
于 每 一 个 ze 9 都 有 


0< fi(z) < folx) < fs(7x) < 
(注意 , 在 这 里 我 们 假设 f(x) 关于 n 是 单调 递增 的 这 个 概念 不 同 于 f(x) 关于 x 


是 单调 递增 的 。) 于 是 有 
o<| A<| 户 < | f3< 
Q Q oO 


| sup fo =sup | i 
Qn n Jo 


证 明 : 根据 命题 19.2.6(c), 第 一 个 结果 显然 成 立 。 现在 我 们 来 证 明 第 二 个 结果 。 
同样 由 命题 19.2.6(c) 可 得 , 对 于 每 一 个 n, 有 


| stn > | 


对 n 取 上 确 界 可 得 ， 
| sup fm > sup | fn 
< n JQ 


这 样 就 得 到 了 我 们 想 要 的 结论 的 一 半 。 为 了 完成 证 明 , 我 们 必须 证 明 
| sup fm < ap| fn 
根据 Jo supfi 的 定义 ,我 们 只 需要 证 明 , 对 于 所 有 从 下 方 控制 sapf 的 非 灸 简单 


函数 。 都 有 

|: < sup | fn 
就 可 以 了 。 
固定 s 不 变 。 我 们 将 证 明 , 对 于 每 一 个 0<s< 1 都 有 


(1 -9|: < ap| 记 


然后 令 = 一 0, 取 极 限 就 得 到 了 想 要 证 明 的 结论 。 
固定 = 不 变 。 由 s 的 构造 可 知 , 对 于 每 一 个 ze 9 都 有 


a(S npfn (0 
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因此 , 对 于 每 一 个 ze 8 都 存在 一 个 N (依赖 于 z) 使 得 
jz) > (1 — €)s(z) 


因为 及 是 单调 递增 的 , 所 以 访 (z) > (1 一 ss(z) 对 所 有 的 n> NN 均 成 立 。 于 是 ， 
如 果 我 们 把 集合 已 , 定义 为 


En := {x EO: fn(z) > (1 —e)s(r)} 
那么 就 有 Bi C By Cc Bs C... 和 UB=0, 
根据 命题 19.2.6(c)、(d) 、(f)， 我 们 有 


(1—e) J ,=| ( (1 —é)s Ja<| 加 所 | 下 


因此 为 了 完成 论证 , 我 们 只 需要 证 明 


中 
内 


是 一 个 简单 函数 ,因此 我 们 可 以 把 s 写成 s 二 并 cjxs, 其 中 瑟 是 可 测 的 ， 
j=1 
而 Ci 是 一 个 正 数 。 又 因为 


| 5 一 > cim(F) 


j=1 


和 


N 


| ， 到 | >》 oxping, -Pom m(F; nN En) 


En j= 1 


于 是 , 我 们 只 需要 证 明 对 于 每 一 个 ; 都 有 


supm(Fj;N Er) = m(F;) 


就 行 了 。 而 这 一 点 可 以 利用 习题 18.2.3(a) 得 到 。 
这 个 定理 非常 有 用 。 例如 , 我 们 现在 就 可 以 交换 加 法 运算 与 积分 运算 的 次 序 。 
引 理 19.2.10( 交 换 加 法 运算 与 积分 运算 的 次 序 ) 设 Q 是 Rn 的 可 测 子 集 ， 并 
设 /0 一 [0col 和 9:9 一 [0,co] 都 是 可 测 函数 , 那么 J,(f +9)= of+fog。 
证 明 : 由 引 理 19.1.5 可 知 ， 存在 一 个 简单 函数 序列 0 < s1 < so。 .…<<f 使 
得 supsn” = f。 类 似 地 ， 还 存在 一 个 简单 函数 序列 0<H < tc < .… < 9 使 得 
suptn = 9。 因为 ss 和 妃 都 是 单调 递增 的 , 所 以 不 难 验 证 s% 十 tt 也 是 单调 递增 的 ， 
并 且 有 sup(sn 十 如 ) = 十 9g。( 为 什么 ? ) 根据 单调 收敛 定理 (定理 19.2.9) 可 得 ， 
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[G49 =sup| ea 


但 由 命题 19.1.9(b) 可 知 ，J (sn 十 如 ) = /sn 十 fo 刀 。 根据 命题 19.1.9(q),， | sn 
和 人 如 都 关于 n 是 单调 递增 的 , 于 是 


sup (| Sn +| 4 = (sw | 加 十 (| 四 
n Q Q n JQ n Jo 
结论 得 证 。 


当然 , 一旦 能 够 交换 两 个 函数 的 积分 运算 与 求 和 运算 的 次 序 ， 那么 根据 归纳 


en 


去 , 我 们 就 可 以 交换 任意 有 限 个 函数 的 积分 运算 与 求 和 运算 的 次 序 。 更 令 人 惊讶 的 
是 , 我 们 可 以 同样 处 理 非 负 函 数 的 无 限 和 运算 。 

推论 19.2.11 设 Q 是 R” 的 可 测 子 集 , 并 设 g1,g2,… 是 一 个 非 负 可 测 函 数 
序列 ,其 中 g; : 9 一 [0,col, 那么 有 


一 < 


证 明 : 参见 习题 19.2.3。 

注 19.2.12 注意 ， 我 们 不 必 对 上 述 和 式 的 收敛 性 做 出 任何 假设 ， 这 个 等 式 
的 两 端 可 以 同时 等 于 +eo。 但 是 ， 我 们 绝对 有 必要 假定 函数 的 非 负 性 ， 参 见习 题 
19.2.4。 

类 似 地 , 我 们 可 以 问 能 和 否 交 换 极 限 运 算 与 积分 运算 的 次 序 。 也 就 是 说 ， 问 下 面 
这 个 式 子 是 否 成 立 


= 

全 

很 遗憾 ， 上 式 并 不 成 立 ， 下 面 的 “移动 颠 艇 ”就 是 一 个 例子 。 对 于 每 一 个 风 = 

1,2,3,…,， 设 所 :RR 一 RR 是 函数 所 =XtwntD。 那 么 对 于 每 一 个 + 有 lim fn(z)=0， 

但 对 于 每 一 个 n 有 | fn ==1, 从 而 有 lim J 有 ==1 取 0。 换言之 ,极限 函数 lim 记 

的 积分 最 终 会 远 小 于 任何 一 个 初始 积分 。 然 而, 下 面 这 个 非常 有 用 的 法 都 引 理 表 明 

了 , 反 过 来 的 结论 是 不 成 立 的 , 即 极 限 函 数 的 积分 不 可 能 大 于 初始 积分 (的 极限 )。 
引 理 19.2.13 (法 都 引 理 ) 设 9 是 R" 的 可 测 子 集 , 并 设 方 , 有,… 是 一 个 从 

9 到 [0, co] 的 非 负 函 数 序列 。 那么 有 


| lm inf fh, < lim inf | fy 
Q 一 DO 也 一 OO Q 


和 
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证 明 : 回顾 
lim inf f;,= sup ( inf 户 】 


那么 由 单调 收敛 定理 可 知 ， 
| lim inf fn = sup . (wu 户 】 
根据 命题 19.2.6(c) 可 知 ， 对 于 每 一 个 了 > 有 ， 有 


上 人) 


inf fi, | < inf ; 
(加 语 ) < 带 ] 5 


对 7 取 下 确 界 可 得 


| lim inf fn, < sup af | fi; = lim inf | 3 
Q 也 一 OO i > 9 7 一 co Jo 


注意 , 我 们 允许 函数 在 某 些 点 处 的 取 值 是 +co。 一 个 取 值 为 +ce 的 函数 其 
仍然 可 以 有 一 个 有 限 的 积分 。 例 如 , 设 是 一 个 测度 为 零 的 集合 , 函数 f :9 
在 互 上 的 取 值 等 于 +oo, 但 f 在 其 他 任何 地 方 的 取 值 都 等 于 零 。 那 么 ， 
19.2.6(a) 可 知 , [sf = 0。 但 如 果 积 分 是 有 限 的 , 那么 这 个 函数 一 定 几乎 处 处 有 限 。 

引 理 19.2.14 设 Q 是 Ra 的 可 测 子 集 , 并 设 了 :Q 一 [0,oo] 是 一 个 非 负 可 测 
函数 , 而 且 [了 是 有 限 的 。 那么 几乎 处 处 有 限 ( 即 集合 {ze Q : f(z) = 十 oo} 的 
测度 为 零 )。 

证 明 : 参见 习题 19.2.5。 
根据 推论 19.2.11 和 引 理 19.2.14， 我 们 可 以 得 到 下 面 这 个 有 用 的 引 理 。 
_ 引 理 19.2.15 (Borel-Cantelli 引 理 ) 设 092 是 R" 的 一 列 可 测 子 集 , 并 
mn) 是 有 限 的 。 那么 集合 
{zx € R”: 存在 无 限 多 个 n 使 得 z € 0,} 
的 测度 为 零 。 换 言 之 , 几乎 每 一 个 点 都 只 属于 有 限 多 个 Q，。 
证 明 : 参见 习题 19.2.6。 


让 只 内 


个 


对 


习 题 


19.2.1 ”证明 命 题 19.2.6。( 提 示 : 不 要 试图 模仿 命题 19.1.10 的 证 明 ， 而 应 该 试 着 使 用 命题 
19.1.10 和 定义 19.2.2。 对 于 (a) 的 一 个 方向 ,从 f= 0 入 手 推 导出 “对 于 每 一 个 


19.2 ” 非 负 可 涡 


| 函数 的 积分 


“411 . 


19.2.2 


19.2.3 
19.2.4 


19.2.5 
19.2.6 
19.2.7 


19.2.8 


19.2.9 


19.2.10 


712 一直， 


了 证 明 


Dt 


(ej， 先 证 


定 
推论 


明 它 关于 


简单 


对 于 每 一 个 n= 1 2,3,， 


当 z ee n,n 十 1) 时 ， f(x) 等 村 
在 其 他 任何 点 处 f(z) 都 等 于 零 。 证 


证 明 引 


利 


明 


设 p>2 且 c>0, 利 


解释 一 下 


理 19.2.14。 


推论 19.2.11 和 引 理 


{zx € [0,1] 


， 这 为 什么 不 


19.2.10, 证 


都 有 m({x EQ: 了 f(z) > 1/n}) = 0” 然后 
函数 的 结果 。) 

是 R” 的 可 测 子 集 , 并 设 f :0 一 [0,+oo] 和 9:9 一 
定理 19.2.9 和 引 理 


明 : fo(f +9) 


a 议 


王 


19.2.11。( 提 示 : 对 /rw 二 学 gn 使 


Jo9: 


jE 


[mn 


用 


: 存在 无 限 多 个 ] 


的 测度 为 0。[ 提 示 : 我 们 
11.6.5 证 明和 式 》 st 是 有 限 的 。] 
q=1 


对 于 实数 zx E R， 如 果 存 在 实数 p > 0 和 C > 0， 


数 g 和 所 有 的 整数 a 都 有 lz - 
证 明 : 几乎 每 一 个 实数 都 是 丢 
且 还 可 以 令 p > 2。 然后 


题 19.2. 
pP 和 0C 


7， 


与 推论 19.2.11 相 了 矛 


直 。 


) 


mm 十 1) 一 X[m 十 1m 十 2) o 


所 (zx) 等 于 -1, 并 且 


19.2.14 去 证 
Borel-Cantelli 


只 需要 考虑 满足 0 < a < 9 的 整数 a。( 为 什么 ? ) 利 


都 可 以 取 有 理 


数 ， 


然 是 测度 为 0 的 集合 ”这 一 事实 。) 


对 于 每 


证 


的 n= 1,2,3,.… 
{zzER: f(z)> 
对 于 每 一 


逐 点 收 
它 使 得 
了 证 明 


m({z € [0,1] : 
及 ,那么 结 


一 个 正 整数 n, 设 fi :及 一 [0,co) 是 


Ls 


正明 : 对 于 任意 的 s > 0, 存在 一 个 勒 贝 格 测度 小 于 或 者 等 于 e 的 集合 
s， 它 使 得 对 于 所 有 的 zx E R\ 如 f(x) 部 收敛 于 
都 有 mm({fz E 及 : f(x) > 去 


集 ,) 


5)} 的 


J 


敛 于 零 。 证 


(Zz) 在 


明 : | 


Sa 


一 [0,co) 是 一 个 非 负 可 测 
0 
在 [0,1 八 互 上 一 致 收敛 于 0。( 这 是 叶 戈 罗 夫 定理 的 一 利 


理 19.2.15。( 提 示 : 


使 


指示 函 


里 证 明 集 口 


FE 整 数 a 和 g 使 得 lz 一 as 


番 图 数 。( 提 示 : 先 在 


5 


可 数 次 可 加 性 。 为 


0, 十 oo] 都 是 可 测 函 数 。 
之 Ja + 
j 单 调 收敛 定 理 。 
R 一 及. 是 函数 J 
F +1; 当 z en+1,n+2) 时， 


即 


函数 Xo，。 


推 


使 得 对 于 所 有 的 


那么 就 称 x 是 丢 番 图 数 。 利 


区 间 [0, 1] 


中 考察 


j 习 
， 证明 


利 


“0 测度 集 


一 个 非 负 可 测 
1 


n 


函数 ， 它 满足 


) < 


零 。( 提 示 : 


的 可 数 


并 集 仍 


E, 即 m(E) < 
先 证 明 对 于 所 有 


高 ， 然 后 


基 察 所 有 集 


口 


函数 ,而 


勒 贝 格 测 


这 个 结 吉 论 ， 目 


先 证 


明 对 于 任意 的 正 整 数 m， 我 们 
万 (z) > 1/m}) < ce/2” 对 所 有 的 nz 入 都 成 立 。) 如 果 把 [0,1] 换 成 
pa. 


能 够 找到 


特殊 情形 。 
一 个 NN > 0 使 得 


函数 序列 记 
度 m(E) 去 E， 


为 
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19.2.11 给 出 一 个 非 负 有 界 函 数 / : N x N 一 R+ 的 例子 ， 使 得 对 于 每 一 个 mw， 
f(r,m) 部 是 收敛 的 ， 并 且 对 于 每 一 个 m，1lim f(n,m) 部 存在 ,但 f 还 满足 
m=1 n—00 
下 面 这 个 不 等 式 


lim 》 frm) # 5 lim frm) 
ol m=1 
(提示 : 修改 “移动 颠 艇 ”的 例子 ， 甚至 可 以 使 用 取 值 只 有 0 和 1 的 函 
数 f。) 这 表明 交换 极限 运算 与 无 限 和 运算 的 次 序 是 危险 的 。 


19.3 ”绝对 可 积 函 数 的 积分 


现在 我 们 已 经 介绍 完了 关于 非 负 函 数 的 勒 贝 格 积分 理论 。 接 下 来 , 我 们 考察 如 
何 对 取 值 既 可 以 是 正 数 也 可 以 是 负数 的 函数 求 积分 。 但 是 ， 为 了 避免 出 现 +o0 十 
(一 00) 这 种 无 定义 的 表达 式 , 我 们 将 把 注意 力 集中 在 一 类 特殊 的 可 测 函 数 上 ， 即 绝 
对 可 积 函 数 。 
定义 19.3.1 (绝对 可 积 函 数 ) 设 0 是 R" 的 可 测 子 集 。 对 于 可 测 函数 f :9 一 
R*， 如 果 积 分 [|f| 是 有 限 的 , 那么 我 们 称 f 是 绝对 可 积 的 。 
显然 , | 有 | 总 是 非 负 的 ， 因此 即使 f 是 变 号 的 ， 这 个 定义 也 有 意义 。 绝 对 可 积 
函数 也 被 称 为 L1(0) 函数 。 
如 果 了 :9 一 R* 是 一 个 函数 ， 那 么 我 们 把 它 的 正 部 f+ : 9 一 [0,col 和 负 
部 广 :9 一 [0,co]l 分 别 定义 为 : 
f+ :=max(f,0); f°7 :=—min(f,0) 
由 推论 18.5.6 可 知 , f+ 和 广 都 是 可 测 的 。 另 外 ,观察 可 知 ，f+ 和 广 都 是 非 负 
函数 , 而 且 f= f+ 一 ,|f|= f+ 十 f-。( 为 什么 ?) 
定义 19.3.2 ( 勒 贝 格 积分 ) 设 f :0 一 R* 是 一 个 绝对 可 积 函 数 , 我 们 把 f 的 
勒 贝 格 积分 [。f 定义 为 
[hh 
人 EF 


注意 , 因为 是 绝对 可 积 的 , 所 以 Jo f+ 和 Jf/- 都 小 于 或 者 等 于 |/|, 因此 
它们 都 是 有 限 的 。 所 以 , ff 总 是 有 限 的 ,我 们 绝 不 会 遇 到 不 确定 形式 +oo0-(+o0)。 

注意 , 这 个 定义 与 前 面 关于 非 负 函数 的 勒 贝 格 积分 定义 是 一 致 的 , 因为 如 果 / 
是 非 负 的 , 那么 /+ = 了 且 广 = 0。 此 外 ,我 们 还 有 下 面 这 个 有 用 的 三 角 不 等 式 


(习题 19.3.1) 
| <| r+| 大 =| (19.1) 


勒 贝 格 积分 有 一 些 其 他 性 质 。 
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命题 19.3.3 设 0 是 一 个 可 测 集 , 并 设 /0 一 及 和 59:9 一 玉 都 是 绝对 可 


(a) 对 于 任意 的 实数 c〈 正 数 、 零 或 负数 )，cy 是 绝对 可 积 的 , 并 且 focf = 


(b) 函数 f 十 g 是 绝对 可 积 的 , 并 且 [o(f +9)= Jof+Jog。 

(c) 如 果 对 于 所 有 的 ze 9 都 有 f(z) < g(x), 那么 [sf < fog。 

(d) 如 果 f(z) = g(x) 儿 乎 对 于 每 一 个 z € 9 都 成 立 , 那么 |, f = [og。 
证 明 : 参见 习题 19.3.2。 

在 上 一 节 中 我 们 曾 提 到 过 , 极限 运算 和 积分 运算 的 次 序 是 不 能 随意 交换 的 , 即 
lm 访 = lim fi 不 一 定 成 立 , 就 像 在 “移动 题 艇 ”的 例子 中 所 展现 的 那样 。 但 是 ， 
如 果 存 在 一 个 绝对 可 积 的 函数 能 够 从 上 方 控制 每 一 个 函数 f,， 那么 我 们 就 可 以 排 
除 移动 颠 敏 的 例子 而 成 功 地 交换 极限 运算 和 积分 运算 的 次 序 。 这 个 极其 有 用 的 重 
要 定理 被 称 为 勒 贝 格 控制 收敛 定理 。 

定理 19.3.4( 勒 贝 格 控制 收敛 定理 ) 设 9 是 R 的 可 测 子 集 , 并 设 广 , 户 ,…: 
是 一 列 从 9 到 Rx* 的 可 测 函 数 ， 而 且 这 个 函数 序列 是 逐 点 收敛 的 。 如 果 存 在 一 个 
绝对 可 积 函 数 五 : Q 一 [0, oo]， 使 得 对 于 所 有 的 ze Q 和 所 有 的 n= 1,2,3,..… 都 
有 |fn(z)| < P(x), 那么 


| a | i 


Nn—00 Nn—00 
0 


证 明 : 设 f : 9 一 R* 是 函数 f(x) := im fn(z)。 根据 假定 ， 这 个 函数 是 
存在 的 。 由 引 理 18.5.10 可 知 ，f 是 可 测 的 。 另 外 ， 因 为 对 于 所 有 的 n 和 所 有 的 
z EQ 都 有 |f(z)| < F(z),， 所 以 每 一 个 fi 都 是 绝对 可 积 的 ， 而 且 通 过 取 极 限 可 
得 , |f(zx)| 入 F(z) 对 所 有 的 ze Q 均 成 立 。 于 是 , f 也 是 绝对 可 积 的 。 我 们 的 任务 
是 证 明 lim fo f= Jof。 

+ 是 逐 点 收敛 于 十 了 的 非 负 函 数 。 于 是 由 法 都 引 理 ( 引 理 19.2.13) 可 
知 ， 


| Fi+f <lm inf | F+i+fn 
Q 作 一 CO Q 


从 而 有 
| f <lim inf | fi; 
9 nco Jo 
另外 , 了 一 fi 是 逐 点 收敛 于 一 了 的 非 负 函 数 。 于 是 同样 由 法 都 引 理 可 知 ， 
| Ff<lm inf | 了 一 户 
9 人 
于 上 式 右 端 等 于 Jo 下 一 lim sup fo 有 。( 为 什么 lim inf 会 变 成 limsup? ) 因此 ， 
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| f > lim sup | fn 


n—00 


于 是 [fi 的 下 极限 和 上 极限 都 等 于 [。f, 结论 得 证 。 
最 后 我 们 再 给 出 一 个 引 理 , 它 本 身 并 不 十 分 有 趣 , 但 由 它 可 以 推出 一 些 有 用 的 


定义 19.3.5〈 上 勒 贝 格 积分 和 下 勒 贝 格 积分 ) 设 9 是 R” 的 可 测 子 集 , 并 设 
f :9 一 RR 是 一 个 函数 (不 一 定 是 可 测 的 )。 我 们 把 上 勒 贝 格 积分 J。f 定义 为 : 


| f= mr{ | 省 .0 一 RR 是 从 上 方 控制 / 的 绝对 可 积 了 数 ) 
0 0 


六 


把 下 勒 贝 格 积分 | 定义 为 : 


| 7= sn {| ol :0 RR 是 从 下 方 控制 / 的 绝对 可 积 孙 数 } 
J0n 9 


容易 看 出 J f < Jof。( 为 什么 ? 利用 命题 19.3.3(O)。) 当 f 绝对 可 积 时 , 等 式 
成 立 。 (为什么? ) 其 逆 命 题 也 成 立 。 

引 理 19.3.6 设 Q 是 R 的 可 测 子 集 , 并 设 f :0 一 R 是 一 个 函数 (不 一 定 
是 可 测 的 )。 设 4 是 一 个 实数 。 如果 Jof = J 7 = 4, 那么 了 是 绝对 可 积 的 , 并 且 


bl 


证 明 : 根据 上 勒 贝 格 积分 的 定义 , 对 于 每 一 个 整数 n > 1, 我 们 可 以 找到 一 个 
绝对 可 积 函 数 六 :0 一 R, 它 从 上 方 控制 f 并 使 得 
| 二 所 4 十 
Q Tn 
类 似 地 , 我 们 还 能 找到 一 个 绝对 可 积 函 数 方 : 0 一 R, 它 从 下 方 控制 上 并 使 得 
| 二 >4- 
Q nN 
设 F+ := inf 计 且 f- :=supfr, 那么 Ft 和 FF 都 是 可 测 的 (根据 引 理 18.5.10)， 
并 且 都 是 绝对 可 积 的 (因为 它们 都 介 于 绝对 可 积 函 数 上 和 方 之 间 )。 另 外 ，F+ 
从 上 方 控制 f, 而 fF 从 下 方 控制 f。 最 后 ,对 于 每 一 个 n 有 
| rte | A+ 
0 Q Na 


下 


从 而 
[era 


19.4 与 黎 


曼 积 分 的 比较 


“415 


类 似 地 , 我 们 有 


但 因为 f+ 从 上 方 控 


特别 地 ， 


名 


| 


测 (参见 习题 18.5.5) 函 


命题 19.2.6(a) 可 知 ， a 
fF- 和 Ft 之 间 , 所 以 f(x) = 
色 对 可 积 函 数 F+ 仅 在 


2 


制 f-, 所 以 有 oft Jof-。 因 


| m=| 天 =4 
Q Q 


| Ft—-F- =0 
Q 


F(T) = 


一 个 测度 为 零 的 人 
函数 , 并且 


De 


证 


证 明 命 


明 只 要 0 外 及” 的 可 测 卫 F 集 
题 19.3.3。( 提 示 : 对 于 (b), 


| m=4 
9 


， 并 


19.2.10， 试 


只 用 非 负 函 


数 的 积分 来 表示 


设 1:R 一 R 


f(z) < g(x), 而 
( 即 对 于 R 中 除 


19.4 与 黎 曼 


虽然 我 们 已 经 花 


是 


的 积分 ) 否 存 在 


x 


稳 蚂 
世 黎 受 秒 


把 


Ny 


和 


fF-(z) 几乎 对 每 一 个 z 都 成 立 。 又 因 
天 (7z) 几乎 对 每 一 个 x 都 成 立 。 
合 上 不 同 。 于 是 , f 是 一 个 绝对 可 积 的 可 


此 必定 有 


为 了 介 于 
因此 , /与 


f 是 绝对 可 积 的 函数 , 式 (19.1) 就 成 立 。 


巴 f、g 以 及 了 十 g 都 分 成 了 


量 。) 


R 所 有 六 


FE 部 和 负 部 ,利用 引 理 


9 :及 一 有 都 是 绝对 


有 解决 如 何 真正 地 计算 勒 贝 格 积 4 
别 的 问题 。 
了 使 接 下 来 的 讨论 更 加 清 


人 


只 分 的 比较 


比 费 了 大 量 的 精力 去 构造 勒 贝 格 积 分 
， 以 及 勒 贝 格 积 分 与 笋 盟 积 分 (比如 
门 来 证 明 勒 贝 格 积分 
青 晰 ， 我 们 暂时 把 黎 曼 积分 了 写成 R.『) f， 这 样 就 可 以 
只 分 从 勒 贝 格 积分 中 区 


现在 我 


分 出 来 。 


现在 , 我 们 的 


目标 是 证 


明 : 


Jrf= /rg 证 明 : f(z) = 
一 个 测度 为 零 的 集合 之 外 的 每 一 点 xz, 都 有 f(x) 


g(z) 几乎 对 于 


可 积 的 可 测 函 数 。 对 


每 一 


于 所 有 的 ze 及 都 有 
个 ze 及 都 成 立 


9(Z))。 


， 但 


到 


且 移 时 
征 和 做 受 少 


目前 为 止 我 们 还 没 
维 情形 下 
只 分 的 推广 。 为 
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命题 19.4.1 设 ICR 是 一 个 区 间 , 并 设 /了 一 及 是 一 个 歼 曼 可 积 的 函数 。 
那么 , f 也 是 绝对 可 积 的 , 并 且 ;f= R.J jf。 

证 阴 : 记 4 := R.]) 因为 了 是 黎 曼 可 积 的 , 所 以 它 的 上 黎 曼 积分 和 下 黎 曼 
职 分 都 等 于 4。 因此 , 对 于 每 一 个 。 > 0, 存在 了 的 一 个 划分 卫 , 它 把 了 划分 成 一 
些 更 小 的 区 间 J 并 使 得 


A—e< 2 Wint f(z) < A< 
JEP 


|Jlsup f(z) < A+e 
JeEP ZE 
旺 


其 中 |J| 表示 区 间 J 的 长 度 ,。 注意, 因为 7 是 一 个 盒子 , 所 以 |JJ 和 mm(J) 是 一 样 


设 广 :7 一 及 和 片 :7 一 及 分 别 是 函数 


和 


它们 都 是 简单 函数 ， 从 而 也 都 是 可 测 且 绝 对 可 积 的 。 根据 引 理 19.1.9 可 得 ， 
j= Pia 


和 
| # = 5 Mlsup fl) 


JEP XEJ 
从 而 有 
4-e<| | fAte 
I I 


于 上 岂 从 上 方 控制 户 并 且 从 下 方 控制 f， 因 此 对 于 每 一 个 。， 有 


4A-e<|1<| /<Are 
J I 


从 而 得 到 


| = =4 


于 是 由 引 理 19.3.6 可 知 , f 是 绝对 可 积 的 并 且 [; f = 4, 结论 得 证 。 
因此 , 每 一 个 黎 曼 可 积 的 函数 也 是 勒 贝 格 可 积 的 , 至 少 在 有 界 区 间 上 如 此 。 我 
们 不 再 需要 记号 R.f jf, 但 反之 不 成 立 。 例如 ， 函数 f:[0,1] 一 及 具有 如 下 定义 : 
当 x 是 有 理 数 时 ，f(x) := 1; 当 x 是 无 理 数 时 ，f(x) := 0。 那 么 由 命题 11.7.1 可 
知 ，j 不 是 歼 曼 可 积 的 。 男 外，f 是 集合 Qn [0,1] 的 特征 函数 , 这 里 的 Q nn [0,1] 
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是 一 个 可 数 集 ， 从 而 其 测度 为 0。 于 是 f 是 勒 贝 格 可 积 的 并 且 fi0 1 f= 0。 由 此 可 
见 , 与 黎 曼 积分 相 比 , 勒 贝 格 积 分 可 以 处 理 更 多 的 函数 。 这 是 我 们 为 什么 在 分 析 学 
中 使 用 勒 贝 格 积分 的 主要 原因 之 一 。( 男 一 个 原因 是 , 勒 幢 格 积分 可 以 很 好 地 与 极 
限 运算 进行 交互 , 这 一 点 已 经 在 勒 贝 格 单调 收敛 定理 、 法 都 引 理 以 及 勒 贝 格 控 制 收 
敛 定理 中 得 到 证 明 。 但 在 黎 曼 积分 中 ,并 不 存在 这 样 的 相应 定理 。) 


19.5 ” 富 比 尼 定 理 


我 们 已 经 证 明了 在 一 维 情形 下 勒 贝 格 积分 与 黎 曼 积分 有 关 ， 现 在 我 们 试 着 去 
理解 两 者 在 高 维 情形 下 的 联系 。 为 了 使 讨论 更 加 简化 , 我 们 只 研究 二 维 积分 , 但 这 
里 的 论述 可 以 很 容易 地 推广 到 高 维 情形 中 。 

我 们 要 研究 的 是 形 如 [sf 的 积分 。 注意, 一旦 知道 了 如 何 求 R? 上 的 积 4 
我 们 就 可 以 求 出 在 及 2 的 可 测 子 集 Q 上 的 积分 , 因为 [sf 可 以 改写 成 fs jxo。 

设 f(x,y) 是 一 个 二 元 函数 。 从 原则 上 来 说 , 我 们 可 以 采用 三 种 不 同 的 方法 求 
f 在 R? 上 的 积分 。 首先 , 我 们 可 以 使 用 二 维 勒 贝 格 积 分 求 [2 f。 其 次 , 我 们 可 以 
固定 xz, 并 求 出 关于 y 的 一 维 积分 , 然后 再 把 得 到 的 结果 对 z 求 积分 , 这 样 就 得 到 
了 fa (Ja f(x,y)dy) dz。 最 后 ,我 们 还 可 以 先 固定 y, 并 求 出 关于 z 的 积分 , 然后 
再 对 y 积分 , 进而 得 到 [ (JR f(x,y)dzx) dy。 
幸运 的 是 ,如 果 函 数 f 在 R? 上 是 绝对 可 积 的 , 那么 上 述 三 个 积分 值 就 相等 。 

定理 19.5.1〈 富 比 尼 定理 ) 设 f :R? 一 及 是 一 个 绝对 可 积 的 函数 。 那么 , 存 
在 绝对 可 积 的 函数 五: R 一 R 和 G :R 一 R, 使 得 对 于 几乎 每 一 个 x， f(z,y) 关 
于 yy 是 绝对 可 积 的 , 并且 有 


F(z) = | 276 站 
同时 ,对 于 几乎 每 一 个 yf(z, 共 关于 z 是 绝对 可 积 的 , 并 且 有 
G(y) = 上 f(a, Wd 


洁 
未 


上 F(z)dz = 上 f= | G(y)dy 


注 19.5.2 非常 粗略 地 说 , 富 比 尼 定 理 是 指 


| (| f(z, ay] dz=| 7=| (| f(z, ma] dy 


这 让 我 们 在 计算 二 维 积分 时 , 可 以 把 它 分 解 成 两 个 一 维 积分 。 但 我 们 没有 把 襄 比 尼 
定理 写成 上 述 形 式 的 原因 在 于 , 积分 J f(z,y)dy 可 能 并 不 对 每 一 个 x 都 存在 。 类 
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似 地 , 积分 [& f(z,y)dz 也 不 一 定 对 每 一 个 y 都 存在 。 富 比 尼 定理 只 不 过 断定 了 这 


些 积分 只 是 几乎 对 每 一 个 zx 和 yy 成 立 。 例如 ， 如果 函 数 f(z,y) 满足 : 当 


z= 二 0 时 , f(zx,y)=1; 当 y<0 且 xz=0 时 , f(x,y) = 一 1; 而 在 其 他 任何 情形 下 


f(z,y) 都 等 于 零 ， 那么 了 在 R? 上 是 绝对 可 积 的 , 并 
上 几乎 处 处 为 零 )。 但 是 , 当 xz = 0 时, J f(z,y)dy 不 是 绝对 可 积 的 (尽管 对 于 其 


他 任意 一 个 z， fn f(z,Y)dy 都 是 绝对 可 积 的 )。 


系列 化 简 开 始 。 


粗略 地 说 (忽略 那些 与 0 测度 集 有 关 的 事项 ), 我 们 要 证 明 的 是 


(reoaja=| 


这 个 等 式 ， 另 一 个 等 式 可 以 


以 及 x 和 y 互 换 之 后 所 得 到 的 等 式 。 我 们 只 证 明 上 面 


按照 类 似 的 方法 证 明 。 


们 假定 f 是 非 负 函 数 。 


接 下 来 ,只 需要 对 支撑 在 有 界 集 [-N, N] x [一 N, N] (其 5 


首先 ， 我 们 只 需要 证 明 关 于 非 负 函数 的 定理 就 
数 了 写成 两 个 非 负 函数 的 差 f+ 一 三 ， 然 后 再 分 别 对 f+ 和 f- 使 
(并 使 用 命题 19.3.3(a) 和 (b)), 就 能 得 到 一 般 情形 下 的 结果 。 


J 以 了 ， 


Jazf=0 (因为 f 在 R? 


证 明 : 富 比 尼 定 理 的 证 明 相当 复杂 , 在 这 里 我 们 只 给 出 一 个 框架 。 我 们 将 从 一 


因为 只 要 把 一 般 的 函 


Li 


富 比 尼 定 理 


因此 ,从 现在 开始 我 


PN 是 正 整数 ) 上 的 


非 负 函数 六 证 明定 理 成 立 就 行 了 。 实 际 上 ， 一 旦 得 到 了 关于 这 类 函数 的 富 比 尼 定 


理 , 我 们 就 可 以 把 一 般 的 函数 写成 这 种 紧 支 撑 函 数 的 上 确 界 ， 即 


f = sup fXI_N,N]x[_N,N] 
N>0 


分 别 对 每 一 个 函数 fxl_n,N]x[_N,n] 使 用 富 比 


尼 定 至 


E, 然后 


上 确 界 。 所以, 接 下 来 我 们 假定 f 六 撑 在 [-N, N] x [-N,N] 上 。 
按照 类 似 的 论述 , 我 们 只 需要 对 支撑 在 [-N, N] x [一 N,N] 上 的 非 负 简单 函数 


证 明定 理 成 立 就 行 了 。 因 为 根据 引 理 19.1.4, 我 们 可 以 把 f 写成 简单 函数 的 上 确 界 
(这 些 简单 函数 也 必须 支撑 在 [-N, N] x [和 N, N] 上 )。 对 每 一 个 简单 函数 使 用 富 比 
尼 定 理 , 再 使 用 单调 收敛 定理 取 上 确 界 即 可 。 因此, 我 们 可 以 假定 f 是 一 个 支撑 在 


[N,N] x [N,N] 上 的 非 负 简单 函数 。 


再 使 用 单调 收敛 定理 取 


接 下 来 ,我 们 只 需要 证 明定 理 关 于 支撑 在 [-N,N] x [-N N] 上 的 特征 函数 
是 成 立 的 。 因 为 每 一 个 简单 函数 都 是 特征 函数 的 线性 组 合 ， 因 此 我 们 可 以 从 关于 


特征 函数 的 富 比 尼 定 理 中 推导 出 关于 简单 函数 的 富 比 尼 定 理 。 于 是 ,我 们 可 以 令 


了 = xp， 其 中 马 C [N,N] x [二 N,N 是 一 个 可 测 集 


(忽略 0 测度 集 ) 


。 那 么 我 们 的 外 


FE 务 就 是 证 明 


19.5 富 比 尼 定 理 .419 ， 


| (| XE(Z, ou dz = m(E) 
[一 NN] [一 NN 
只 要 证 明 上 勒 贝 格 积分 满足 下 面 的 估计 式 就 行 了 


| (| ecadl 要 加 (19.2) 
—N,N] [一 NN] 


稍 后 我 们 将 证 明 这 个 估计 式 。 一 旦 证 明了 这 个 式 子 对 于 每 一 个 集合 妃 都 成 立 , 我 
们 就 可 以 把 王 替换 成 [-N, V] x [N,N]\ ,并 得 到 


| (| -xe dy] er < Ne -nm 
[一 NN] [一 N,N] 


但 该 式 左 端 等 于 
| 人 -| X(Z， ou dz 
[一 NN] 二 [一 N,N] 
即 
4V2 一 | (| ea dz 
LN,N] \JI-N,N] 
于 是 , 我 们 有 
| (| XE(Y, ou dz > ml(E) 
[N,N] \LI_N,N] 
进而 有 


| (| ad eg 
IN,N] \“ -N,N] 


于 是 由 引 理 19.3.6 可 知 ， Ti_vmXe(r,y)dy 是 绝对 可 积 的 ,并 


| (| XE(Y, Da dz = m(E) 
[~—N,N] [一 NN] 


同 理 可 以 证 明 


| (| XE(ZY, Da dz = m(E) 
[—N,N] \ 二 [一 NN] 
从 而 有 


| (| XE(T,Yy)dy 一 | XE(Z, ou dz=0 
[=-N,N] \ [一 NN] 二 [一 N,N] 
因此 由 命题 19.2.6(a) 可 知 ， 
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| XE(Z,Yy)dy = | XE(T,Yy)dy 
[N,N] [一 NN] 


几乎 对 每 一 个 ze [一 N,N] 都 成 立 。 于 是 ， 对 于 几乎 每 一 个 x, xp(z,y) 关于 yy 是 


绝对 可 积 的 。 而 且 jw wy Xe(z,gdy (几乎 处 处 ) 等 于 这 样 一 个 函数 F(z)， 


| F(z)dz = m(E) 
LLN,N] 


下 面 我 们 来 证 明 式 (19.2)。 设 s > 0 是 任意 一 个 正 数 。 由 于 m(B) 与 外 测度 


m*(E) 相等 ， 因此 存在 至 多 可 数 个 盒 (Bj)jey; 使 得 EbE C U B; 且 


JEJI 


Yjm(B;) < m(E)+e 
jEJ 


对 于 每 一 个 盒子 B;, 都 存在 两 个 区 间 I; 和 使 得 B; = 1 x 了。 注 
m(B) = ol=| | | (|, 中 
= | (| XL xL (TY, wa) dz 
[N,N] \JI-NN] 
= | (| XB; 2, ou dz 
[N,N] \JI-NN] 


把 所 有 的 Je J 对 应 的 上 式 全 加 起 来 (利用 推论 19.2.11) 就 得 到 ， 


2 mB | (| > XB; (7, i dz 


jE€EJ 


省 


C= 


In [ 2 Xe ad oj] dz < m(E)+e 
又 因为 半 xs; 从 上 方 控制 xp。( 为 什么 ? ) 所 以 
jEJ 


属 a Nn] end dr < m(E)+e 


By 


由 于 s 是 任意 的 ， 因此 式 (19 2) 成 立 。 这 样 就 完成 了 对 富 比 尼 定 理 的 证 明 。 


它 使 


得 
各 


附录 人 A 


绍 数 理 逻 辑 , 使 ) 


数理 逻辑 基础 


改 理 逻辑 可 以 进行 严格 的 数学 证 


和 


门 理解 数学 的 思维 方 
数学 概念 和 数学 问题 ， 


的 写作 是 一 


非常 有 用 的 技能 


A 但 并 不 完全 相同 。 


然而 你 可 以 通过 实 中 使 自己 的 书写 更 多 地 注 尼 上 面 的 
述 或 许 有 时 看 起 来 比较 笨重 、 过 于 复杂 或 者 显得 六 
个 很 大 的 优 
结论 是 正确 的 。 如 果 
(convince) 和 无 疑 (sure) 是 有 区 别 的 。 

合 平 逻 辑 并 非 书写 的 


证 在 逻辑 上 不 严谨 。 


能 够 同时 做 到 这 些 当然 


势 ， 即 只 


Ye 


要 你 全 部 的 假设 都 是 正确 


FE 


其 他 的 书写 风格 , 忆 


上 
| 


处 册 。 实际 LL， 在 


E 理 与 通俗 论述 z 


一 优良 特性 ek 种 阻力 。 例 如, 当 数 学 家 想 要 


让 大 他 数学 家 相信 某 个 未 经 充分 论证 的 命题 
当然 , 不 是 数学 家 所 
定 是 坏事 。 在 许多 通常 情形 下 ， 人 们 有 充分 


机 办 


明 。 知 道 数理 届 辑 
思维 方式 , 我 们 就 能 采用 明确 


1 的 写作 多 
时 我 们 不 得 不 做 
一 个 合乎 逻辑 的 论 
。 但 是 , 合乎 逻辑 地 书写 
;号 合 乎 逻辑 ,人们 就 会 完全 相信 
相信 某 些 内 容 是 真 的 , 但 相信 


采用 简短 通俗 的 论证 , 而 这 种 论 
的 ”命题 或 论述 并 不 
们 应 该 意识 到 


所 以 ,“ 非 逻辑 
不 去 强调 逻辑 性 。 但 是 


注 蒜 委 


把 一 Ce ee 有 好 辑 严密 性 


也 ， 如 果 一 道 习 
其 他 技能 一 样 , 逻辑 


间 的 区 别 ， 而 
站 F 


羊 也 是 与 生 俱 


常言 谈 以 及 自 


的 。 当 你 发 觉 自 


人 撞 ”， 或 是 无 法 理解 为 什么 


任何 


对 象 既 可 


数学 命题 


记得 定律。 因此 ， 在 本 


E 律 。 然 而， 想 要 认识 这 种 天 生 的 技能 ， 
门 还 需要 一 些 训 练 和 练习 。 


身 内 ， ns 你 或 许 都 在 无 


CL 忆 识 地 使 | 逻 


证 明 中 所 遇 到 的 那些 抽象 情 


cE 


己 不 得 不 死记 硬 彰 


一 个 数学 论证 都 是 通过 一 系列 的 数 当 
数学 对 象 ( 数 、 向 量 和 函数 等 ) 和 它们 之 间 关 系 se 相等 和 微分 等 ) tlh 这 些 数 学 


以 是 常量 也 可 以 是 变量 , 稍 后 我 们 会 对 此 进行 详细 的 说 明 。 


学 习 的 那些 逻辑 定律 是 


有 感觉 到 任何 心灵 
E 实 践 中 正确 有 效 地 使 用 


内 容 正 式 结 束 之 前 ， 请 不 
用 。 相 反 , 请 你 收 起 用 来 标记 重点 的 荧光 笔 


题 是 关于 各 种 各 样 的 


中 式 的 方法 来 学 本 附录 ， 这 种 
录 中 的 内 容 ， 而 不 只 


则 要 么 为 真 ， 要 


@ 更 准确 地 说 , 不 含 


由 变量 的 命题 要 


由 变量 。 


:422 ， 


附录 A ”数理 逻辑 


么 为 假 。 


不 是 命题, 我 们 有 时 称 它 是 不 


并 非 每 个 数学 符号 


例 A.1.1 2+2=4 是 一 个 真 命题 , 2+2 =5 则 是 
的 组 合 都 是 一 个 命题 , 例如 ， 
Ee We 
放生 -人 :五 


法 规则 的 或 定义 明确 的 。 


的 命题 则 既 不 是 真 的 ， 
语法 规则 芯 


命题 


现 这 些 错误 并 进 和 
另外 ,如 果 你 的 碘 
出 一 个 不 符合 语法 规 册 
标 ; 
我 们 正在 学 习 一 门 学 科 
松 说 话 的 能 


么 。 


的 条 件 下 , 命题 


HA 


付 电 三 
bE, 符合 语法 规则 的 命题 要 么 为 
岂 不 是 假 的 (实际 上 , 我 们 通常 认为 它们 根本 不 是 命题 )。 关 于 不 符合 


办 


命题 ， 


我 们 有 这 样 


被 零 整 除 是 无 定义 的 , 从 而 上 述 
符合 语法 规则 的 
于 零 。 很 多 
则 ”这 一 准则 有 关 。 

很 多 人 大 概 
达 其 他 某 些 符合 i 
的 某 些 单词 出 现 了 
词 ( 


例如 , 若 一 个 论证 使 
对 “0=17” 以 及 其 他 一 些 
都 曾 在 数学 
在 法 规则 的 ; 
拼写 错误 ， 或 是 用 
“She ran good” 来 代 奉 “She ran well”) 。 


0/0 


命题 不 符合 语法 规则 。 一 个 合乎 逻辑 的 论 
日 


个 更 微妙 的 例子 : 


C 


法 规则 的 或 定义 不 明确 的 。 上 一 个 例子 中 的 


= 


个 假 命 题 。 


rr MY 
题 是 符合 语 


命 
要 么 为 假 ; 而 不 符合 语法 规则 


直 


AN 


证 不 应 该 包含 任何 不 
那么 必须 首先 保证 


了 诸如 z/y = > 这 样 的 命题 
和 命题 的 所 谓 的 证 明 都 予 久 


作业 中 写 过 一 些 不 符合 语法 规则 的 或 
E 确 命题 。 从 某 种 程度 上 来 说 ， 


E 得 不 到 分 数 


> 
每 一 个 符合 


纠 


FE。 1 
不 知 
的 


全 -日 


个 不 太 准 


全 


的 或 者 有 语法 错误 的 单词 来 代替 准确 的 单 


> 
找 “ 


命题 必须 符合 语法 


二 
这 是 可 行 的 。 


E 确 的 命题 ， 而 想 要 表 
这 类 似 于 一 个 句子 中 


在 很 多 情况 下 , 你 (或 资历 老 的 人 ) 能 够 发 


! 是 这 看 起 来 很 不 专 \ 


山 


还 会 让 人 觉得 你 可 能 不 知道 自 


己 在 说 什 


己 在 说 什么 , 而 
将 很 快 地 误导 你 


的 东 


因为 你 知 


6。 因此 , 六 


语法 规则 的 


命题 要 么 为 真 ， 


日 盲 


地 使 


语法 规则 


日 


更 多 的 技 


省 上 


合 
加 
不 再 过 多 地 


写 出 越 来 越 多 的 废话 ,通常 都 是 丸 
FE 意 保持 命题 符 各 本 
| 就 更 加 重要 。 
道 自 己 在 做 什么 ,3 


了 数学 定律 或 逻辑 定律 ,那么 写 
种 依据 评分 
以 及 表述 准确 非常 重要 , 尤其 是 
能 和 信心 , 你 当然 就 再 次 拥有 了 轻 
担心 陷入 说 废话 的 危险 之 中 。 


么 为 假 , 不 可 


Wp 


。 更 进 


步 地 说 ， 


的 真 假 丰 


可 


能 与 这 些 变 量 


的 值 


命题 


义 和 记 号 都 要 保持 一 致 )。 


一 个 命题 为 假 ， 只 需要 证 
此 进行 讨论 。 只 
则 
个 公理 前 
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模糊 的 命题 如 “这 块 石头 很 
里 逻辑 是 一 个 非常 有 
以 尝试 着 对 这 些 情 形 (例如 
于 逻辑 


尽管 数 五 


的 真 假 取决 于 命题 自身 , 而 非 人 
所 以 , 为 了 证 明 


明 它 不 为 真 。 这 


上 可 以 确定 ) 


x 


要 我 们 处 到 


全 


! 的 概念 是 准确 
命题 的 真 假 , 那么 这 个 公理 就 
it 变 得 不 可 信 了 ,所 以 把 数理 逻辑 
这 块 石头 重 23.6kg” 是 完全 准确 和 客观 上 


的 
日 J， 


一 个 命题 为 真 ， 
E 是 反 证 法 这 
使 得 我 们 能 够 ) 


关 ， 稍 后 详 述 )， 这 是 数理 
门 对 该 命题 的 看 法 (当然 ， 


能 既 为 真 又 为 假 (在 
EE 逻辑 


只 需要 证 明 它 不 为 假 。} 


为 了 证 明 


有 力 工 具 的 原理 强 


础 ， 稍 后 我 们 将 对 


是 有 效 的 。 然 而 ， 当 我 们 处 


尽 j 


到 


FE 数学 问题 上 就 可 能 导致 错误 。( 例 如 ， 


客观 一 致 的 方法 来 确定 (至 少 原 
EE 非 数 学 问题 时 ， 这 


命题 


， 对 现实 4 


活 中 的 现象 构造 一 个 数学 模型 ) 
的 原理 )， 但 这 些 属于 科学 和 哲学 领域 , 而 非 数 学 , 对 此 我 们 不 再 


4， 从 而 用 数学 推理 对 它 进行 操作 是 相当 安全 的 , 而 
E”“ 这 段 音乐 很 美 ” 或 者 “上 帝 是 存在 的 ”就 有 很 大 问题 。 因 此 ， 
j 的 强大 工具 , 但 它 仍然 存在 一 些 应 用 上 的 限制 。) 而 我 们 依然 可 


逻辑 (或 


步 地 讨论 。 


是 类 似 


使 


于 进 


A.l 数学 命题 .423. 


注 A.1.2 存在 一 些 其 他 的 逻辑 模型 ， 它 们 试图 处 理 那 些 不 绝对 为 真 或 不 绝对 为 假 的 命 
题 ， 如 模 态 逻辑 、 直 觉 主义 逻辑 和 模糊 逻辑 , 但 这 些 内 容 都 超出 了 本 书 的 范围 。 


“是 真 的 ”与 “是 有 用 的 ”或 “是 有 效 的 ”并 不 相同 。 例如 , 命题 


2 二 学 
是 真 的 , 但 它 不 太 可 能 是 非常 有 用 的 。 命题 
4<4 
也 是 真 的 , 但 它 并 没有 非常 有 效 (命题 4 = 4 更 加 准确 )。 还 有 可 能 存在 这 样 一 种 情况 ， 即 虽 


然 命题 是 假 的 , 但 却 有 用 , 例如， 


T= 22/7 
是 假 的 , 但 它 作 为 第 一 近似 值 仍然 有 用 。 在 数学 推理 过 程 中 , 我 们 只 关心 命题 的 真 假 ， 并 不 在 
意 命题 是 否 有 用 以 及 是 否 有 效 。 因 为 命题 的 真 假 是 客观 的 《人们 都 会 认同 这 种 说 法 ), 并 且 我 
们 可 以 利用 精确 的 法 则 推导 出 真 命题 , 但 有 用 性 和 有 效 性 在 某 种 程度 上 只 是 一 种 观点 , 而 且 不 
遵守 任何 精确 法 则 。 另 外, 在 一 个 论证 中 , 即使 某 些 个 别 的 步骤 可 能 看 起 来 并 不 是 非常 的 有 用 
或 有 效 , 但 最 后 的 结论 可 能 是 相当 不 平凡 的 ( 即 不 是 显然 为 真 的 )， 并且 是 有 用 的 ， 这 种 情形 
实际 上 非常 普遍 。 


命题 与 表达 式 不 同 。 命题 要 么 为 真 , 要 么 为 假 , 而 表达 式 则 由 一 系列 的 数学 符号 组 成 , 它 
把 生成 的 某 个 数学 对 象 ( 数 、 算 了 泗 、 函 数 和 集合 等 ) 作为 自身 的 值 。 例如 ， 
2 十 3*k5 
是 一 个 表达 式 , 而 不 是 命题 , 它 把 生成 的 数 作 为 自身 的 值 。 然而 ， 
2 二 3*x5 一 17 
是 一 个 命题 , 而 不 是 表达 式 。 因此, 问 2+3*5 是 真 还 是 假 没 有 任何 意义 。 与 命题 一 样 , 表达 式 
也 可 能 是 定义 明确 的 , 或 者 定义 不 明确 的 。 例 如 , 2 十 3/0 是 定义 不 明确 的 。 在 某 些 情况 下 , 比 


如 试图 把 一 个 向 量 加 到 一 个 矩阵 上 , 或 在 一 个 函数 的 定义 域 之 外 对 该 函数 求 值 ， 如 sin (2)， 
就 会 出 现 更 多 微妙 的 定义 不 明确 的 表达 式 。 

利用 关系 =、<、>、E 和 C 等 , 或 者 利用 性 质 (如 “是 素数 ”“ 是 连续 的 ”“ 是 可 逆 的 > 等)， 
我 们 能 够 用 表达 式 来 构造 命题 。 例 如 ,“30 + 5 是 素数 ”是 一 个 命题 , 就 像 “30 十 5 < 42 一 7” 


也 是 命题 一 样 。 注意， 数学 命题 中 允许 含有 文字 。 

通过 使 用 逻辑 连接 词 ， 比 如 和 、 或 、 非 、 如 果 .……: 那么 、 当 且 仪 当 等 , 我 们 可 以 利用 较 
简单 的 命题 来 构造 复合 命题 。 下 面 我 们 按照 直观 性 递减 的 次 序 来 给 出 一 些 例子 。 

合 取 设 X 是 一 个 命题 ,Y 也 是 一 个 命题 。 如 果 X 和 了 都 为 真 , 那么 “X 和 YY” 也 为 真 ， 


则 “X 和 YY” 为 假 。 例如 “2 寺 2=4 和 3 十 3 = 6” 是 真 命题 , 但 “2+2=4 和 3 二 3 一 5” 
不 是 真 命题 。 又 比如 , “2 十 2 二 4 和 2 十 2 = 4” 为 真 , 尽管 这 个 命题 有 些 累 蒙 。 逻辑 关注 的 
是 命题 的 真 假 , 并 非 有 效 性 。 

根据 英语 的 表达 方式 ,我 们 可 以 用 很 多 种 方法 来 改写 命题 “X 和 YY”, 例如 “XX Y” 
或 “X 和 YY 都 为 真 ” 等 。 有 趣 的 是 , 命题 “X, 但 Y” 与 命题 “X 和 YY” 在 逻辑 上 是 等 价 的 ， 
但 两 者 的 内 涵 不 同 (两 个 命题 都 断定 了 X 和 Y 同时 为 真 ， 但 第 一 种 形式 暗示 了 X 和 了 是 


:| 
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相互 对 比 的 , 而 第 三 种 形式 则 暗示 了 X 和 YY 是 互相 支持 的 )。 再 次 


有 关 , 与 命题 的 内 涵 及 其 


暗含 的 内 容 无 关 。 


Ha 


， 逻 辑 与 命题 的 真 假 


析 取 设 X 是 一 个 命题 ,Y 也 是 一 个 命题 。 如 果 X 和 YY 中 至 少 有 一 个 为 真 , 那么 命题 


“X 或 Y” 也 为 真 ,例如 “2 十 2 二 4 或 3 
是 真 命题 。 男 外 “2 十 2 二 4 或 3 


3 二 5” 是 真 命题 , 而 “2 二 2 二 5 或 3 十 3 = 5” 就 不 


也 为 真 (尽管 它 不 太 有 效 , “2 十 2 二 4 和 3 二 3=6” 


就 是 一 个 较 强 的 命题 ) 。 因 此 在 数 到 
使 用 “包含 或 ”的 前 提 下 ， 为 了 证 
真 ， 而 不 需要 证 明 另 一 个 { 
2353 十 5931 = 7284” 是 真 命题 。 就 像 前 面 讨 # 


度 无 效 ， 但 它 仍 是 水 真 


Pp,“ 或 ”默认 表示 “包含 或 ”。 我 们 这 样 做 是 因为 , 在 
明 “ 久 或 Y” 为 真 , 我 们 只 需要 证 明 X 和 YY 中 有 一 个 为 
腿 。 所 以 ， 我 们 不 需要 看 第 二 个 等 式 就 能 知道 “2+2 = 4 或 
的 那样 , 尽管 命题 “2 十 2 二 4 或 2+2=4” 高 


如 果 我 们 确实 希望 使 


3“ 异 或 ” 那么 就 使 


j 像 “要 么 X 为 真 , 要 么 Y 为 真 , 但 两 者 不 同 


时 为 真 ” 或 者 “X 和 YY 中 恰 
中 , 但 它 远 不 及 “包含 或 导 


个 为 真 ”这 样 的 命题 。“ 异 或 ” 的确 越 来 越 多 地 出 现在 数学 


否定 命题 “X 不 是 真 的 ”或 
的 当 且 仅 当 X 是 假 的 , 它 是 


“和 是 假 的 ”或 者 “X 不 成 立 ” 被 称 作 X 的 否定 , 它 是 真 
仅 当 X 是 真 的 。 例如 , 命题 “2 十 2 = 5 不成立” 是 


里 的 “或 ”是 “包含 或 ”而 不 是 “ 异 或 ” 
“2 < x < 6”) 的 否定 是 “ 

类 似 地 , 否定 把 “或 ”转化 成 “和 ”。 
“ 简 ” 多 伊 的 头发 不 是 棕 1 
色 的 ”。 如果 z 是 一 个 实数 ， 罚 


—l1<zx<1)。 


一 个 命题 的 否定 将 产生 


真 命题 。 当 然 , 我 们 可 以 j 

否定 把 “和 ”转化 成 “或 ” 例如 
是 “ 简 多 伊 的 头发 不 是 黑 
并 且 腿 睛 不 是 蓝 色 的 ”。(1 
偶数 并 且 是 非 负数 ”的 否定 


写成 “2++2 了 5”。 
多 伊 的 头发 是 黑色 的 , 并且 眼睛 是 蓝 色 的 ”的 否定 
色 的 , 或 眼睛 不 是 蓝 色 的 ” 而 不 是 “ 简 ” 多 伊 的 头发 不 是 黑色 的 ， 
看 出 这 是 为 什么 吗 ? ) 类 似 地 ， 如果 x 是 整数 , 那么 命题 “z 是 
是 “zx 是 奇数 或 负数 ”, 而 不 是 “zx 是 奇数 并 且 是 负数 ”( 注 意 到 这 


一 个 不 可 能 为 真 的 


HK 


是 整数 ,那么 “z 是 偶数 或 奇数 ”的 


证 : 


假 的 。) 


多么 地 重要 )。 男 外 , 命题 “x > 2 并 且 x < 6”( 即 
”, 而 不 是 “x < 2 并 且 > > 6”, 也 不 是 “2 <x > 6”。 
“ 简 多 伊 的 头发 是 棕色 的 或 黑色 的 ”的 否定 是 
黑色 的 ”， 即 “ 简 ”多 伊 的 头发 既 不 是 标 色 的 也 不 是 黑 
bh 么 “zx1 或 x < 一 1” 的 否定 是 “zx < 1 zx>—1”( 即 


命题 , 这 种 情形 是 很 有 可 能 发 生 的 。 例如, 如果 


z 既 不 是 偶数 也 不 是 奇数 ”这 个 命题 显然 不 可 
个 命题 , 而 且 利用 一 个 偶尔 涉及 假 命题 的 论证 ， 


我 们 绝对 有 可 能 得 到 一 个 真 命题 。〈 反 证 法 就 属于 这 种 类 型 ， 另 一 个 例子 是 分 成 若干 种 情形 来 


证 明 。 如 果 我 们 把 证 明 划 分 成 三 种 互 太 的; 


情形 1、 情形 2 和 情形 3, 那么 在 任何 情况 下 ， 


有 两 种 情形 是 假 的 , 而 只 有 


否定 有 时 用 起 来 并 不 那么 直 


尤其 是 存在 多 重 否 定 的 时 人 4 


数 ， 要 么 z 不 大 于 或 等 于 3, 但 下 


3 这 未 必 表 示 整 个 证 明 是 错误 的 或 者 其 结论 是 


cm 


匡 。 例 如, 命题“ 要么 xz 不 是 奇 


不 同时 成 立 ” 用 起 来 就 不 是 特别 舒服 。 幸运 的 是 , 我 们 很 


少 遇 到 多 于 一 个 或 多 于 两 个 否定 


真 的 ”的 否定 是 “X 是 真 的 
式 进行 否定 ， 那么 我 们 就 


在 的 情况 ， 因 为 否定 常常 会 相互 抵消 。 例 如,“X 不 是 
更 简洁 地 记 作 “XX”。 当然 , 如 果 我 们 需要 对 更 加 复杂 的 表达 
绕 ， 因 为 在 这 个 过 程 中 要 处 理 “ 和 ”与 “或 ”之 间 的 转换 等 这 


人 .2 


蕴涵 关系 .425. 


山中 


类 的 事情 。 


当 且 仅 当 (if) 
只 要 YY 为 真 , X 就 为 真 〈 
换言之 “X 和 式 
所 以 例如 ,， 如果 x 是 一 个 实数 ,那么 命题 “ 

3 为 真 , 就 有 2z = 6 为 真 ; 并 且 只 要 
仅 当 xz? = 9” 是 假 的 ， 虽 然 当 z = 3 


Y 为 真 ”。 
信和 有 


意味 着 只 要 z = 
命题 “ 3 当 


设 X 是 


Hj 2 一 


为 真 时 , x = 3 3 


同等 真 的 命题 也 是 同等 假 的 : 


-让 


一 个 命 


即 X 和 六 
在 逻辑 上 是 等 


题 , Y 也 是 一 个 命题 


: 价 的 命题 ”， 


也 一 定 是 假 的 ( 因 


目 动 为 真 (思考 


为 如 果 Y 是 真 的 , 那么 X 也 ， 


下 ， 当 zz = 一 3 时 ， 


如 果 只 要 X 为 真 ， 
有 “同等 的 真 ”)， 那么 我 们 称 “XX 为 真 当 且 仅 当 于 
或 者 “X 为 真 等 价 于 Y 


27 = 6 为 真 , 就 有 
为 真 时 x? = 9 也 为 真 , 但 是 当 
会 发 生 什 么 ) 
如 果 X 和 YY 在 逻辑 上 是 等 价 的 ， 


3 当 昌 仅 当 : 流 


Y 就 


为 真 ， 


并 


或 者 


是 真 的 , 这 


区 . 


且 


必定 为 真 )。 反 过 来 ， 


X 是 假 的 ， 习 


另外 ， 


2Z2 一 9 


人 么 开 


任意 两 个 同等 假 的 命题 


在 逻辑 上 也 是 等 价 的 。 例 如 , 2 十 2 = 5,， 当 且 仅 当 4 十 4= 10。 

有 时 证 明 两 个 以 上 的 命题 在 逻辑 上 等 价 是 一 件 很 有 意思 的 事情 。 例 如， 我 们 希望 能 和 够 断定 
X、Y 和 2 这 三 个 命题 在 逻辑 上 是 等 价 的 。 这 意味 着 ， 只 要 其 中 个 命题 为 真 ， 这 三 个 命题 
就 全 为 真 。 同时 还 意味 着 , 如果 其 中 一 个 命题 是 假 的 ,那么 这 三 个 命题 就 全 为 假 。 这 看 上 去 好 
像 要 证 明 很 多 逻辑 旨 涵 关系 , 但 实际 上 , 一 旦 对 XX、Y 和 2 之 间 的 逻辑 缠 涵 关系 进行 了 足够 
的 阐述 , 我 们 就 可 以 推导 出 其 他 所 有 的 冀 涵 关系 , 从 而 推导 出 它们 在 逻辑 上 是 等 价 的 。 例子 参 


见习 题 A.1.5 和 习题 A.1.6。 


习 题 

A.1.1 ”命题 “要 么 X 为 真 , 要么 Y 为 真 , 但 两 者 不 同时 为 真 ”的 否定 是 什么 ? 

A.1.2 ”命题 “X 为 真 当 且 仅 当 YY 为 真 ” 的 否定 是 什么 ? 0 ) 

A.1.3 ”假设 你 已 经 证 明了 “只 要 X 为 真 , Y 就 为 真 ” 以 及 “只 要 X 为 假 ,Y 就 为 假 ”。 
么 你 是 否 已 经 证 明了 X 和 Y 在 逻辑 上 是 等 价 的 ? 请 给 出 解释 。 

A.1.4 假设 你 已 经 证 明了 “只 要 X 为 真 , Y 就 为 真 ” 以 及 < 只 要 Y 为 假 , X 就 为 假 ”。 那 
么 你 是 否 已 经 证 明了 “XX 为 真 当 且 仅 当 站 为 真 ”? 请 给 出 解释 。 

A.1.5 ”假设 你 知道 “XX 为 真 当 且 仅 当 YY 为 真 ”, 并 你 还 知道 了 为 真 当 且 仅 当 2 为 真 ”。 
那么 这 是 否 足以 证 明 X、Y 和 2 在 逻辑 上 是 等 价 的 ? 请 给 出 解释 。 

A.1.6 ”假设 你 知道 “只 要 X 为 真 , Y 就 为 真 ”“ 只 要 了 为 真 ，2 就 为 真 ” 以 及 “只 要 2 为 
真 ，X 就 为 真 ”。 那么 , 这 是 否 足 以 证 明 X、Y 和 2 在 逻辑 上 是 等 价 的 ? 请 给 出 解 
释 

A.2 ”蕴涵 关系 


现在 我 们 来 考察 
也 是 一 个 命题 , 那么 “着 
或 者 ee 强 涵 2 


为 真 ”， 


个 直观 性 最 弱 的 常 / 
XX， 则 了 ”是 


逻辑 关系 


列 涵 


关系 。 Ne X 是 一 
是 从 六 到 YY 的 蕴涵 关系 ,。 它 也 可 以 写成 
或 者 “ 当 X 为 真 时 了 为 真 ” 又 或 者 “X 为 真 仅 
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这 个 说 法 需要 花费 些 精力 去 理解 )。X 的 真 假 决定 了 命题 “如 果 X, 那么 Y” 所 表达 的 含义 。 
在 X 为 真 的 前 提 下 ， 当 YY 为 真 时 , 命题 “如 果 X,， 那么 Y” 就 是 真 的 ; 当 YY 为 假 时 , 命题 
“如 果 X, 那么 Y” 就 是 假 的 。 但 是 如 果 X 为 假 , 那么 不 管 Y 是 真 的 还 是 假 的 , 命题 “如 果 
,那么 YY” 总 是 真 的。 换言之, 当 X 为 真 时 , 命题 “如 果 X, 那么 Y” 缠 涵 YY 为 真 。 但 当 
XX 为 假 时 ， 由 命题 “如 果 X,， 那 么 Y” 无 法 判定 Y 的 真 假 ， 此 时 这 个 命题 是 真 的 , 但 却 是 空 
虚 的 (也 就 是 说 , 除了 “前 提 不 为 真 ” 这 个 事实 外 , 它 不 能 传递 任何 新 的 信息 )。 

例 A.2.1 若 z 是 一 个 整数 ， 那 么 不 管 x 是 否 真 的 等 于 2, 命题 “如 果 x = 2， 那 么 
2Z2 二 4” 总 为 真 (虽然 只 有 当 z 等 于 2 时 这 个 命题 才 可 能 有 用 )。 该 命题 不 能 断定 x 等 于 2， 
也 不 能 断定 x? 等 于 4, 但 它 确实 可 以 断定 当 z 等 于 2 时 , zx? 等 于 4。 如果 z 不 等 于 2, 那么 
该 命题 仍然 为 真 , 但 它 无 法 给 出 关于 x 和 z2 的 任何 结论 。 

上 述 缠 涵 关 系 存在 某 些 特殊 情形 : 草 涵 关系 “如 果 2 = 2, 那么 2? = 4” 是 真 的 ( 真 命 题 
蕴涵 着 真 命题 )。 缠 涵 关 系 “ 如 果 3 = 2, 那么 32 = 4” 是 真 的 ( 假 命题 强 涵 着 假 命题 )。 缠 涵 
关系 “如 果 -2 = 2, 那么 (-2)? = 4” 是 真 的 〈 假 命题 蕴涵 着 真 命题 ) 。 最 后 两 个 绚 涵 关系 被 
认为 是 空虚 的 , 即 它们 没有 提供 任何 新 的 信息 , 因为 它们 的 前 提 都 不 是 真 的 。( 尽 管 如 此 , 在 证 
明 中 使 用 空虚 的 列 涵 关系 仍 有 可 能 达到 很 好 的 效果 , 即 空虚 的 真 命题 仍 是 真 的 。 稍 后 我 们 将 看 
到 一 个 这 样 的 例子 。) 

就 像 我 们 看 到 的 那样 ,前提 不 为 真 并 不 影响 蕴涵 关系 为 真 。 事实 上 ,情况 恰恰 相反 ! ( 当 
前 提 不 为 真 时 , 总 涵 关 系 就 自动 为 真 。) 推翻 丝 涵 关系 的 唯一 方法 是 证 明 前 提 为 真 且 结论 为 假 。 
因此 , “如果 2 十 2 = 4, 那么 4 十 4 = 2” 是 一 个 假 的 缠 涵 关系 ( 真 命题 不 缠 涵 假 命题 )。 

我 们 还 可 以 把 命题 “如 果 X, 那么 Y” 看 作 “Y 至 少 与 X 一 样 真 ”>， 即 如 果 X 为 真 ， 那 
么 Y 也 必定 为 真 ; 然而 如 果 X 为 假 , 那么 Y 可 以 与 X 一 样 假 , 但 了 也 可 以 为 真 。 我 们 应 
该 把 上 述 结论 与 “XX 当 且 仅 当 Y” 进 行 比较 , 其 中 “XX 当 上 且 仅 当 Y” 断 定 了 六 和 YY 具 在 
等 的 真 。 

空虚 的 真 蕴 涵 关 系 常用 在 日 常 谈话 中 , 有 时 我 们 并 没有 意识 到 这 种 蕴涵 关系 是 空虚 的 。 举 
一 个 简单 的 例子 , “如 果 和 希望 是 翅膀 , 那么 猪 也 可 以 飞翔 ”。( 命 题 “ 地 狱 被 冰 封 了 ”也 是 前 提 不 
为 真 的 一 句 流行 语 。) 一 个 较 严 肃 的 例子 是 “如 果 约 翰 下 午 5 点 下 班 , 那么 他 现在 就 在 这 ”。 这 
种 类 型 的 命题 通常 用 在 结论 和 前 提 都 是 假 命题 的 情形 中 , 但 不 管 怎样 , 蕴涵 关系 仍然 是 真 的 。 
顺便 说 一 下 ， 这 个 命题 可 以 用 来 前 述 反 证 法 的 技巧 : 如 果 你 相信 “如 果 约 翰 下 午 5 点 钟 下 班 ， 
那么 他 现在 就 在 这 ”而且 你 还 知道 “约翰 现在 不 在 这 ”那么 你 就 能 够 推出 “约翰 不 是 下 午 5 
点 钟 下 班 >， 因 为 如 果 约 翰 下 午 5 点 钟 下 班 就 会 导致 予 盾 产生 。 注意 如 何 用 一 个 空虚 的 蕴涵 关 
系 来 推导 有 用 的 真 命题 。 
总 之 , 有 时 理 涵 关系 是 空虚 的 , 但 这 在 逻辑 上 并 不 是 一 个 真正 的 问题 ,因为 这 些 绚 涵 关系 
仍 为 真 , 而 且 空 虚 的 蕴涵 关系 在 逻辑 论证 中 依然 有 用 。 特别 地 , 我 们 可 以 放心 地 使 用 像 “ 如 果 
X, 那么 YY” 这 样 的 命题 , 而 不 必 担 心 前 提 X 是 否 确实 为 真 ( 即 蕴涵 关系 是 不 是 空虚 的 )。 

即使 前 提 和 结论 之 间 不 存在 因果 关系 , 强 涵 关系 也 可 以 为 真 。 命题“ 如 果 1+1=2, 那么 华 
盛 顿 是 美国 的 首都 ”为 真 ( 真 命题 缠 涵 着 真 命题 ), 尽管 这 个 命题 相当 古怪 。 类 似 地 , 命题 “如 
果 2 十 2 = 3, 那么 纽约 是 美国 的 首都 ” 也 为 真 〈 假 命题 蕴涵 着 假 命 题 ) 。 当 然 , 这 样 的 命题 可 
能 是 不 稳定 的 (美国 的 首都 或 许 在 某 一 天 会 发 生 改 变 , 但 1+1 将 始终 等 于 2), 但 它 至 少 在 此 


可 加 
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刻 是 真 的 。 在 逻辑 论证 中 , 有 可 能 使 用 非 因 果 性 质 的 强 涵 关系 , 但 我 们 不 推荐 这 样 做 , 因为 这 
会 引起 不 必要 的 混淆 。( 比 如 ， 里 然 假 命题 的 确 可 以 列 涵 其 他 任何 真 命题 和 假 命题 ,但 随意 地 
这 样 做 对 读者 没有 帮助 。) 

为 了 证 明 绚 涵 关 系 “ 如 果 X, 那么 Y” 我 们 通常 首先 假设 X 为 真 , 然后 利用 这 个 假设 
(以 及 其 他 任何 你 知道 的 事实 和 前 提 ) 去 推导 YY。 即使 后 面 我 们 推导 出 X 是 假 的 , 但 这 个 方法 
依然 可 行 。 强 涵 关 系 无 法 保证 X 为 真 , 它 只 能 保证 在 X 为 真 的 前 提 下 Y 是 真 的 。 例 如， 下 
面 是 一 个 真 命题 的 正确 证 明 , 尽管 该 命题 的 前 提 和 结论 都 是 假 的 。 


命题 A.2.2 如 果 2 二 2==5, 那么 4=10 一 4。 


证 明 : 假设 2 十 2 = 5, 然后 对 该 式 两 端 同时 乘 以 2 可 得 4 十 4 = 10。 再 让 上 式 两 端 同时 
减 去 4 可 得 4 = 10 一 4, 结论 得 证 。 

另外 , 在 证 明 一 个 草 涵 关系 时 首先 假设 结论 成 立 , 然后 去 推导 前 提 , 这 是 一 种 常见 的 错误 。 
例如 ， 下面 的 命题 是 正确 的 , 但 证 明 是 错误 的 。 


命题 A.2.3 设 27z 二 3==7, 证明 z= 2。 


证 明 : (错误 的 ) 因为 x = 2, 所 以 2x = 4, 从 而 2 十 3=7。 


在 进行 证 明 时 ， 很 重要 的 一 点 是 要 能 够 区 分 前 提 和 结论 。 如 果 不 能 清晰 地 区 分 前 提 和 结 
论 , 那么 就 可 能 导致 混淆 , 这 是 人 们 不 希望 发 生 的 。 

这 里 有 一 个 简短 的 证 明 , 它 使 用 的 缠 涵 关系 可 能 是 空虚 的 。 

定理 A.2.4 ”如果 nn 是 一 个 整数 , 那么 n(n 十 1) 是 一 个 偶数 。 


证 明 : 因为 n 是 整数 , 所 以 n 是 偶数 或 者 奇数 。 如 果 n 是 偶数 , 那么 n(n 十 1) 也 是 偶数 ， 
因为 偶数 的 任意 倍数 仍 是 偶数 。 如 果 n 是 奇数 ,那么 nn 十 1 是 偶数 ,这 同样 意味 着 n(n ++ 1) 
是 偶数 。 因此, 在 任何 情形 下 n(n + 1) 都 是 偶数 , 这 就 完成 了 证 明 。 


注意 , 这 个 证 明 取决 于 两 个 部 涵 关 系 : “如果 n 是 偶数 , 那么 n(n 十 1) 是 偶数 ”以 及 “如 
果 n 是 奇数 , 那么 n(n 十 1) 是 偶数 ”。 由 于 n 不 可 能 同时 既是 奇数 又 是 偶数 , 于 是 这 两 个 纺 涵 
关系 中 至 少 有 一 个 前 提 是 假 的 , 从 而 是 空虚 的 。 但 是 这 两 个 绚 涵 关系 都 是 真 的 ,而且 它们 都 用 
来 证 明 这 个 定理 ,因为 我 们 预先 并 不 知道 ”是 偶数 还 是 奇数 。 即 使 我 们 知道 n 的 奇偶 性 , 但 
pb 不 值得 费力 地 去 验证 它 。 例 如， 作为 该 定理 的 一 个 特殊 情形 , 我 们 立即 得 到 如 下 推论 。 

推论 A.2.5 设 n = (253 十 142)*123 一 (423 十 198)? 人 2 十 538 一 213, 那么 n(n 十 1) 是 
遇 数 。 

在 这 个 特殊 情形 中 , 由 于 我 们 可 以 准确 地 算出 n 的 奇偶 性 一 -偶数 或 奇数 ,于 是 我 们 只 会 
到 上 述 定理 中 两 个 毕 涵 关系 中 的 一 个 ,而 丢 弃 掉 空 虚 的 那个 。 这 看 起 来 好 像 更 有 效 ,， 却 并 不 
节省 力气 ， 因 为 我 们 必须 确定 n 的 奇偶 性 ， 而 这 需要 花费 一 些 功夫 。 这 比 同时 论述 两 种 纺 涵 
关系 (包括 空虚 的 缠 涵 关系 ) 更 费 功夫 。 昌 然 这 多 少 有 些 范 雇 , 但 从 长 远 来 看 , 在 一 个 论证 
讨论 空虚 的 、 假 的 或 者 其 他 “无 用 的 ”命题 确实 能 够 节省 力气 ! (当然 , 我 并 不 是 建议 你 在 证 明 
中 加 入 大 量 费 时 的 旦 无 关 紧 要 的 命题 ， 此 处 我 要 说 的 是 你 没 必要 过 多 地 关注 论证 中 某 些 可 能 
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访 人 Mh 


不 正确 的 假设 , 不 管 这 些 假设 是 


是 真 的 还 是 假 的 , 只 要 你 构造 的 论证 可 以 给 出 正确 的 


结论 就 足够 


例如 “如果 z = 2,， 那么 
zx 二 2” 就 是 假 的 。 这 两 个 命题 互 为 


PB 么 z= 2”, 


命题 “XX 当日 


fF 真 ”。 如果 其 中 一 个 为 


J 
命题 “如 果 X,， 那么 Y” 与 “如 果 了 ,那么 X” 是 不 一 样 的 。 
i 是 真 的 , 但 当 x 等 于 -2 时 , “如 果 x? = 4, 那么 
逆 命 题 。 因 此 , 一 个 真 草 涵 关 系 的 逆 命 题 并 不 一 定 是 一 个 真理 涵 关 系 。 我们 使 ) 
仅 当 Y” 来 表示 命题 “如 果 X, 那么 了 ; 并 且 如 果 Y, 那么 X”。 例如, 我 们 可 以 说 “z = 2 当 
仅 当 2x = 4”,， 因 为“ 如果 z = 2, 那么 2x = 4; 并 且 如 果 2x = 4, 忆 
仅 当 ”命题 的 一 种 方法 是 把 “X 当 且 仅 当 Y” 看 作 “X 恰好 与 Y 一 村 
真 , 那么 另 一 个 也 为 真 ; 如 果 其 中 一 个 为 假 , 那么 男 一 个 也 为 假 。 例如 , 命题 “如 果 


么 6 = 4” 是 真 的 , 因 
以 被 看 作 命 题 “Y 至 少 与 X 一 样 真 ”。) 
当 且 仅 当 
类 似 地 , 命 


Na 
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就 是 一 个 反例 。 
真 当 且 仅 当 Y 为 真 ”， 那 么 我 们 
如 ,那么 Y 为 假 ” 有 时 被 和 
的 否 命题 并 不 一 
如 果 你 知道 
为 当 Y 为 假 时 ，X 不 可 能 为 真 。 
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Ey 


命题 。 
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例如 ， 如 果 我 们 知道 
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Ee 
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在 证 明 过 程 中 , 你 
的 一 个 特点 。 但 是 这 并 没有 改变 整 
因为 最 终 的 结 i 


为 它 的 前 提 和 


结论 都 是 假 的 。( 从 这 个 


ba 


“如 果 


另外， 如 果 我 


题 i = 
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1 相 了 矛盾 。 


论 与 假 ; 


反 证 法 在 证 明 “ 咎 只 


定 的 命题 与 否定 的 
jy 


该 命题 的 否定 , 即 x < 2, 是 肯定 
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-As 日 
命题 2 


证 题 “如 果 X 为 真 , 那么 
i z= 二 2, 那么 z2 = 二 4” 并 


“如 果 x = 2, 那么 z2 = 4”， 


那么 了 ”的 逆 否 命题 ， 
， 如 果 你 知道 X 强 涵 着 某 个 为 假 的 命题 ， 

: 为 了 证 明 某 个 
同时 既 为 真 又 为 假 的 命题 )。 例 


设 zx 是 一 个 使 得 sin(x) = 1 的 正 数 ， 


用 反 证 法 , 假设 x < /2。 
上 sin(z) 是 严格 递增 的 ， 


件 sn(z) 


此 


定 的 ” 命 


的 假设 (在 上 例 中 是 zx < /2) 最 终 将 被 训 


役 为 真 无 关 。( 事 实 上 , 结论 成 立 依 赖 于 假设 不 为 


Y 为 真 ” 
不 能 推出 “如 果 xz 取 2, 那么 z 


9 
4 ， 


度 来 说 , “如果 入 ， 习 
因此 我 们 可 以 说 “X 与 Y 具有 同等 的 真 ”来 代 蔡 “ 义 


3 一 :5 那 
那么 了 ”可 


与 “如 果 X 为 假 ， Y 为 假 ” 也 不 是 同一 


事实 上 z = 一 2 


那么 ”与 “ 当 且 仪 当 ”是 不 同 的 命题 。 
也 就 知道 了 “X 为 假 当 


ES 


大 


为 若 X 为 真 则 冰 涵 
那么 我 们 


而 且 这 两 个 命题 
那么 


晶 


日 仅 当 为 假 ”) 命题 “如 
尔 作 “如 果 X 为 真 , 那么 Y 为 真 ”的 否 命题 。 
定 是 一 个 真 缠 涵 关 系 。 
“如 果 X 为 真 , 那么 Y 为 真 ”， 那么 命题 “如 果 YY 为 假 , 那么 X 为 假 ” 也 
Y 也 为 真 , 这 是 
岂 就 知道 了 “如 果 z2 六 4 局 
门 知道 “如 果 约 输 下 午 5 点 下 班 ,那么 他 现在 就 在 这 ”， 
知道 了 “如 果 约 输 现 在 不 在 这 ,那么 他 不 是 下 所 
假 ” 被 称 作 “ 如 果 六， 罚 


因此 ， 


(如 果 我 们 已 经 知道 “X 为 


果 X 为 
个 真 列 涵 关 


个 矛盾 )。 
了 
那么 我 们 也 就 


F 5 点 下 班 ” 命题 “如 果 Y 为 假 , 那么 X 为 
有 相同 的 真 值 。 
身 必 定 为 假 。 这 正 


是 反 证 法 或 


命题 一 定 


E 为 假 , 首先 假设 


它 是 真 
I 如 : 
那么 x > 7/2。 


[的 , 然后 证 明 它 缠 涵 着 菜 个 


定 


大 


为 x 是 正 数 ， 


由 于 在 


所 以 0 <Z < /2。 


玫 个 论证 是 正确 的 这 一 事实 , 而且 最 后 的 结 
真 1 ) 


a 不 等 于 b” 这 类 命题 上 特 


题 ， 如 作息 为 假 ” 66 


间 的 界限 有 些 模糊 。( 命 题 > > 


2 是 肯定 的 命题 


E 明 是 假 的 , 这 是 反 证 法 
论 也 是 成 立 的, 这 


还 是 否 害 


定 的 命题 还 是 否定 的 命题 ? ) 所 以 这 并 不 是 一 个 坚 


文 间 (0,r/2) 


并 且 sin(0) = 0,， sin(x/2) = 1, 所 以 0 < sin(z) < 1。 但 这 与 前 提 条 
2 > /2。 


le ]。 但 
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则 。 

逻辑 学 家 常常 使 用 一 些 特殊 符号 来 表示 轴 辑 连接 关系 。 例 如 “X 部 涵 着 ”可 以 写成 
“X 一 > Y”;“X 不 是 真 的 > 可 以 写成 “~ 和 7”“!IX 7 或 “XXX 和 世 ” 可 以 写成 < 匡 A 亚 ” 
或 “XX & Y” 等 等 。 但 对 于 普通 的 数学 研究 来 说 , 这 些 符 写 并 不 常用 ， 自 然 语 言 的 可 读 性 更 
强 , 也 不 会 占用 太 多 的 空间 。 另外, 使 用 这 些 符号 会 让 表达 式 和 命题 之 间 的 界限 变 得 模糊 。 理 
解 “((z = 3) 和 (vy = 5)) (xz 十 y 二 8)” 并 不 像 理 解 “ 如 果 zz = 3 并且 y=5, 那么 zy = 8” 
那样 容易 。 因 此 一 般 来 说 , 我 不 推荐 使 用 这 些 符号 (除了 非常 直观 的 符号 一 >)。 


A.3 证 阴 的 结构 


为 了 证 明 一 个 命题 , 我 们 通常 先 假设 一 个 前 提 , 并 朝 着 结论 的 方向 努力 展开 论证 。 这 是 一 
种 直接 证 明 命 题 的 方法 , 这 种 证 明 过 程 大 概 就 像 下 面 这 样 。 

命题 A.3.1 4 蕴涵 着 B。 

证 明 : 设 4 为 真 , 因为 4 为 真 , 所 以 C 为 真 。 因为 C 为 真 , 所 以 D 为 真 。 因为 DD 为 
真 , 所 以 B 为 真 , 这 就 是 要 证 明 的 结论 。 

下 面 是 这 种 直接 法 的 另 一 个 例子 。 

命题 A.3.2 如 果 z = T, 那么 sn(z/2) 十 1 = 2。 

证 明 : 设 z = m， 因 为 z = 区， 所 以 z/2 = x/2。 因为 z/2 = 7/2, 所 以 sin(z/2) = 1。 因 
为 sin(x/2) = 1, 所 以 sin(z/2) 十 1 = 2。 

在 上 述 证 明 中 , 我 们 从 一 个 假设 开始 , 然后 逐步 推导 出 结论 。 从 结论 出 发 进行 逆向 推导 也 
是 可 行 的 , 看 一 下 什么 样 的 前 提 缠 涵 着 该 结论 。 例如， 命题 A.3.1 按照 这 种 方式 展开 的 典型 证 
明 大 概 就 像 下 面 这 样 。 

证 明 : 为 了 证 明 B, 只 需要 证 明 D。 由 于 C 蕴涵 着 D, 所 以 只 需要 证 明 C。 而 又 能 从 4 
中 推导 出 C 。 

作为 例子 , 我 们 给 出 命题 A.3.2 的 另 一 种 证 明 。 

证 明 : 为 了 证 明 sin(z/2) 十 1 = 2， 只 需要 证 明 sin(z/2) = 1 。 由 于 z/2 = /2 列 涵 着 
sin(Z/2) = 1， 所 以 只 需要 证 明 z/2 = Xx/2。 而 z/2 = x/2 又 能 从 z = 中 推导 出 。 

从 逻辑 上 讲 , 命题 A.3.2 的 上 述 两 种 证 明 方法 是 一 样 的, 只 是 次 序 安排 不 同 而 已 ,注意 , 这 
种 证 明 方 式 不 同 于 从 结论 出 发 来 看 该 结论 丝 涵 着 什么 (错误 ) 的 证 明 方式 。( 就 像 在 命题 A.2.3 
中 那样 。 相反 , 我 们 从 结论 出 发 来 看 什么 能 够 缠 涵 此 结论 。 

另 一 个 逆向 证 明 的 例子 如 下 。 


后 
命题 A.3.3 设 0<r<1 是 一 个 实数 , 那么 级 数 > nr” 是 收敛 的 。 
= 


于 


证 明 : 要 证 明 这 个 级 数 是 收敛 的 , 只 需要 利用 比值 判别 法 来 证 明 当 n 一 oo 时 ， 比 1 
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rrti(n+1)| + 1 
0 Nn 


收敛 于 某 个 小 于 1 的 数 即 可 。 由 于 7 小 于 1， 所 以 只 要 证 明 对 :! 收 伍 于 1 就 可 以 了 。 而 
2 二 1 十 二 ,所 以 我 们 只 需要 证 明寺 一 0。 当 nn 一 00 时 , 圭一 0 显然 成 立 。 
我 们 还 可 以 把 从 假设 出 发 的 直接 证 明 与 从 结论 出 发 的 逆向 证 明 结合 起 来 。 例如 ,下 面 就 是 
命题 A.3.1 的 一 种 正确 证 明 。 
证 明 : 为 了 证 明 B， 只 需要 证 明 D 就 足够 了 。 那 么 现在 我 们 来 证 明 D。 由 假设 可 得 4， 
从 而 得 到 C。 因 为 C 列 涵 着 D,， 所 以 我 们 能 够 得 到 D。 这 就 是 要 证 明 的 结果 。 


再 次 重申 ,从 逻辑 的 角度 来 看 , 这 与 前 面 的 证 明 完全 相同 。 所 以 , 存在 很 多 方式 来 书写 同 
一 个 证 明 。 你 想 按 照 什么 样 的 方式 由 你 自己 决定 , 但 书写 证 明 的 某 些 特定 方式 要 比 其 他 的 方式 
更 具 可 读 性 , 也 更 加 自然 ,而且 不 同 的 安排 是 为 了 强调 论证 的 不 同 部 分 。( 当 然 , 如 果 刚 开始 学 
进行 数学 证 明 , 那么 你 通常 会 为 得 到 了 结果 的 一 个 证 明 而 感到 高 兴 , 而 不 会 过 多 地 关注 是 否 
采用 了 “最 佳 的 ” 安排 。 然 而 , 这 里 要 强调 的 是 一 个 证 明 可 以 采用 很 多 不 同 的 形式 。) 

上 面 的 证 明 相当 简单 ,因为 它 只 有 一 个 前 提 和 一 个 结论 。 如 果 存 在 多 个 前 提 和 结论 , 并 且 
证 明 要 划分 成 若干 种 情形 ,那么 证 明 过 程 将 会 变 得 更 复杂 。 比 如 像 下 面 这 样 繁杂 的 证 明 。 

命题 A.3.4 设 A 和 B 部 为 真 , 那么 C 和 万 也 为 真 。 


证 明 : 因为 4 为 真 , 所 以 马 为 真 。 由 巨 和 B 可 知 , FF 为 真 。 同样 地 , 根据 4 可 知 , 要 
想 证 明 DD 为 真 ， 只 需要 证 明 G 为 真 。 此 时 存在 两 种 情形 : 石和 I。 如 果 五 为 真 , 那么 由 下 
和 五 可 以 得 到 C, 并 且 由 4 和 五 可 以 得 到 G。 另 外 ,如 果 了 为 真 ,那么 根据 了 可 以 得 到 
G, 并 且 根 据 工 和 G 可 以 得 到 C。 因 此 , 在 上 述 两 种 情形 下 我 们 都 可 以 得 到 C 和 G, 从 而 有 
CC 和。 


顺便 说 一 下 , 你 可 以 重新 安排 上 述 证 明 , 从 而 使 其 具有 一 个 更 加 整齐 的 形式 , 但 你 至 少 要 

知道 一 个 证 明 将 会 变 得 有 多 复杂 。 证 明 一 个 蕴涵 关系 可 以 采取 如 下 几 种 方法 : 可 以 从 前 提 开 始 

直接 证 明 , 还 可 以 从 结论 开始 逆向 推导 , 又 或 者 把 情况 划分 成 若干 种 情形 ， 从 而 将 原 问 题 分 成 

几 个 较 容易 的 子 问题 。 另 一 种 证 明 方法 是 反 证 法 , 例如 你 可 以 按照 下 述 形 式 来 论证 。 
命题 A.3.5 设 4 为 真 , 那么 B 为 假 。 


证 明 : 利用 反 证 法 , 假设 B 为 真 , 那么 这 意味 着 C 为 真 。 但 是 4 为 真 缠 涵 着 D 为 真 , 而 
这 又 与 C 为 真相 矛盾 。 因 此，B 一 定 为 假 。 
正如 你 看 到 的 那样 ， 当 你 试 着 做 出 一 个 证 明 时 ,你 需要 进行 若干 种 尝试 。 但 随 着 经 验 的 不 
断 积累 ， 你 会 越 来 越 清楚 地 看 出 采用 哪 种 方法 可 以 让 证 明 更 容易 ， 哪 种 方法 或 许可 行 但 需要 
花费 更 多 的 精力 ， 以 及 哪 种 方法 是 不 可 行 的 。 在 大 多 数 情况 下 , 的 确 只 有 一 种 方法 是 显然 可 行 
的 。 当 然 ,， 确 实 存在 一 些 问 题 可 以 采用 多 种 方法 来 解决 。 因 此 ,， 当 你 发 现 有 多 种 方法 可 以 解决 
某 个 问题 时 ， 就 可 以 试 着 找 出 哪 种 方法 看 起 来 是 最 简单 的 ,而 一 旦 发 现 该 方法 行 不 通 ,你 就 要 
做 好 准备 换 另 一 种 方法 去 解决 问题 。 

男 外 ,在 证 明 过 程 中 , 记 清 楚 哪些 命题 是 已 知 的 (比如 前 提 ， 由 前 提 推 出 的 结果 , 或 者 从 


条 
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其 他 定理 和 绪论 中 得 出 的 结果 )， 哪 些 命题 是 想 要 得 到 的 (结论 ， 某 些 缠 涵 着 结论 的 命题 , 或 
者 某 些 对 最 终 得 到 结论 有 帮助 的 中 间 结 果 和 引 理 ), 这 对 我 们 是 有 帮助 的 。 把 上 述 两 部 分 混淆 
在 一 起 几乎 不 可 能 得 到 好 的 结果 , 而 且 这 还 会 使 我 们 绝望 地 迷失 在 证 明 中 。 


A.4 ”变量 与 量词 


我 们 从 一 些 简单 的 命题 (比如 “2 十 2 = 4” 或 者 “约翰 的 头发 是 黑色 的 ”) 出 发 , 利用 届 辑 
连接 词 构 造 出 复合 命题 , 进而 使 用 各 种 逻辑 定律 由 假设 推导 出 结论 , 这 被 称 为 命题 逻辑 或 布尔 
逻辑 。 按照 这 样 的 思路 , 我 们 可 以 在 逻辑 学 上 走 得 很 远 。( 我 们 能 列 出 很 多 命题 逻辑 定律 ,这 
足以 使 我 们 能 够 做 任何 想 做 的 事情 。 但 我 慎重 地 决定 不 这 样 做 , 因为 如 果 我 那样 做 的 话 ,你们 
可 能 会 竭尽 所 能 地 去 记忆 这 些 定律 , 可 是 这 并 不 是 学 习 逻 辑 学 应 该 做 的 事情 , 除非 你 是 一 台 计 
算 机 或 者 其 他 某 种 没有 思想 的 设备 。 然 而 , 如果 你 真 的 好 奇 到 底 什么 才 是 正式 的 逻辑 定律 , 那 
么 你 可 以 在 图 书馆 或 者 互联 网 上 查阅 “命题 逻辑 定律 ”或 者 类 似 的 内 容 。) 
但 要 学 习 数 学 , 这 种 水 平 的 逻辑 是 不 够 的 , 因为 它 没有 包括 变量 这 一 基本 的 概念 , 即 那些 
门 所 熟悉 的 符号 , 如 z 和 mn, 它们 代表 了 各 种 未 知 量 ,或 者 等 于 某 个 数值 ， 又 或 者 被 假定 满 
某 种 性 质 。 事实 上 , 为 了 阐述 命题 逻辑 中 的 一 些 概念 , 我 们 已 经 接触 过 一 些 这 样 的 变量 ( 主 
因为 当 我 们 不 停 地 谈论 不 含 变量 的 命题 如 “2 十 2 = 4” 或 者 “ 简 的 头发 是 黑色 的 ”一 段 时 间 
， 就 会 感到 很 无 聊 )。 因 此 数理 逻辑 与 命题 逻辑 是 一 样 的 , 但 数理 逻辑 包含 变量 这 一 概念 。 
变量 是 一 个 符号 ,比如 n 或 z, 它 表 示 某 种 特定 类 型 的 数学 对 象 ， 比 如 整数 、 向 量 、 和 矩阵 
村 类似 的 概念 。 几 乎 在 所 有 的 情况 下 , 变量 所 代表 的 对 象 类 型 应 该 是 明确 的 , 否则 将 很 难 给 出 
守 合 语法 规则 的 命题 。( 只 有 极 少 数 关 于 变量 的 命题 可 以 在 不 知道 变量 类 型 的 前 提 下 成 立 。 例 
给 定 一 个 任意 类 型 的 变量 z, 那么 z = x 是 成 立 的 。 男 外 ， 如果 我 们 还 知道 > = 那么 
我 们 能 够 推导 出 y = xz。 但 是 , 在 明确 对 象 x 和 y 的 类 型 以 及 它们 能 否 适用 于 加 法 运算 之 前 ， 
我 们 不 能 说 z+y=y+z 。 例 如 , 若 z 是 一 个 矩阵 而 y 是 一 个 向 量 , 那么 上 述 命题 就 是 不 符合 
语法 规则 的 。 因此 , 如 果 我 们 真 的 希望 能 够 做 出 一 些 有 用 的 数学 研究 , 那么 每 一 个 变量 都 应 该 
有 一 个 明确 的 类 型 。) 

我 们 可 以 构造 一 些 包含 变量 的 表达 式 和 命题 。 例如 , 如果 x 是 一 个 实 变量 ( 即 一 个 代表 实 
数 的 变量 ), 那么 xz 十 3 是 一 个 表达 式 , 而 z 十 3 = 5 是 一 个 命题 。 此 时 命题 的 真 假 可 能 就 与 
变量 的 取 值 有 关 。 壁 如 , 当 x 等 于 2 时 , 命题 z 十 3 = 5 为 真 , 而 当 z 不 等 于 2 时 , 命题 就 为 
假 。 所 以 , 含有 变量 的 命题 的 真 假 可 能 取决 于 命题 的 语 境 ， 此 时 它 依 赖 于 z 的 取 值 。( 这 是 对 
命题 逻辑 法 则 的 修改 , 在 这 种 情况 下 , 所 有 的 命题 都 有 一 个 确定 的 真 值 。) 

有 时 我 们 不 将 变量 设 定 为 某 个 具体 的 对 象 (除了 规定 它 的 类 型 外 )。 所 以 , 我 们 可 以 把 命题 
zZ 二 3 三 5 中 的 z 看 作 一 个 未 指定 的 实数 。 在 这 种 情形 下 , 我 们 把 这 种 变量 称 作 自 由 变量 .所 
以 , 命题 z 十 3 = 5 是 带 有 自由 变量 x 的 命题 。 含有 自由 变量 的 命题 可 能 没有 确定 的 真 值 ， 
为 这 种 命题 的 真 值 与 未 指定 的 变量 有 关 。 例如 , 我 们 已 经 知道 当 z 是 自由 实 变量 时 , z 十 3 = 5 
没有 确定 的 真 值 , 但 是 对 于 每 一 个 给 定 的 z 值 , 该 命题 显然 要 么 为 真 , 要 么 为 假 。 另 外 , 命题 
(xz 十 1)? = 十 2z 十 1 对 任意 的 实数 x 都 为 真 , 所 以 即使 x 是 一 个 自由 变量 , 我 们 仍 可 以 把 
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这 个 命题 看 作 是 一 个 真 命题 。 


在 其 他 情况 下 , 我 们 通过 使 用 如 “ 设 x = 2” 或 “ 令 x 等 于 2” 这 样 的 声明 让 一 个 变量 等 
于 某 个 固定 的 值 。 此 时 , 该 变量 被 称 为 约束 变 全 人 全 约束 变量 而 不 包含 自由 变量 的 命题 的 
真 假 是 确定 的 。 例 如 , 如果 令 x = 342, 那么 Z 十 135 = 477” 的 真 假 是 确定 的 。 但 如 果 x 
是 自由 变量 , 那么 命题 “zx 十 135 = 477” 可 和 各 可 能 为 假 , 这 与 z 的 取 值 有关。 因此 , 就 


和 象 我 们 前 面 曾 说 过 的 那样 , 像 “zx 十 135 = 477” 这 样 的 命题 的 真 假 取决 于 具体 的 语 境 : x 是 自 
由 变量 还 是 约束 变量 。 而 如 果 x 是 约束 变量 , 那么 就 取决 于 z 被 约束 于 什么 值 。 
我 们 还 可 以 通过 使 用 量词 “对 所 有 的 ”或 “对 某 些 (个 ) ”把 自由 变量 转化 成 约束 变量 。 例 


x 

含有 自由 变量 x, 并 且 它 不 必 有 确定 的 真 值 。 但 命题 
(z 十 1)? = x 十 2x 十 1 对 所 有 的 实数 x 都 成 立 

含有 约束 变量 x, 并 且 它 的 真 假 是 确定 的 (此 时 该 命题 为 真 )。 类似 地 , 命题 

2 十 3=5 

含有 自由 变量 x, 并 且 它 的 真 假 是 不 确定 的 。 但 

2Z 十 3 一 5 对 某 些 实数 x 成 立 

是 真 命题 ， 因 为 当 z = 2 时 , 它 就 是 真 的 。 另外 , 命题 

2 十 3 三 5 对 所 有 的 实数 x 都 成 立 

是 假 命 题 ， 因 为 能 够 找到 某 个 〈 实 际 上 能 够 找到 很 多 个 ) 实数 x 使 得 z 十 3 不 等 于 5。 

全 称 量词 设 P(z) 是 一 个 关于 自由 变量 x 的 命题 。 命 题 “P(z) 对 所 有 类 型 为 了 的 z 均 
为 真 ”意味 着 , 给 定 任意 一 个 类 型 为 了 的 z, 无论 x 的 取 值 是 多 少 ， 上 2 ) 均 为 真 。 换 言 
之 , 这 个 命题 等 价 于 “如 果 z 的 类 型 为 了, 那么 P(x) 为 真 ”。 所 以 , 通常 采用 如 下 方法 证 明 这 
个 命题 : 设 z 是 一 个 类 型 为 了 的 自由 变量 (用 类 似 于 “ 令 x Wa 个 类 型 为 了 的 对 象 ” 
的 语言 来 叙述 ), 然后 证 明 P(z) 关于 该 对 象 为 真 。 如 果 我 们 能 够 找到 一 个 反例 , 也 就 是 说 , 可 
以 找到 一 个 类 型 为 了 的 元 素 z 使 得 P(x) 为 假 , 那么 这 个 命题 就 是 假 的 。 例如 , 命题 “对 所 有 
的 正 数 z 均 有 z2 大 于 x” 可 以 被 证 明 是 假 的 , 因为 我 们 可 以 找 出 一 个 例子 , 比如 当 x ==1 或 
Zz 二 1/2 时 , x? 不 大 于 z。 


另外 , 找 出 一 个 使 得 P(x) 为 真 的 例子 无 法 证 明 P(x) 对 所 有 的 x 均 为 真 。 例 如 ， 只 根据 
等 式 Z+3=5 在 z=2 时 有 一 个 解 , 无 法 推出 xz 十 3 = 5 对 所 有 的 实数 z 均 为 真 , 它 只 能 
推出 x 十 3 二 5 对 某 个 实数 z 为 真 。( 这 就 是 经 常 被 我 们 引用 但 又 有 点 不 准确 的 口号 “不 能 只 


个 例子 来 证 明 一 个 命题 ”的 缘由 。 更 准确 的 说 法 是 , 我 们 不 能 根据 例子 来 证 明 “ 对 所 有 的 
ee 均 成 立 ”的 命题 , 但 我 们 可 以 用 这 种 方法 来 证 明 “ 对 某 些 (个 ).………. 成 立 ” 的 命题 。 此 
外 , 通过 找到 一 个 反例 , 我 们 能 够 否定 “对 所 有 的 ……… 均 成 立 ” 的 命题 。) 

有 时 也 会 发 生 这 样 的 情形 ， 即 根本 不 存在 类 型 为 了 的 变量 z。 此 时 命题 “P(z) 对 所 有 类 
型 为 了 的 z 均 为 真 ”就 是 一 个 空虚 的 真 命题 , 即 它 是 真 的 但 没有 任何 内 容 ,类 似 于 空虚 的 旨 
涵 关 系 。 例 如 ,命题 


6<2z <4 对 所 有 的 3 <z< 2 均 成 立 


A.5 髋 套 量词 ” .433. 
是 一 个 真 命题 ,但 容易 证 明 它 是 空虚 的 。( 这 样 一 个 空虚 的 真 命题 在 论证 中 仍 可 能 是 有 用 的 ， 
尽管 这 种 情形 并 不 经 常 发 生 。) 

我 们 可 以 使 用 短语 “对 每 个 ”或 “对 任意 的 ”来 代替 “对 所 有 的 ”>。 比 如 ， 我 们 可 以 把 
“对 所 有 的 实数 z 均 有 (z+ 1 = 2z2 十 2 十 1” 改 写成 “对 任意 的 实数 z，(zx + 1)” 均等 于 
2 十 2z 十 1”。 从 逻辑 的 角度 来 说 , 这 些 表达 是 等 价 的 。 可 以 用 符号 Y 来 上 符 换 “ 对 所 有 的 ”, 例 
如 ,“YzeX:P(z) 为 真 ” 以 及 “P(z) 对 Vx eX 均 为 真 ” 都 与 “5P(z) 对 所 有 的 ze X 均 为 


真 ” 是 等 价 的 。 


存在 量 i 
使 得 P(x) 为 


词 命题 


真 区 葛 


一 


顾 页 “P(x ) 对 
虽然 这 样 的 


9 


我 们 可 以 使 ) 
一 个 满足 条 


j 量 词 如 “恰好 对 
件 


我 们 只 需要 
以 使 用 


找到 


的 z 的 例子 即 可 。 


某 个 类 型 为 全 的 z 为 真 ” 
\ 止 一 个 。( 如 果 我 们 要 使 
于 一 个 z” 来 代替 “对 某 个 z”。) 要 证 
例如 ,为 了 证 
x? 十 27x 一 8 二 0 对 某 个 实数 z 成 立 
个 实数 xz 使 得 z2 +2z 一 8 = 0， 比如 x = 2 就 是 这 样 的 实数 (我 们 还 


x 可 能 


意味 着 ,3 


E 少 存在 一 


长 开 ! 


个 类 1 


明 


4, 但 


们 可 以 自 
题 时 ,我们 
在 第 一 个 游 


保持 胜利 , 那么 你 就 证 
E 明 P(z) 为 真 。 


然后 证 
说 某 事 


必须 令 


地 选取 想 要 的 z; 


没 必要 同时 


个 )。 注 


使 用 两 
而 与 此 形成 鲜明 


而 


[区 、， 


当 证 


对 比 的 是 ， 当 订 


戏 中 ， 


对 所 有 的 x 为 真 ， 


成 立 ” 的 命题 


化 是 任意 的 。 
FP, 对手 出 示 x 是 什么 , 而 你 必须 证 明 
明了 P(z) 对 所 有 的 z 均 为 真 。 在 多 


如 果 你 能 赢得 


(为 了 比较 这 两 


胜利 , 那 


通常 比 只 


就 


是 假 命题 。 例 


‘说 它 对 某 个 
果 无 法 满足 附加 在 z 上 的 条 件 ， 那么 “对 所 有 的 ………… 成 立 ” 的 


丙种 命题 ， 你 可 以 


这 样 


明 “ 对 某 个 


么 你 就 证 


2Z 为 真 要 


如 


6 < 2z <4 对 所 有 的 3 < x < 2 均 成 立 


J 以 使 ) 


少 


FF 


短语 “ 
个 实数 zx 有 7 


[a 


[> 


上 27 


6 < 2x < 4 对 某 个 3 < xz <2 成 立 


J 


命题 就 


型 为 荆 的 x 


明 这 种 


的 z 既 存 在 又 唯 


命题 , 只 需 


成 立 ” 的 命题 时 ， 
正明 “对 所 有 的 人 成 立 ” 的 命 


， 那 么 
要 找到 


想象 你 和 对 手 进 行 J 
P(x) 为 真 。 如果 你 能 
二 个 游戏 中 ,你 来 选取 x 是 什么 ， 
明了 P(z) 对 某 个 x 为 真 。) 
强 很 多 。 但 有 一 种 ' 0 如 
是 空虚 的 真 命题 


来 蔡 换 “ 存 在 


有 相同 的 意义 。 


A.5 


仍 套 量词 


我 们 可 以 把 两 个 或 者 更 多 个 上 


量词 髓 套 在 一 


os ”例如 “3 


芒 


起 。 例 如 , 考虑 


“对 了 


F 每 个 正 数 x, 存在 一 人 


这 个 命题 表达 了 什么 意思 ? 它 是 指 对 


“存在 一 个 


任意 的 正 数 x, 命题 


0 


个 正 数 y 使 得 y 


E 数 y 使 得 y=” 


全 -日 


DAA 
2 


2 
一 化 


在 这 个 游戏 


个 游戏 。 
Pp 始终 


页 ， 而 


使 得 ?来 代替 “对 某 个 ”。 例如, 我 们 可 
= 0” 改 写成 “存在 一 个 实数 z 使 得 x? 十 2x 一 8 = 0”。 符 
3z EX:P(z) 为 真 ” 与 “对 某 个 zeX 有 
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ES 


都 为 真 。 换 言 之, 对 任意 的 正 数 z, 我 们 能 找到 xz 的 一 个 正 的 平方 根 。 所 以 , 该 命题 表明 每 
正 数 都 存在 一 个 正 的 平方 根 。 
我 们 继续 用 游戏 来 打 比 方 。 假设 你 和 对 手 进行 这 样 一 个 游戏 : 对 手 先 选取 一 个 正 数 x, 然 
后 你 再 选取 一 个 正 数 y。 只 要 yy = xz, 你 就 获得 胜利 。 如 果 无 论 对 手 选取 的 x 是 什么 , 你 总 能 
获得 胜利 , 那么 你 就 证 明了 对 于 每 个 正 数 x 都 存在 一 个 正 数 y 使 得 只 = z。 

否定 一 个 全 称 命题 就 产生 了 一 个 存在 命题 。“ 所 有 的 天 殷 都 是 白色 的 ”的 否定 并 不 是 “所 
有 的 天 鹅 都 不 是 白色 的 ” 而 是 “存在 某 个 天 秽 不 是 白色 的 ”。 类 似 地 “对 每 个 0 < z < /2 都 
有 cos(z) > 0” 的 否定 是 “对 某 个 0<z < /2 有 cos(z) < 0” 而 不 是 “对 每 个 0<x < /2 
都 有 cos(z) < 0”。 

否定 一 个 存在 命题 就 产生 了 一 个 全 称 命题 。“ 有 一 个 黑色 的 天 鹅 ” 的 否定 并 不 是 “有 
天 鹅 不 是 黑色 的 ”而 是 “所 有 的 天 鹅 都 不 是 黑色 的 ”。 类 似 地 , “存在 一 个 实数 x 使 得 xz? 
Zz 十 1 = 0” 的 否定 是 “对 每 个 实数 z 都 有 z2 十 zz 十 1 关 0” 而 不 是 “存在 一 个 实数 zx 使 
2 十 Tz 十 1 关 0”。( 这 种 情形 完全 类 似 于 “和 ”与 “或 ”对 否定 的 处 理 。) 

如 果 你 知道 命题 P(z) 对 所 有 的 z 均 为 真 ， 那么 你 就 可 以 令 x 取 到 任何 你 所 希望 的 什 
而 且 P(z) 对 z 的 那个 取 值 也 为 真 , 这 就 是 “对 所 有 的 ”的 含义 。 例 如， 如果 你 知道 


(z 十 1)? = x 十 2x 十 1 对 所 有 的 实数 x 均 成 立 


个 
4 量 
可 


那么 你 就 能 得 到 ， 比 如 


(z+1) = +2xn+1l 

也 可 以 得 到 

(cos(y) 十 1)? = cos(y)? 十 2cos(y) 十 1 对 所 有 的 实数 y 均 成 立 
(因为 如 果 y 是 实数 , 那么 cos(y) 也 是 实数 )， 以 此 类 推 。 因此 , 全 称 命题 应 用 非常 广泛 ,你 
可 以 让 P(z) 对 任何 你 所 希望 的 z 成 立 。 相 比 之 下 , 存在 命题 的 应 用 更 为 局 限 。 如果 你 知道 
2 十 2x 一 8 二 0 对 某 个 实数 > 成 立 
那么 你 不 能 简单 地 把 你 所 希望 的 任何 实数 ,如 x, 代入 上 式 并 断言 tw 十 2x 一 8 = 0。 当 然 , 你 
乃 然 能 够 断定 z2 十 2x 一 8 = 0 对 某 个 实数 x 成 立 , 只 不 过 你 没有 指明 这 个 x 是 什么 。( 继 续 
游戏 来 打 比 方 , 你 能 够 使 P(x) 成 立 , 但 由 你 的 对 手 为 你 选取 z， 而 你 自己 不 选取 z。) 

注 A.5.1 在 逻辑 学 的 发 展 史 中 , 对 量词 的 正式 研究 比 对 布尔 逻辑 的 正式 研究 早 了 儿 千 
年 。 实际 上 ， 由 亚 里 士 多 德 ( 公 元 前 384 一 前 322) 以 及 他 的 学 术 群 体 所 建立 的 亚 里 士 多 德 逻 
辑 学 研究 了 对 象 、 对 象 的 性 质 以 及 诸如 “对 所 有 的 ”和 “对 某 个 ” 这样 的 量词 。 在 亚 里 士 多 德 
逻辑 学 中 , 一 个 典型 的 推理 (或 三 段 论 ) 过 程 是 这 样 的 :“ 人 终 有 一 死 。 苏 格拉 底 是 人 。 所 以 苏 
格拉 底 终 有 一 死 .” 亚 里 士 多 德 逻 辑 学 是 数理 逻辑 的 一 个 分 支 , 但 是 它 并 不 容易 表述 ， 因 为 它 
缺少 像 *“ 和 ”“ 或 ” 以及“ 如果 .……… 那么 ”这 样 的 逻辑 连接 词 (尽管 它 含 有 “ 非 ”), 而 
还 缺少 如 “=” 和 “<” 这 样 的 二 元 关系 概念 。 

交换 两 个 量词 的 先后 次 序 有 可 能 改变 命题 的 真 假 , 也 可 能 不 改变 命题 的 真 假 。 而 交换 两 个 
“对 所 有 的 ”量词 的 先后 次 序 不 会 产生 任何 影响 : 比如 命题 
“对 所 有 的 实数 a 以 及 对 所 有 的 实数 5 , 均 有 (a 二 50)? =@ 二 2ab 十 0” 


2 


CT 
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在 逻辑 上 等 价 于 命题 
OR 
(为 什么 ? 这 个 原因 与 等 式 (a 十? = a? 十 2ab 十 她 是 否 为 真 无 关 。) 类 似 地 , 交换 两 个 “存在 
一 个 ”量词 的 先后 次 序 也 没有 影响 : 
“存在 一 个 实数 a 并 且 存在 一 个 实数 b 使 得 a? 十 如 = 0” 
在 逻辑 上 等 价 于 命题 
“存在 一 个 实数 b 并 且 存在 一 个 实数 a 使 得 a 十 可 二 0” 
而 , 交换 “对 所 有 的 ”和 “存在 一 个 ” 就 完全 不 同 。 考 虑 下 面 两 个 命题 
对 于 每 一 个 整数 mw， 都 存在 一 个 大 于 n 的 整数 m。 
存在 一 个 整数 m 比 每 一 个 整数 n 都 大 。 


命题 (a) 显然 为 真 : 如 果 你 的 对 手 向 你 出 示 一 个 整数 n, 那么 你 总 能 够 找到 一 个 大 于 nn 
整数 mm。 但 命题 (b) 是 假 的 : 如 果 你 先 选 取 了 一 个 整数 m, 那么 你 无 法 保证 这 个 mm 比 每 个 整 
数 都 大 ; 你 的 对 手 能 够 很 容易 找到 一 个 比 m 大 的 整数 n 来 打败 你 。 这 两 个 命题 关键 的 
别 在 于 , 在 命题 (a) 中 , 先 选 取 了 整数 n, 然后 根据 n 来 选取 整数 m。 但 在 命题 (b) 中 , 在 预 
先 不 知道 n 取 什么 值 的 前 提 下 , 我 们 被 迫 先 选取 整数 m。 总 之 , 量词 的 先后 次 序 之 所 以 重要 
是 因为 内 部 的 变量 可 能 会 依赖 于 外 部 的 变量 , 但 反之 不 然 。 


ES 


页 天 


凶 


习 是 
A.5.1 下 述 各 命题 的 意思 是 什么 ? 哪些 命题 是 真 命题 ? 你 能 分 别 用 一 个 游戏 来 比喻 这 些 命 


(a) 对 于 每 一 个 正 数 x 以 及 每 个 正 数 y, 都 有 y? = z。 
(b) 存在 一 个 正 数 x, 使 得 对 每 一 个 正 数 y 都 有 vy? = z。 
(c) 存在 一 个 正 数 z 并 且 存 在 一 个 正 数 y 使 得 刀 = z。 
( 
( 


d) 对 于 每 一 个 正 数 y, 都 存在 一 个 正 数 * 使 得 刀 = z。 
e) 存在 一 个 正 数 y, 使 得 对 每 一 个 正 数 z 都 有 吧 = z。 


A.6 关于 证 明和 量词 的 一 些 例子 


现在 我 们 给 出 一 些 包 含量 词 “ 对 所 有 的 ”和 量词 “存在 一 个 ”的 证 明 的 简单 例子 。 结论 本 
身 很 简单 , 但 是 你 应 当 集 中 精力 去 观察 这 些 量词 是 如 何 安 置 的 以 及 整个 证 明 是 如 何 构 建 的 。 


命题 A.6.1 对 于 每 一 个 s > 0, 都 存在 一 个 5 > 0 使 得 25 < e。 


证 明 : 设 s > 0 是 任意 的 , 我 们 必须 证 明 存在 一 个 5 > 0 使 得 26 < s。 我们 只 需要 找到 一 
个 这 样 的 6 即 可 , 选取 6 :=e/3 就 满足 要 求 , 因为 此 时 有 26=2e/3 < s。 
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注意 , 这 里 必须 让 s 是 任意 的 ,因为 我 们 要 证 明 的 结论 对 于 每 一 个 s 都 成 立 。 另 外 , 5 的 
选取 可 以 由 你 自己 来 决定 , 因为 只 需要 证 明 存 在 一 个 6 满足 需求 。 还 要 注意 ,6 依赖 于 =， 因 
为 6- 量 词 是 舱 套 在 =- 量 词 里 的 。 如 果 把 量词 的 次 序 颠 倒 过 来 , 也 就 是 说 , 如 果 要 证 明 的 是 “ 存 
在 一 个 6 > 0, 使 得 对 每 个 es > 0 都 有 25 < s”, 那么 在 给 定 s 之 前 , 你 必须 先 选 取 6。 在 这 种 
情形 下 , 命题 是 无 法 证 明 的 , 因为 它 是 一 个 假 命题 。 (为什么? ) 

通常 情况 下 ， 当 我 们 要 证 明 “ 存 在 一 个 .……… ”的 命题 时 ， 比 如 “证 明 存 在 一 个 。>0 使 
得 X 为 真 ” 时 , 我们 要 小 心地 选取 e, 然后 证 明 X 对 该 = 为 真 。 但 是 这 有 时 需要 我 们 有 很 强 
的 预见 性 , 而 且 直 到 s 应 满足 的 性 质 在 后 面 论证 中 变 得 更 加 清晰 时 , 我 们 才能 合理 地 选取 =。 
我 们 唯一 需要 注意 的 是 , 保证 s 不 依 束 于 任何 檬 套 在 X 中 的 约束 变量 。 例如 : 

命题 A.6.2 存在 一 个 。>0, 使 得 对 所 有 的 0<x<e 都 有 sin(z) > z/2。 


证 明 : 我 们 稍 后 再 选取 = > 0, 设 0<x<e。 因 为 sin(z) 的 导数 是 cos(z)， 所 以 根据 中 
值 定理 可 知 ,存在 某 个 0 < y < zx 使 得 
sin(Z) _ sin(x)— sin(0) 
2 Z 一 0 
于 是 , 为 了 保证 sn(z) > x/2, 只 需要 保证 cos(y) > 1/2 即 可 。 因 此 , 只 需要 确保 0 < y < /3 
即 可 (因为 余弦 函数 在 0 处 的 值 为 1, 在 /3 处 的 值 为 1/2, 并 且 它 在 0 和 /3 之 间 是 单调 
递减 的 )。 由 0<y<x 和 0<zx<e 可知 , 0 < y < ss。 因此， 如果 令 =s := zx/3,， 那么 就 有 
0 < y < /3,， 结论 得 证 , 因此 我 们 能 够 保证 对 所 有 的 0 < x < s 都 有 sin(z) > z/2。 
注意 , 我 们 最 后 选取 的 s 的 值 不 取决 于 骨 套 变量 x 和 y， 所 以 上 述 论证 是 合理 的 。 实 际 
上 , 我 们 可 以 重新 排 布 整 个 证 明 ， 从 而 不 会 延迟 任何 事情 。 
证 明 : 令 s := nx/3， 那么 显然 有 s > 0。 现在 我 们 必须 证 明 对 所 有 的 0 < x < 7/3 都 有 
sin(z) > z/2。 令 0<z<r/3 是 任意 的 , 根据 中 值 定理 可 知 , 存在 某 个 0< y < zz 使 得 
sin(Z) _ sin(x)— sin(0) 
了 Z 一 0 
由 0 和 yy 和 zz 和 0<7z<rm/3 可 知 , 0 入 y<T/3。 所 以 , 根据 余弦 函数 在 区 间 [0, r/3] 上 是 单 
调 递减 的 可 知 ，cos(y) > cos(rV/3) = 1/2。 因 此 sin(z)/z > 1/2, 结论 得 证 。 
如 果 我 们 选取 一 个 取决 于 z 和 y 的 s， 那 么 整个 论证 不 成 立 ， 因 为 s 是 外 部 变量 , 而 x 
和 y 是 嵌 套 在 = 中 的 变量 。 


= cos(y) 


TH 


= cos(y) 


A.7 相等 


正如 前 文 曾 提 到 过 的 那样 , 我们 可 以 按照 下 述 流程 来 构造 命题 。 从 表达 式 (如 2 x 3 十 5) 
开始 , 然后 问 该 表达 式 是 否 满足 某 个 特定 的 性 质 , 又 或 者 问 能 否 用 某 种 关系 (=、<、E 等 ) 把 
两 个 表达 式 联系 起 来 。 有 很 多 种 关系 , 其 中 最 重要 的 一 种 是 相等 关系 。 这 个 概念 值得 我 们 花费 
一 些 时 间 来 回顾 。 

相等 是 把 属于 同一 种 类 型 了 的 两 个 对 象 x 和 y (例如 ， 两 个 整数 、 两 个 矩阵 或 者 两 个 向 
量 等 ) 联系 在 一 起 的 关系 。 给 定 两 个 这 样 的 对 象 x 和 y, 命题 > = y 可 能 为 真 , 也 可 能 为 假 。 


A.7 相等 .437. 


命题 的 真 假 既 取决 于 x 的 值 和 % 的 值 , 又 取决 于 对 所 考察 的 这 类 对 象 , 相等 是 如 何 定义 的 。 例 
如 , 实数 0.9999.… 和 1 是 相等 的 。 在 模 10 算法 中 (此 时 , 我 们 认为 一 个 数 与 它 模 10 后 的 余 
数 是 相等 的 ), 数 12 和 2 被 看 作 是 相等 的 , 即 12 = 2, 尽管 这 在 普通 的 算术 运算 中 不 成 立 。 
相等 是 如 何 定义 的 取决 于 所 考察 对 象 的 类 型 工 , 而 且 从 某 种 程度 上 来 说 , 这 只 不 过 是 一 个 
关于 下 定义 的 问题 而 已 。 然而 , 从 逻辑 学 的 角度 来 说 , 我 们 要 求 相等 遵守 下 面 四 条 相等 公理 : 
e。( 自 反 公理 ) 给 定 任意 的 对 象 x, 我 人 有 z = z。 
e (对称 公理 ) 给 定 任意 两 个 同类 型 的 对 象 x 和 y%， 如 果 z = 那么 y= 7z。 
e (传递 公理 ) 给 定 任 意 三 个 同类 型 的 对 象 .和 >, 若 z=y 且 y=>z>z， 则 z=z>。 
e 《〈 蔡 换 公 理 ) 给 定 任意 两 个 同类 型 的 对 象 zx 和 y, 如 果 x = y, 那么 对 任意 一 个 函数 或 
者 运算 f 都 有 f(x) = f(y)。 类似 地 ,对 任意 一 个 关于 x 的 性 质 P(z)， 如 果 z = y， 
那么 P(z) 和 P(y) 就 是 等 价 的 命题 。 
前 三 条 公理 显然 成 立 , 而 且 它 们 结合 在 一 起 就 断定 了 相等 是 一 种 等 价 关 系 。 我们 给 出 一 些 
例子 来 阐述 替换 公理 。 
例 A.7.1 设 z 和 y 都 是 实数 ,如果 z= 那么 2x = 2y 并 且 sin(z) = sin(y)。 此 外 ， 
对 任意 的 实数 > 都 有 zz 十 z 王 十 >。 


例 A.7.2 设 和 m 都 是 整数 ,如果 m 是 奇数 并 且 n= m, 那么 m 也 一 定 是 奇数 。 如 
果 还 有 第 三 个 整数 有 ,并且 已 经 知道 n> 和 n= m， 那么 我 们 也 就 知道 了 mm > K。 

例 A.7.3 设 z、y 和 > 都 是 实数 , 如 果 z = sin(y) 并 且 y = z?， 那么 (利用 将 换 公 理 ) 
可 知 sin(y) = sin(z2)， 从 而 有 (利用 传递 公理 ) z = sin(z?)。 

所 以 , 从 逻辑 学 的 角度 来 说 , 只 要 我 们 愿意 , 就 可 以 对 一 类 对 象 定义 相等 关系 。 而 且 我 们 
必须 保证 这 个 相等 关系 遵守 自 反 公理 、 对 称 公 理 和 传递 公理 ， 并 且 它 能 够 与 所 讨论 的 这 类 对 
象 上 的 其 他 所 有 运算 保持 一 致 , 也 就 是 说 ， 替 换 公理 对 所 有 这 些 运算 均 成 立 。 例 如 ， 如 果 有 
天 我 们 决定 修改 整数 ,使 得 12 等 于 2， 那 么 我 们 唯一 能 做 的 就 是 让 2 等 于 12， 并 且 对 任意 
一 个 定义 在 修改 后 的 整数 上 的 运算 f, 均 有 f(2) = f(12)。 比 如 , 现在 我 们 需要 让 2 + 5 等 于 
12 十 5。( 在 这 种 情况 下 , 按照 这 样 的 思路 推理 下 去 , 我 们 最 终 将 得 到 模 10 的 算术 运算 。) 


Ey 
这 


习 题 


A.7.1 ”假设 有 四 个 实数 a、b、c 和 ud, 并 且 已 知 wa = 和 c = ou, 利用 上 述 四 条 公理 推导 出 
Qa 十 QQ 一 5 二 co。 


附录 B 十 进 


所 


系 、 有 理 数 系 和 实数 系 。 我 们 简单 地 假定 


制 | 


过 引入 自然 数 的 〈 形 式 ) 差 而 得 到 的 ， 然 后 我 们 又 利用 整数 的 


数 则 来 源 于 有 理 数 的 〈 形 式 ) 极限 。 


这 些 数 系 的 构造 是 非常 成 功 的 , 但 是 这 好 像 与 我 人 
特别 是 很 少 用 到 十 进 制 。 在 十 进 制 中 , 所 有 这 些 数 都 可 以 
个 数字 组 合 构成 。 实 际 上 , 除了 一 些 对 主体 结构 而 言 无 关 紧要 的 例子 以 外 , 我 们 真正 用 到 的 
进 制 数字 只 有 0、1 和 2, 其 中 1 和 2 可 以 分 别 改写 成 0 1 
能 够 这 样 做 的 根本 原因 是 , 十 进 制 并 非 数 学 中 必 不 可 少 的 内 容 。 十 进 制 在 计算 方面 非常 方 


日 0、 


在 第 2 章 、 第 4 章 和 第 5 章 中 , 我 们 煞费苦心 地 建立 了 数学 的 基本 数 系 : 自然 数 系 、 整 数 
自然 数 是 存在 的 , 并 假定 它 遵 守 五 条 公理 。 整数 是 通 


(形式 ) 商 构造 出 有 理 数 ， 而 实 


门 先 前 所 了 解 的 数 的 相关 知识 有 所 不 同 ， 


1、2、3、4、5、6、7、8、9 这 十 


便 。 男 外 ,由 于 十 进 制 已 经 被 使 用 了 一 千 多 稀 


和 (0 十 十 ) 


FEE， 所 以 我 们 从 小 就 习惯 了 使 用 十 进 制 。 但 是 在 数 


学 发 展 史上 , 十 进 制 的 确 是 一 个 相对 较为 近代 的 发 明 。 数字 大 概 已 经 出 现 了 一 万 多 年 (从 人 们 


开始 在 洞穴 墙壁 上 刻画 符号 算 起 ), 但 现代 用 来 表示 数 的 印度 - 
纪 左右 。 一些 早期 文明 采用 了 其 他 的 计数 进 


阿拉 伯 十 进 制 只 能 追溯 到 11 世 


制 。 例如 ,巴比伦 人 曾 采 用 过 60 进位 制 (在 我 们 


的 时 、 分、 秒 计 时 系统 以 及 度 、 分 、 秒 1 


度 测量 系统 中 ,这 种 ; 


位 制 仍然 在 使 用 )。 男 外 ， 古 希 


腊 人 还 能 进行 相当 高 等 的 数学 研究 , 尽管 对 于 他 们 来 说 , 能 够 采用 的 最 高 级 计数 系统 是 罗马 数 


系 L IT III, IV,.…， 而 用 这 个 数 系 来 进行 计算 都 是 相当 可 怕 的 , 即使 只 是 两 位 数 计算 。 当然 ， 
除了 十 进 制 以 外 , 现代 计算 还 依赖 于 二 进 制 、 十 六 进 制 和 字 节 进 制 ( 即 256 进 制 ) 算法 , 但 是 
模拟 计算 机 ,比如 计算 尺 ， 却 根本 不 依赖 于 任何 计数 系统 。 事实 上 , 既然 计算 机 可 以 完成 数值 


更 一 般 的 名 字 ， 比 如 用 n 表示 。 


计算 这 样 的 低级 工作 , 那么 现代 数学 很 少 使 用 十 
分 数 ( 以 及 e、z 和 iD 以 外 , 我 们 确实 几乎 用 不 到 


由。 在 现代 数学 研究 中 , 除了 一 位 的 整数 和 


下 了 本 


他 任何 数 。 任 何 更 加 复杂 的 数 通常 都 会 使 


不 管 怎样 , 的 确 应 当 把 十 进 制 这 个 课题 作为 附录 的 一 部 分 来 进行 盖 述 。 因 为 如 果 我 们 希望 
把 数学 知识 应 用 到 日 常生 活 当中 , 那么 十 进 制 就 是 一 个 不 可 或 


更 希望 使 用 像 3.14159.… 这 样 的 记号 来 表示 实数 ， 而 不 是 
其 中 al := 3.1, az := 3.14, as := 3.141,，.… ”来 表示 实数 。 
首先 回顾 一 下 , 十 进 制 在 正 整 数 中 


缺 的 工具 。 另 一 个 原 因 是 ， 我 们 


非常 笨拙 的 记号 “LIM -an， 


是 如 何 运 作 的 , 然后 再 


需要 注意 的 是 , 在 接 下 来 的 讨论 中 , 我 们 将 随意 地 使 用 前 儿 章 


敌 察 它 在 实数 中 是 如 何 运作 的 。 


中 的 所 有 结论 。 


B.1 自然 数 的 十 进 制 表示 


在 本 节 中 , 我 们 不 使 用 a x b 通常 的 简写 方式 ab。 


34 这 样 的 十 进 制 数 可 能 被 误 认 为 是 3 x 4。 


因为 如 果 采 用 这 种 简写 方式 ， 那么 像 


B.1 自然 数 的 十 进 制 表示 


.439 . 


定义 B.1.1 (数字 ) ”数字 (digit) 是 指 0、1、2、3、.….、9 这 十 个 符号 , 其 中 任何 一 个 符 
9 三 8 十 十 把 这 些 数字 


号 都 被 称 作 一 个 数字 。 我 们 用 公式 0=0、1=0 二 十、 2 三 1 十 十 、……、 
与 自然 数 等 同 起 来 。 另 外 , 我 们 定义 数 “ 十 ”为 “十 := 9 十 十 ”。( 目 前 我 们 还 无 法 使 用 
记号 10 来 表示 “十 ”， 因 为 这 需要 我 们 预先 知道 十 进 制 的 相关 知识 ,而 这 将 导致 循 3 


十 进 制 


不 论证 。) 


定义 B.1.2〔 十 进 制 正 整数 十 进 制 正 整数 指 的 是 由 数字 组 成 的 字符 串 anan-1 :… ao， 


内 中 n > 0 是 一 个 自然 数 


正 整数 , 
anan-1 00 = > ai x 上 
i=0 


注 B.1.3 注意 ,这 个 定义 显然 蕴涵 了 
10=0x 十 "+1x 十 := 十 


所 以 我 们 能 够 把 “十 ”写成 更 熟悉 的 10。 另 外 , 由 单独 一 个 数字 组 成 的 十 ; 


个 数字 自身 。 例如, 根据 上 述 定义 可 知 , 十 进 制 数 3 等 于 


， 并 且 第 一 个 数字 a,, 不 为 零 。 例 如 ，3049 就 是 一 个 十 进 制 
7 0493 和 0 都 不 是 十 进 制 正 整数 。 利 用 下 面 这 个 公式 可 以 把 所 有 十 进 制 正 整数 等 同 于 一 个 


的 十 进 制 表示 都 给 出 了 一 个 正 整数 。 
定理 B.1.4 (十 进 制 表示 的 唯一 性 和 存在 性 
整数 。 


_ 


3=3x 十 "=3 
因此 , 单独 一 个 数字 与 由 单独 一 个 数字 组 成 的 十 进 制 数 之 间 是 不 可 能 产生 混淆 的 。( 它 们 之 间 
的 区 别 很 少 , 我 们 不 需要 为 此 担忧 。) 


见 在 我 们 证 明 , 十 进 制 的 确 可 以 表示 正 整数 。 从 定义 中 我 们 能 够 清晰 地 看 到 ， 由 
完全 是 由 自然 数 构成 的 ， 并且 根 据 定义 可 知 ,最 后 一 项 an x 十 ”是 不 为 零 的 , 所 以 每 一 个 正 


每 一 个 正 整数 m 都 恰好 等 于 一 个 十 进 制 下 


正 整 数 ， 


制 整 数 恰好 等 于 这 


于 “和 99 


证 明 : 我 们 将 使 用 强 归纳 原理 (命题 2.2.14， 其 中 mo := 1)。 对 于 任意 的 正 整数 m, 令 


P(m) 表示 命题 “m 恰好 等 于 一 个 十 进 制 正 整 数 ”。 假设 我 们 已 经 知道 对 所 有 的 


m，P(m) 均 为 真 。 现在 我 们 希望 能 够 证 明 P(m) 也 为 真 。 


证 明 这 个 结果 )。 先 设 m € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, 那么 m 显然 等 于 


首先 观察 可 知 , m > 十 或 者 m e {1,2,3,4,5,6,7,8,9} (按照 一 般 的 归纳 法 , 可 以 容易 地 


单独 一 个 数字 引 


FE 整数 m' < 


3 


成 的 十 


nn 
am ao 一 >》 ax 十 >amx 十 "> 十 >m 
= 从 


现在 设 m > 十 , 那么 根据 欧 儿 里 得 算法 (命题 2.3.9) 可 得 ， 

m 二 sx 十 +7 

其 中 s 是 正 整 数 , 并 且 re {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9}。 由 于 
s<sx 十 <sx 十 ++r=m 

根据 强 归 纳 假设 可 得 P(s) 为 真 。 特别 地 ,s 的 十 进 制 表 示 为 : 


p 
s=bp.bo = > bi xt 
t=0 


进 制 正 整 数 , 并 且 这 样 的 十 进 制 正 整数 只 有 一 个 。 此 外 , 由 两 个 或 更 多 个 数字 组 成 的 
都 不 等 于 mm， 因 为 如 果 存 在 这 样 一 个 十 进 制 数 aw.…ao( 其 中 n > 0), 那么 我 们 就 有 


进 制 数 


.440. 附录 B 十 进 制 
将 上 式 等 号 两 端 同时 乘 以 “十 ”可 得 ， 


p 
sx 十 =》 x = Db,... bo0 


i=0 


然后 再 把 上 式 两 端 加 上 r 可 得 ， 


和 


上 式 右 端 是 


县 
2AE 


眼 设 m 有 两 


首先 , 根据 前 面 的 计算 可 得 ， 


= 


信 


p 
m=sxt+r=) xt +r=b,.. bor 
这 0 


因此 , m 至 少 有 一 个 十 进 制 表示 。 现在 我 们 需要 证 明 m 最 多 有 一 个 十 进 制 表示 。 利 用 反 证 法 ， 


不 同 的 表示 


/ 
70 一 an 00 一 Qnr 0Q0 


an ao 一 (an al)x 十 二 ao 


aa0 一 (ao ai) xx 十 十 ab 


于 是 , 经 过 一 些 代数 运算 后 , 可 得 ， 


ab 一 ao=(an al 一 av ai)x 十 


十 ”的 倍数 , 而 左 端 则 严格 介 于 “一 十 ”和 “十 十 ”之 间 。 所 以 , 等 式 两 端 必定 同时 
等 于 0。 这 就 意味 着 oo = ab 并 且 an al = a%,……a4。 但 是 , 根据 前 面 的 论证 可 知 , a …. 


a 


个 小 于 om ao 的 整数 。 所 以 , 由 强 归 纳 假设 可 得 , aw… ao 只 有 唯一 的 十 进 制 表示 , 这 


表明 n 必定 等 于 n， a 必定 等 于 w， 其 中 = 1,… ,n。 因 此 ,十进制 数 ao :ao 和 


aa……a0 实际 上 是 完全 相同 的 , 但 这 与 它们 是 不 相同 的 假设 矛盾 。 


我 们 把 上 述 定理 给 出 的 十 进 制 数 称 作 m 的 十 进 制 表 示 。 一 旦 有 了 这 个 十 进 制 表示 , 我 


就 可 以 推导 


8 关于 竖 式 加 法 和 竖 式 乘法 的 一 般 定 律 ， 从 而 能 够 将 z 十 y 和 x x y 的 十 进 肖 


示 与 zx 和 yy 的 十 进 制 表示 联系 起 来 (习题 B.1.1)。 
且 有 了 正 整 数 的 十 进 制 表示 ,我 们 当然 就 可 以 通过 负 号 “一 ”来 得 到 负 整 数 的 十 进 制 表 
示 。 最 后 , 我 们 规定 0 也 是 一 个 十 进 制 数 , 这 就 给 出 了 所 有 整数 的 十 进 制 表示 。 于 是 , 任意 
个 有 理 数 都 是 两 个 十 进 制 整数 的 比值 , 例如 , 335/113 或 -1/2 (当然 , 这 里 要 求 分 母 不 为 零 )， 
然而 把 一 个 有 理 数 表示 成 两 个 十 进 制 数 比值 的 方法 可 能 不 止 一 种 ,比如 6/4 = 3/2。 
因为 “十 = 10” 所 以 我 们 从 现在 开始 将 按照 惯例 用 “10” 来 代替 “十 ”。 
习 题 


B.1.1 本题 是 为 了 说 明 你 在 小 学 阶段 曾 学 过 的 竖 式 加 法 运算 确实 成 立 。 令 4 = an ……ao 和 


已 = bm.… bo 表示 两 个 十 进 第 


人 


i > 时 ,oo=0; 例 如 ,如 果 4=372, 那 么 ao=2,al=7, ao 一 3, as 一 0,a4 
以 此 类 推 。 根据 下 面 的 竖 式 加 法 算法 , 递归 地 定义 数 co0,ci,… 和 so,sl)……。 


e 令 cso:=0。 


正 整 数 , 我 们 按照 惯例 约定 当 ; > n 时 , a; = 0, 并 且 当 


0， 


B.2 实数 的 十 进 制 表示 


* 441 . 


。 现在 人 


Qi + 


er 10 和 


6 


由 位 的 
证 明 : co， 
ci 一 0。 
个 算 浊 


订 


C1)…， 


位 数字 ”。) 


简单 的 事实 也 


之 一 。 想 要 严格 地 
为 困难 , 对 此 我 们 在 这 


定义 加 法 ,但 


让 


上 当 困难 。 这 着 
展示 出 竖 


2 


有 不 


论述 。 


B.2 ”实数 的 十 进 制 表示 


我 们 要 用 到 一 个 新 


的 符号 : 小 数 点 “.”。 


定义 B.2.1 (十 进 


实数 十进制 实数 是 日 


1。 


都 是 数字 ， 并 且 存在 一 
E 明 : crc1-1……cico 是 4 十 B 的 十 进 
| 这 看 起 来 极其 复杂 
i 是 为 什么 我 们 在 构造 
式 乘法 (或 者 竖 式 减法 , 又 或 者 竖 式 除法 ) 的 运算 过 程 更 


段 设 对 于 某 个 i > 0, 我 们 已 经 定义 了 si。 如 果 ai 十 bi 十 ei < 10, 那么 我 们 
ci :二 Qi 十 bi 十 ei 且 ei41 := 0。 否则 , 如 果 ai 十 bi 十 ei 之 10, 那么 我 们 就 令 


bi + 


( 数 ei+1 是 从 第 i 个 十 进 和 


所 位 到 第 i 十 1 个 


个 1 使 得 c 了 关 0, 而 且 对 所 有 的 i>1 均 有 
剖 表 示 。 注意, 我 们 的 确 能 够 利用 这 
E 明 像 (a 十 0) +4 (十 c) 这 样 
自然 数 时 没有 使 用 十 进 制 的 原因 


十 
下 


， 即 使 说 


C= + 


上 进 


数字 和 人 小数点 按照 下 述 方式 排 成 的 一 个 序列 


二 Qn ………Q0.Q_1Q_2…， 
其 中 ,小数 点 左 侧 数字 的 个 数 是 有 限 的 〈 于 是 n 是 一 个 自然 数 ), 但 小 数 点 右 侧 数字 的 个 数 是 
无 限 的 。 另外, 土 要 么 取 十 , 要 么 取 一 , an,.…ao 是 一 个 十 进 制 自 然 数 (也 就 是 说 , 它 要 么 是 
个 十 进 制 正 整 数 , 要 么 是 零 )。 这 个 十 进 制 数 等 于 实数 
让 1x > Qi xX 10’ 

上 面 这 个 级 数 总 是 收敛 的 (习题 B.2.1)。 接 下 来 , 我 们 证 明 所 有 实数 至 少 有 一 个 十 进 制 表 
示 。 

定理 B.2.2 (十 进 制 表 示 的 存在 性 ) 每 一 个 实数 x 至 少 有 一 个 十 进 制 表 示 

T= IQn''**Q0.Q—10— 2 …: 


证 明 : 首先 , 我 们 注意 到 z = 0 有 十 进 制 表示 0.000:…。 另外, 一 旦 我 们 找到 z 的 一 个 十 


进 制 表示 , 那么 通过 改变 符号 土 , 我 们 就 自动 得 到 了 一 zx 的 一 个 十 进 制 表示 。 因 此 , 我 们 只 需 
要 证 明 这 个 定理 关于 正 实数 > 是 成 立 的 即 可 (根据 命题 5.4.4)。 
设 n > 0 是 任意 自然 数 , 根据 阿 基 米 德 性 质 (推论 5.4.13) 可 知 , 存在 一 个 自然 数 M 使 


得 M x 10-”> x。 因 
sn 十 十 X10-” > zx。( 如 
对 所 有 的 自然 数 s 均 成 

现在 考虑 序列 so, s 


所 以 我 们 有 


3 


为 0x10-”< zx, 所 以 必定 存在 
果 不 存在 这 样 的 自然 数 , 那么 我 们 利 ) 


个 自然 数 sn 使 得 ss x 10-”"<z 且 


归纳 法 可 以 推导 出 sx10-"<z 


并 ， 而 这 与 阿 基 米 德 怕 
天 为 


1; 832 ， 


E 质 相 矛 盾 。) 


snX10 ”<rz<(snt+1)x10" 


.442. 附录 B 十 进 制 


(10 x sn) x 10- 1H) 和 了 < (10 x sn + 10) x 10-(™+H) 
另外 , 我 们 有 


Sni1 XxX 10- HD) < zr < (sar1+ 1) x 10-™+D) 
从 而 


10x sn < sn+1 十 1 并 且 s 1 < 10xsn 十 10 
根据 这 两 个 不 等 式 可 得 ， 


10 Xsn 和 sn+l 所 10Xsn 十 9 
所 以 我 们 能 够 找到 一 个 数字 an+l 使 得 


sn 一 10xsn 十 antl 
那么 有 
Sn41 X 107 +) 一 sn x 107" + ansi x 10- ("+ 


根据 这 个 等 式 , 利用 归纳 法 可 得 ， 


snX10 "=so 十 》 ar x 10™ 


= 二 


现在 对 上 式 两 端 同 时 取 极 限 (利用 习题 B.2.1) 可 得 ， 


lim sn x10 ”一 so 十 》 a x10™ 


另外 , 对 所 有 的 n 均 有 


rz—10 "<sn x10 "<z 
定理 (推论 6.4.14) 可 知 ， 


. - | 
[au 
范 
er 
Ti 
并 
[a 
[ot 
-~ 


lim sn x10 "=7x 
ODS 


因此 , 我 们 得 到 58 
2 一 50 十 》 ai x10™ 
i=1 


又 根据 定理 B.1.4 可 知 ，so 有 一 个 十 进 利 


示 ， 绪论 得 证 。 


然而 , 十 进 制 有 一 个 略微 不 足 之 处 , 即 一 个 实数 可 能 存在 两 个 十 进 制 表 示 。 


Pt 天 
让 


命题 B.2.3 〈 十 进 制 表示 不 具有 唯一 性 ) 数 1 有 两 个 不 同 的 十 进 制 表示 : 1.000 ... 和 


0.999.….。 


证 明 : 十 


-hr 


0.9, 0.99, 0.999, 0.9999,.… 
的 极限 。 但 是 根据 命题 5.2.8 可 知 , 1 是 该 序列 的 形式 极限 。 


个 十 进 制 表示 ; 否则 , 它 就 只 有 一 个 十 进 制 表 示 (习题 B.2.3)。 


判 表示 1 = 1.000:.. 显然 成 立 。 现 在 我 们 来 计算 0.999.…。 


E 整 数 表示 ,所 以 我 们 就 得 到 了 z 的 一 个 十 进 制 表 


根据 定义 可 


其 实 , 1.000... 和 0.999.… 是 1 仅 有 的 两 种 十 进 制 表示 (习题 B.2.2)。 实际 上 ,正如 这 
里 所 展现 的 , 所 有 的 实数 都 只 有 一 个 或 两 个 十 进 制 表 示 。 当 实数 是 一 个 有 限 小 数 时 , 它 就 有 两 


B.2 实数 的 十 进 制 表示 443 ， 


了 .2.1 


也 .2.2 


也 .2.3 


了 .2.4 


假设 ov ao.a_ia_2…: 是 一 个 十 进 
的 。 
证 明 : 1 仅 有 的 十 进 制 表示 


题 


是 1=1.000... 和 1=0.999.. 
设 z 是 一 个 实数 ,如 果 存 在 整数 n 和 m 使 得 x = n/10”， 那么 我 


不 是 有 限 小 数 , 那么 z 恰好 有 


3 一 6 


Fan QQ0.Q_1Q_2 


个 有 限 小 数 。 证明: 如 果 z 是 一 个 有 限 小 数 , 那么 z 恰好 有 


制 实数 , 证 明 : 级 数 交 a; x 10: 是 绝对 收敛 


门 称 实数 x 是 一 


个 十 3 


制 表示 ; 如 果 zx 


EY 


人 


个 十 ; 


制 重 写 推论 8.3.4 的 证 明 。 


制 表示 。 
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